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EXERCICES  D'A?VALYSE 


PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE. 


AVERTISSEMENT. 


La  bienveillance  avec  laquelle  les  géomètres  ont  accueilli  mes 
anciens  et  nouveaux  Exercices  de  Mathématiques^  publiés  successi- 
vement à  Paris  et  à  Prague,  ainsi  que  mes  Résumés  analytiques  publiés 
à  Turin,  m'encourage  à  faire  paraître  un  quatrième  recueil,  dans 
lequel  je  traiterai  encore  des  diverses  questions  relatives  soit  à  l'Analyse 
pure,  soit  à  la  Physique  mathématique.  Je  me  propose  en  particulier 
d'offrir  ici  aux  Amis  des  sciences  la  suite  de  mes  recherches  sur  les 
mouvements  des  systèmes  de  molécules,  et  sur  la  théorie  de  la  lumière; 
des  règles  générales  sur  la  convergence  des  sérries  suivant  lesquelles 
se  développent  les  fonctions  explicites  ou  implicites;  des  méthodes 
générales  pour  la  détermination  et  la  réduction  des  intégrales  définies 
ou  indéfinies,  ainsi  que  pour  l'intégration  des  équations  différentielles, 
et  aux  différences  partielles;  enfin  de  nouvelles  applications  du  calcul 
des  résidus^  et  de  celui  que,  dans  quelques  Mémoires  relatifs  à  l'Astro- 
nomie, j'ai  nommé  le  calcul  des  limites.  Un  puissant  motif  de  poursuivre 
mes  travaux  sur  la  Mécanique  céleste  était  l'honneur  que  m'a  fait  le 
Bureau  des  Longitudes,  en  m'appelant,  dans  la  séance  du  i3  no- 
vembre 1839,  ^  '^  place  précédemment  occupée  par  un  savant  confrère 
(M.  de  Prony)  qui  jadis  parut  prendre  quelque  plaisir  à  me  compter  au 
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nombre  de  ses^élèves,  et  plus  anciennement  par  Lagrange  lui-même, 
par  cet  illustre  géomètre  qui  eut  aussi  pour  moi  tant  de  bontés,  et 
voulut  bien  guider  mes  premiers  pas  dans  la  carrière  des  sciences.  Je 
devais  redoubler  d'efforts  pour  essayer  de  répondre  démon  mieux  à  ce 
témoignage  de  considération,  auquel  j'attache  d'autant  plus  de  prix 
que  je  l'avais  moins  recherché  et  me  tenais  plus  à  l'écart,  pour  me 
livrer,  dans  le  silence  du  cabinet,  à  mes  études  favorites.  L'indulgence 
avec  laquelle  ont  été  reçus  mes  derniers  Mémoires  prouve  que  l'on 
m'a  tenu  compte  de  ma  bonne  volonté.  Pour  la  consolation  de  ma 
patrie,  comme  j'en  ai  déjà  fait  ailleurs  la  remarque,  il  y  a  deux 
sentiments  qu'en  France  on  aime  à  voir  profondément  gravés  dans  les 
cœurs  et  auxquels,  je  le  sais  par  expérience,  on  se  plait  à  rendre 
Justice;  je  veux  dire  :  le  dévouement  à  l'infortune  et  l'amour  sincère 
de  la  vérité. 


MEMOIRE 


MOUVEMENTS  INFINIMENT  PETITS 


SYSTE3IE  DK  MOLECULES 


SOLLICITEES 

PAR  DES  FOKCES  D'ATTRACTION  OU  DE  RÉPULSION  MUTUELLE. 


§  P'".  —  Equations  d'équilibre  et  de  mouvement  d' un  système  de  molécules. 

Considérons  un  système  de  molécules  sollicitées  au  mouvement  par 
des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle.  Soient,  au  premier 
instant  et  dans  l'état  d'équilibre  : 

X,  y,  z  les  coordonnées  d'une  molécule  m, 

X  -\-  \,  y  -hy,  3  H-  z  les  coordonnées  d'une  autre  molécule  m, 

r  le  rayon  vecteur  mené  de  la  molécule  m  à  la  molécule  m; 

on  aura 

/•2=x-^+ y^  +  z^, 

et  les  cosinus  des  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  ravec  les  demi 
axes  des  coordonnées  positives,  seront  respectivement 

X      y      z 

—,     —,     — . 
r        r        r 

Supposons  d'ailleurs    que   l'attraction  ou  la  répulsion  mutuelle  des 
deux  masses  m,  m,  étant  proportionnelle  à  ces  masses  et  à  une  fonc- 


'.  ,''  „  'V"       .1  «  «If  .■'  >   '  f  '  ' 
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y  tion  de  la  distance  r,  soit  représentée,  au  signe  près,  par 

mm  f(/')> 

f(r)  désignant  une  quantité  positive,  lorsque  les  molécules  s'attirent, 
et  négative,  lorsqu'elles  se  repoussent.  Les  projections  algébriques  de 
la  force 

m/n  f(  /■) 

sur  les  axes  coordonnés  seront  les  produits  de  cette  force  par  les 
cosinus  des  angles  que  forme  le  rayon  vecteur  r  avec  ces  axes,  et,  en 
conséquence,  si  l'on  fait  pour  abréger 

elles  se  réduiront  à 

mm\f{r),     mmyf{r),         mmzf{r). 

Cela  posé,  les  équations  d'équilibre  de  la  molécule  m  seront  évidem- 
ment 

1   o  =  S[mx/(/-)], 
(3)  o  =  S[my/(r)], 

f  o  =  S[mz/(/-)], 

la  lettre  caractéristique  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables 
entre  eux  et  relatifs  aux  diverses  molécules  m  du  système  donné. 
Concevons  maintenant  que  les  molécules 

in,     m,      ... 
viennent  à  se  mouvoir.  Soient,  au  bout  du  temps  /, 

les  déplacements  de  la  molécule  m,  mesurés  parallèlement  aux  axes 
coordonnés.  Soient  d'ailleurs 

ce  que  deviennent  ces  déplacements,  lorsqu'on  passe  de  la  molécule  m 
à  la   molécule  m.  Les  coordonnées  de  la  molécule  m,   au  bout  du 
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temps  ty  seront 

37  4-^,       y  -H  Y),       Z-\-l, 

tandis  que  celles  de  la  molécule  m  seront 

^  +  X -f- ^  +  A^,     r-hy -Hri -h  Ay),         5 -h  z  h- Ç  +  A^. 

Soit  à  cette  même  époque 

/■  -h  P 

la  distance  des  molécules  m,  m.  La  distance 

offrira  pour  projections  algébriques,  sur  les  axes  des  x,  7,  z,  les  dif- 
férences entre  les  coordonnées  des  molécules  m,  m;  savoir  : 

X -h  A|,     y-hAy),         z -4- AC. 
On  aura  en  conséquence 
4)  (/■  4-  p)'=  (X  -^  A^r  +  (y  4-  Ayî)^4-  (z  4-  A0^ 

Cela  posé,  pour  déduire  les  équations  du  mouvement  de  la  molécule  m 
de  ses  équations  d'équilibre,  c'est-à-dire  des  formules  (3),  il  suffira 
évidemment  de  remplacer,  dans  ces  formules,  les  premiers  membres 
par 

d^î^       d-fi       d-Z, 
dt}'      'dF'      'd?-' 

puis  de  substituer,  à  la  distance 

r 
et  à  ses  projections  algébriques 

X,    y,    z, 

la  distance 

/■  +  p 

et  ses  projections  algébriques 

X  +  A;,     y -f- A-r),     z-f-AC; 
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en  opérant  ainsi,  on  trouvera 

(5)  i^  =  S[m(y4-A-o)/(/'  +  p)], 


df' 


=  S[m(z-hAn /(/■  +  ?)]. 


§  II.  —  Equations  des  mouvements  in  ftninient  petits 
d' un  système  de  molécules. 

Considérons,  dans  le  système  de  molécules  donné,  un  mouvement 
vibratoire,  en  vertu  duquel  chaque  molécule  s'écarte  très  peu  de  sa 
position  initial(î.  Si  l'on  cherche  les  lois  du  mouvement,  celles  du 
moins  qui  subsistent  quelque  petite  que  soit  l'étendue  des  vibrations 
moléculaires,  alors  en  regardant  les  déplacements 

et  leurs  différences 

A;,     A-o,     AC, 

comme  des  quantités  infiniment  petites  du  premier  ordre,  on  pourra 
négliger  les  carrés  et  les  puissances  supérieures,  non  seulement  de 
ces  déplacements  et  de  leurs  différences,  mais  aussi  de  la  quantité  p, 
dans  les  développements  des  expressions  que  renferment  les  for- 
mules (4),  (^)  du  premier  paragraphe;  et  l'on  pourra  encore  sup- 
poser indifféremment  que,  des  quatre  variables  indépendantes     - 

X,      7,      z,      t, 

les  trois  premières  représentent  ou  les  coordonnées  initiales  de  la  mo- 
lécule m,  ou  ses  coordonnées  courantes  qui,  en  vertu  de  l'hypothèse 
admise,  différeront  très  peu  des  premières.  Cela  posé,  si  l'on  a  égard 
aux  formules  (3)  du  paragraphe  P'',  les  formules  (4)  et  (5)  du  même 
paragraphe  donneront 

,  .                                                    X  Ai  -h  y  Aï)  +  z  AC 
(i)  a— ■■ ^ 
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et 


(2) 


^ 

cW 


^lnif{r)^i:\  +S 


m  -^ — -xp 


|^=S[m/(r)A-^]-f-S 
^  .=  S[,»/(,-)Ar]   -^S 


dr 

d/jr) 
dr 


y? 


df{r) 

"'-^dT'^ 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 


'^^i^i  +  iu-^iy.. 


(3) 


d'n 


dt 


5^=R?  +  My]  +  PC, 


g=Q.^P,+NC, 


pourvu  que,  »  désignant  une  fonction  quelconque  des  variables  x,y,  z 

et 

A« 

l'accroissement  de  «  dans  le  cas  où  l'on  fait  croître 

a;  de  X,    /  de  y,     z  de  z, 
on  représente,  à  l'aide  des  lettres 

L,     M,     N,     l>,     O,     R, 

non  pas  des  quantités,  mais  des  caractéristiques  déterminées  par  les 
formules 


L  8  =  S  wn 
P« -S 


/(/•) 


x:  df{r) 
r       dr 


n  df{r)  ,   " 

m ^-^-^  Ah 

/•       dr 


A»  ,  M  =r .  .  . ,         N  = 

.       Q  =  .  .  .  ,  R  =:  . 


Comme  d'ailleurs  ces  diverses  formules  doivent  servir  à  déterminer  les 

caractéristiques 

L,     M,     N,     P,     Q,     R, 

quelle  que  soit  la  fonction  <le  x,  y,  ^  désignée  par  «,  elles  peuvent  être. 


Q=...,         R=. 
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pour  plus  de  simplicité,  présentées  sous  la  forme 

,,,         j.  =  sj».[/(,-).^^-^]A|,  M=... 

Enfin,  si  l'on  désigne,  à  l'aide  des  caractéristiques 

D;,,     D^,     I)„     I), 

et  de  leurs  puissances  entières,  les  dérivées  qu'on  obtient  quand  on 
différentie  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  une  fonction  des  variables 
indépendantes 

par  rapport  à  ces  mêmes  variables,  les  équations  (3)  pourront  s'écrire 
comme  il  suit  : 

(5)  R^  +  (M-D;)r;  +  PÇ  =  o, 

(  Q^4-P-o-f-(N— i)nç  =  o. 

Pour  réduire  les  équations  (5)  à  la  forme  d'équations  linéaires  aux 
différences  partielles,  il  suffira  de  développer  les  différences  finies  des 
variables  principales 

en  séries  ordonnées  suivant  leurs  dérivées  des  divers  ordres.  On  y  par- 
viendra aisément  à  l'aide  de  la  formule  de  Taylor,  en  vertu  de  laquelle 

on  aura  .-' 

8  -H  A»  =  exD.r  +  yDj.+zD.a, 

quelle  que  soit  la  fonction  de 

désignée  par  «,  et  par  conséquent 

(6)  ,  + A  =  e'''»-+ï«/+^'»-, 

(7)  Ar=e'''>^-yiV-^'>^-i  =  xD^+yI)^4-zD,^^^^^^^^tX[VtlM  +.... 
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Cela  posé,  dans  les  équations  (5),  ramenées  à  la  forme  d'équations 
aux  différences  partielles,  les  coefficients  des  dérivées  des  variables 
principales  se  réduiront  toujours  à  des  sommets  de  l'une  des  formes 


(8) 


S[mx"y"'z""/(/-)],     S    m\"y"'7.""     •'\''  \ 


par  conséquent  à  des  sommes  dans  chacune  desquelles  la  masse  m  se 
trouvera  multipliée,  sous  le  signe  S,  par  des  puissances  entières  de 
X,  y,  z  et  par  une  fonction  de  r. 

On  pourra  regarder  la  constitution  du  système  donné  de  molécules 
comme  étant  partout  la  même,  si  les  sommes  (8)  se  réduisent  à  des 
quantités  constantes,  c'est-à-dire  à  des  quantités  indépendantes  des 
coordonnées 

de  la  molécule  m.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  quand  le  sys- 
tème donné  sera  un  corps  homogène,  gazeux  ou  liquide  ou  cristallisé. 
Alors  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  du  système 
donné,  c'est-à-dire  les  équations  (5),  pourront  être  considérées  comme 
des  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients 
constants  entre  les  trois  variables  principales 

et  les  quatre  variables  indépendantes 

De  semblables  équations  sont  propres  à  représenter,  par  exemple,  les 
mouvements  i  ntiniment  petits  du  fluide  lumineux  dans  le  vide,  ou  bi(^n 
encore  les  mouvements  infiniment  petits  d'un  corps  élastique. 

§  m.  —  Mouvements  simples. 

La  solution  de  plusieurs  problèmes  de  Physique  mathématique  pou- 
vant dépendre  de  l'intégration  des  équations  (3)  du  paragraphe  pré- 
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cèdent,  considérées  comme  équations  linéaires  à  coefficients  constants, 
nous  allons  rechercher  ici  les  intégrales  de  ces  équations,  en  nous 
bornant  pour  l'instant  aux  intégrales  qui  représentent  les  mouve- 
ments simples,  définis  comme  on  le  verra  ci-après. 

Lorsque  les  sommes  (8)  du  paragraphe  II  demeurent  constantes, 
alors,  pour  satisfaire  aux  équations  (5)  du  même  paragraphe,  il  suffit 
de  supposer  les  variables  principales 

toutes  proportionnelles  à  une  même  exponentielle  népérienne  dont 
l'exposant  soit  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes 

et  de  prendre  en  conséquence 

M,  V,  w,  S,  A,  B,  C  désignant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires 
convenablement  choisies.  En  effet,  si  l'on  substitue  les  valeurs  précé- 
dentes de 

^.,    Y),    C, 

dans  les  équations  (5)  du  second  paragraphe,  tous  les  termes  seront 
divisibles  par  l'exponentielle 

f,UX-i-Vy-i-W7.—S/ 

e        ■  ,  .  ^, 

et,  après  la  division  effectuée,  ces  équations  seront  réduites  à  d'autres 
de  la  forme 

(a)  )  AA-i-{D\l—s-)\i^<iCz=o, 

i  ^A  ^(£B'+-{dL—s')C  =o, 

les  valeurs  des  coefficients 


D'UN  SYSTÈME  DE  MOLÉCULES,  ETC.  19 

étant  déterminées  par  les  formules 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  formules 

(3) 


â^  H  à'^  ^)  à-  S 

ou-  '^        (Jç^  "^       àiv^ 


<^'^)  .  à\>\ 


'^  =  i^,^  ^    =£7T^'  ^ 


avait'  ôw  du  ,      ôudv 

et  les  valeurs  de  Q,  f)  étant 


(4)     ]^^^\n,dfir 


\  r       (ir 


(/=  S[m/(r)  (e"''+^y^-'^''—  i)], 

(  //X  -+-  l'V  -•-  tï'Z) 


Or,  lorsque  les  sommes  (8)  du  paragraphe  II  demeurent  constantes, 
on  peut  en  dire  autant  des  valeurs  de 

4^,     d\\,     OL,     ^\     %     a 

qui  fournissent  les  équations  (3)  jointes  aux  formules  (4),  et  qui  sont 
développables  avec  l'exponentielle 

en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ii,  i>,  w. 
Donc  alors  on  peut  satisfaire  aux  équations  (2)  par  des  valeurs  con- 
stantes des  facteurs 

A,    B,    C. 

Soit  maintenant 

l'équation   du  troisième  degré  en  s'-  que   produit  l'élimination  des 

facteurs 

A,     lî,     C 

entre  les  équations  (2),  la  valeur  de  s  étant 

(5)     $  =  {s''-—);j{s''—:)\^{s^~^X,)~T-{s''—-^^)—^^-{s^—dK)—A\s''—^Z)—'}.^^^Si. 
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Si  l'on  prend  pour. v- une  quelconque  des  trois  racines  de  l'équation  (5), 
et  si  d'ailleurs  on  désigne  par 

a,     ê,     y 

des  coefficients  arbitraires,  on  pourra  représenter  les  équations  (2) 

sous  la  forme      • 

(  (5-— 41)A— /aB  — ^C  — a-S, 

(6)  <    -.^RA +  (.9^— 01L)B  — a^C=i6.S, 
(  —  ^^A  -  ÇPB  +  {s^-  Db)C  -  y.S. 

Or,  en  laissant  à  s  une  valeur  indéterminée,  on  tirera  de  ces  dernières 
équations,  résolues  par  rapport  aux  facteurs  A,  B,  C, 

(7)  B  =  tla  +i«^  -^P  y. 

f  C  r=[<ùa  +  V^  H- Il  y, 
et  par  suite 

(8, 


i:aH-H6  +  <ay        tla  +  ill c -+- î? y        (Cla  4- pS -+- ïly 

les  valeurs  de 

C    iïl,    11,    p,    €..    w 
étant 


Donc,  lorsqu'on  prendra  pour  s  une  racine  de  l'équation  (5),    elles 
vérifieront  les  formules  (2),  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs 

attribuées  aux  constantes 

a,     6,     y; 

et  celles-ci  demeurant  arbitraires,  les  valeurs  des  rapports 

B       C 
Â'     Â' 

propres  à  vérifier  les  formules  (2),   seront  précisément  celles  que 
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fournit  la  formule  (8).  Si  l'on  suppose  en  particulier  les  constantes 

a,     o,     y 

toutes  réduites  à  zéro,  à  l'exception  d'une  seule,  la  formule  (8)  don- 
nera successivement 


(lO) 


ABC 

t'  ~  H    ~  (El  ' 

ABC 

'  x\  ~"  m  "~  p  ' 

A^_  B  _  C 

e  ~  îJ  ~  x\' 


Les  formules  (i),  lorsqu'on  y  suppose  les  constantes 

B       C 
^      Â'     Â 

déterminées  en  fonctions  de 

«,       V,       w 

par  l'équation  (5)  jointe  à  la  formule  (8),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
à  l'une  des  trois  formules  (lo),  représentent  ce  qu'on  peut  nommer 
un  système  ({'intégrales  simples  des  équations  (3)  du  paragraphe  II. 
Les  coefficients 

dans  ces  intégrales  simples,  restent  entièrement  arbitraires,  ainsi  que 
la  constante  A.  De  plus,  les  valeurs  des  diverses  constantes 

II,     i',     u^     ,ç,     A,     I},     C, 

et,  par  suite,  les  valeurs  des  variables  principales 

h     ri,     C 

tirées  des  formules  (i),  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires.  Dans  le 
premier  cas,  ces  variables  représenteront  les  déplacements  infiniment 
petits  des  molécules  dans  un  mouvement  infiniment  petit  compatible 
avec  la  constitution  du  système  donné  ;  dans  le  second  cas,  les  parties 
réelles  des  variables  principales  vérifieront  encore  les  équations  des 
mouvements  infiniment  petits,  et  ce  seront  évidemment  ces  parties 
réelles  qui  pourront  être  censées  représenter  les  déplacements  infini- 
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niment  petits  des  molécules  dans  un  mouvement  de  vibration  compa- 
tible avec  la  constitution  du  système.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  mou- 
vement infiniment  petit,  qui  correspondra  aux  valeurs  de  l,  y],  l  four- 
nies par  les  équations  (i),  sera  un  mouvement  simple,  dans  lequel  ces 
valeurs  représenteront  ou  les  déplacements  etiectifs  des  molécules, 
mesurées  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  ou  \tms  déplacements 
symboliques,  c'est-à-dire  des  variables  imaginaires  dont  les  déplace- 
ments effectifs  seront  les  parties  réelles.  Les  équations  (i)  elles-mêmes 
seront  les  équations  finies,  et,  dans  le  second  cas,  les  équations  finies 
symboliques  du  mouvement  simple  dont  il  s'agit. 
Si  l'on  pose 


(lO 

\    «  =z  U  -f-  U  \/—  I 

1 

.Ç   zr:  S   -^  s  V' —  I , 

(12) 

A  =  ae^v^', 

B-bet^v/^, 

u,  V,  w,  U,  V,  W,  s,  S,  a,  b,  c,  A,  a,  v  désignant  des  quantités  réelles; 
et  si  d'ailleurs  on  fait,  pour  abréger. 


(i3).  k   =^u2  4-v*+wS         K    =yU^+V^+^V^ 

(i4)  kv  =L.r4- VV  + w^,       KIÎ=U^-+- V/ 4- Wc, 

les  formules  (i^  donneront 

1  l  =ae'^'^-^'cos(kv  —  s/ -H  X)i 

(i5)  <  Y/ =  be'^'^-^'cos(kt  — s^-hfjL), 

f  Ç  =ce''"-*^'cos(kt  — s^  -+- V). 

Or,  on  tire  des  équations  (i5)  : 

i"  Lorsque  A,  [x,  v  sont  égaux 

(.6)  ^=?  =  -^; 

abc 


2°  Lorsque  \,  tx,  v  ne  sont  pas  égaux 
(17) 


•;^sin(/jL  —  v)  +  ^sin(v  — X)  -+-  -sin(A  — |ui)  =  o, 


(■H)'-2ê^cos(/x-v)  +  (iy=e^KK-.s.,i„2(^_,). 
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Donc  la  ligne  décrite  par  chaque  molécule  du  système  est  toujours  une 
droite  représentée  par  la  formule  (i^)),  ou  bien  une  ellipse  repré- 
sentée par  les  formules  (17),  cette  ellipse  pouvant  se  réduire  à  une 
circonférence  de  cercle.  Le  plan  invariable^  auquel  le  plan  de  l'ellijise 
reste  constamment  parallèle,  est  d'ailleurs  représenté  par  l'équation 

(18)  —  sin(/jt.  —  v)-h  ^sui(v  —  >.)  +  -sin(?.  —  fji)  =r  o. 

H  ne 

Ajoutons  que  l'aire  décrite,  au  bout  |du  temps /,  par  le  rayon  vecteur 
de  l'ellipse  est  représentée  par  le  produit 

s  -!- 

(,9)   -l^e^KK(,_g-2s^)|-|yic2sin2(jUL  — v)-hc*a*sinMv— X)4-a*b-^sin2(X  — /jl)]*. 
4S 

Enfin,  dans  le  cas  particulier  où  S  s'évanouit,  chacune  de  ces  aires 
croît  proportionnellement  au  temps,  puisqu'on  a  dans  ce  cas 

I  —  e-2*^' 
—  t. 

Si,  en  nommant 

«,     b,    c 

les  cosinus  des  angles  formés  par  un  axe  fixe  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  on  nomme 


le  déplacement  d'une  molécule  mesuré  parallèlement  à  l'axe  fixe,  on 
aura 

(20)  a  =aç  H- 60  +  cÇ; 

et,  en  posant  pour  abréger 

aacosX-t-  6l)cos/jL-t-cccosv=:  licosm,      aasiriX+6bsin]jL-i-ccsinv  =  A  sincr, 

on  tirera,  des  formules  (i5), 

(21)  .  «=:  he*^"-^'cos(kv  — S^ -1- ht). 
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Dans  cette  dernière  équation,  ainsi  que  dans  les  équations  (i5), 

V,     R 

sont  déterminés  par  les  formules  (i4)»  et  leurs  valeurs  numériques 
expriment  les  distances  du  point  (^,y,  z)  à  un  second  et  à  un  troisième 
plan  invariable,  représentés  par  les  équations 

(22)  u^ -+- V  r -h  w;:  =  o,  (28)  U-a?  +  Vy  +  Ws  =  o, 

distincts  par  conséquent  du  premier  plan  invariable  auquel  apparte- 
nait l'équation  (18).  D'ailleurs  le  produit 

représentera  la  demi-amplitude  des  vibrations  moléculaires,  mesurée 
parallèlement  à  l'axe  fixe  que  l'on  considère,  tandis  que  l'arc 

kt  —  S^  H-  GJ 

représentera  h  phase  du  mouvement  simple  projeté  sur  cet  axe,  et 

\e paramètre  angulaire  relatif  à  ce  même  axe.  Ajoutons  que  l'exponen- 
tielle népérienne 

gKK  — S< 

sera  le  module  du  mouvement  simple,  et  que  l'arc 

kv  —  s^  \t 

en  sera  Vargument. 

Il  est  bon  d'observer  qu'en  vertu  des  formules  (i5)  et  (-io),  toutes 
les  molécules  situées  sur  une  parallèle  à  la  droite  d'intersection  du 
second  et  du  troisième  plan  invariable  se  trouveront  toujours,  au 
même  instant,  déplacées  de  la  même  manière. 

La  valeur  du  déplacement  «,  déterminée  par  la  formule  (21),  s'éva- 
nouit lorsqu'on  a 

(24)  cos(kv  —  s^  +  m)=:o; 
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par  conséquent  elle  s'évanouit,  lorsque  i  demeure  constant,  pour  des 
valeurs  équidistantes  de  t  qui  forment  une  progression  arithmétique 
dont  la  raison  est 

7t 
k' 

et  lorsque  -o  demeure  constant,  pour  des  valeurs  équidistantes  de  /,  qui 
forment  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est 


D'ailleurs,  le  c(>sin\is  de  la  phase 

kv  —  ^l  -\-w 

reprendra  la  même  valeur  numérique  avec  le  même  signe,  ou  avec  un 
signe  contraire,  suivant  qu'on  fera  varier  la  distance  x  d'un  multiple 

pair  ou  impair  de  r'  ou  bien  encore  le  temps  t  d'un  multiple  pair  ou 
impair  de  -•  Cela  posé,  si  l'on  prend 


(25)  I  =  nr'  (26)  T=— , 

k  s 

on  conclura  de  la  formule  (21)  ou  (24)  que,  dans  un  mouvement 
simple,  le  déplacement  d'une  molécule  mesuré  parallèlement  à  un 
axe  fixe,  s'évanouit  :  i"  à  un  instant  donné,  pour  toutes  les  molécules 
situées  dans  des  plans,  parallèles  au  second  plan  invariable,  qui  di- 
visent le  système  en  tranches  dont  l'épaisseur  est-I  ;  2°  pour  une  mo- 
lécule donnée,  à  des  instants  séparés  les  uns  des  autres  par  des  inter- 
valles de  temps  égaux  k-T.  Ces  tranches  et  ces  intervalles  seront  de 

première  espèce  ou  de  seconde  espèce,  suivant  qu'ils  répondront  à  des 
valeurs  positives  ou  négatives  de 

cos(kv  —  s^  H-  nr) 
et  du  déplacements.  Enfin,  deux  tranches  consécutives  composentune 

OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.   \I.  4 
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onde  plane,  dont  l'épaisseur  1  sera  ce  qu'on  nomme  la  longueur  d'une 
ondulation,  et  deux  intervalles  de  temps  consécutifs,  pendant  lesquelles 
l'extrémité  de  l'arc 

kl  —  s/  -+-  C7 

parcourra  la  circonférence  entière,  composeront  la  durée  T  d' une  vibra- 
lion  moléculaire.  Quant  aux  plans  qui  termineront  les  différentes 
tranches  et  ondes,  ils  répondront  évidemment,  pour  une  valeur 
donnée  du  temps  t,  aux  diverses  valeurs  de  t  qui  vérifieront  la  for- 
mule {'2.\). 

Si  l'on  fait  croître,  dans  la  formule  (24),  t  de  A/  et  x  de  At,  cette  for- 
mule continuera  de  subsister,  pourvu  qu'on  suppose 


par  conséquent 


la  valeur  de  O  étant 


k  At  —  s  A^  =10, 


A^ 


(27)  a  =  -  =  -- 

\   j)  "       k        T 

Il  suit  de  cette  observation  que,  le  temps  venant  à  croître,  les  ondes 
planes,  comme  les  plans  qui  les  terminent,  se  déplaceront,  dans  le  sys- 
tème de  molécules  donné,  avec  une  vitesse  de  propagation  dont  la 
valeur  12  sera  celle  que  fournit  la  formule  (27). 

Considérons  maintenant  en  particulier  le  module  du   mouvement 
simple,  ou  l'exponentielle  népérienne 

gKR  — S/ 

qui  entre  comme  facteur  dans  l'amplitude  relative  à  chaque  axe.  On  ne 
pourra  pas  supposer  que  le  logarithme  népérien  de  ce  module,  c'est- 
à-dire  l'exposant 

KK  —  S/, 

croisse  indéfiniment  avec  le  temps,  puisqu'il  s'agit  de  mouvements 
infiniment  petits;  et  par  conséquent  le  coefficient  S  dans  cet  exposant 
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devra  être  nul  ou  positif.  Dans  le  premier  cas  l'amplitude  des  vibra- 
tions demeurera  constante,  et  le  mouvement  simple  sera  durable  ou 
persistant.  Dans  le  second  cas,  au  contraire,  cette  amplitude  décroîtra 
indéfiniment,  et  pour  des  valeurs  croissantes  de  /,  le  mouvement 
s'éteindra  de  plus  en  plus. 

Quant  au  coefficient  K,  par  lequel  se  trouve  multipliée,  dans  le  lo- 
garithme népérien  du  module,  la  distance  R  d'une  molécule' au  troi- 
sième plan  invariable,  il  pourra  lui-même  se  réduire  à  zéro  ;  et,  s'il 
n'est  pas  nul,  on  pourra  le  supposer  négatif,  pourvu  qu'on  choisisse 
convenablement  le  sens  suivant  lequel  se  compteront  les  valeurs 
positives  de  R.  Alors,  pour  des  valeurs  positives  et  croissantes  de  R, 
on  verra  encore  le  module  du  mouvement  simple  décroître  indé- 
finiment; ce  qui  montre  que,  pour  un  instant  donné,  le  mouvement 
deviendra  de  plus  en  plus  insensible,  à  mesure  (ju'on  s'éloignera 
davantage  dans  un  certain  sens  du  troisième  plan  invariable. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  aurait  à  la  fois 

K  =  o,         8  =  0, 
les  formules  (i5)  et  (21)  se  réduiraient  à 

(28)  ç  =  a  cos(kv  — s^H-À),  -/j^b  cos(kt— s^-H/jt.),  Ç=:ccos(kv  — s^  +  v), 
(2g)  «  =  I)  cos(kt  —  s^  +  m). 

Alors  toutes  les  molécules  décriraient  évidemment  des  courbes  pa- 
reilles les  unes  aux  antres.  Alors  aussi  la  seconde  des  équations  (17) 
se  réduirait  à  la  formule  connue 

(3o)  ('^y_2^icos(/z-v)+('iyz=sin^(»-v). 


NOTE  SUK  LES  SOMMES  FORMÉES 


L'ADDiTIO^^  DE  FONCTIONS  SEMBLABLES 

DES 

COORDONNÉES  DE   DIFFÉRENTS  POINTS. 


Considérons  différents  points  P,  Q,  R,  ...  situés  dans  un  plan  ou 
dans  l'espace.  Soient  a?,  j  ou  'T,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires 
du  point  P, 

(r)  K  =  F{^,r) 

OU 

(2)  K=F(^,  V,  c), 

une  fonction  de  ces  coordonnées  ;  et  désignons  par 

(3)  ^  ^=8*^ 

la  somme  formée  par  l'addition  de  fonctions  semblables  des  coor- 
données des  différents  points.  Si  l'on  remplace  les  coordonnées  rec- 
tangulaires /r,  r,  z  par  des  coordonnées  polaires  /•,/?,  q,  dont  la  pre- 
mière soit  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  0  au  point  P,  la  seconde 
l'angle  formé  par  ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  ,t,  et  la  troisième 
l'angle  formé  par  le  plan  des  .vy  avec  celui  qui  renferme  le  même 
rayon  vecteur  et  l'axe  des  r  ;  on  aura,  en  supposant  tous  les  points 
compris  dans  le  plan  des  x,  y, 

(4)  a;  ^z  rcosp,         y  =:  rs\np; 
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par  conséquent 

(5)  K  =  F(/-cos/?,  rsin/?), 
et,  dans  le  cas  contraire, 

(6)  ;r=:rcos/>,         y  =  rsinp  cosq,         5  = /siriyo  singr; 
par  conséquent 

(7)  K  =  F(rcos/>,  rsinpcosq,  r  sinps\nq). 

Concevons  maintenant  que  l'on  déplace  les  axes  cordonnés,  en  les 
faisant  tourner  autour  de  l'origine.  Ce  déplacement  chang-era  généra- 
lement la  valeur  de  K  et  par  suite  celle  de  la  somme  ^ac.  Si  d'ailleurs, 
comme  nous  le  supposerons  dans  ce  qui  va  suivre,  K  est  une  fonction 
continue  des  coordonnées  a^,  y,  ou  ^,  r,  s,  cette  fonction  variera  par 
degrés  insensibles,  tandis  qu'on  imprimera  au  système  des  axes  coor- 
donnés un  mouvement  de  rotation  continu;  d'où  il  résulte  qu'en  passant 
d'une  valeur  à  une  autre,  ^K  recevra  successivement  toutes  les  valeurs 
intermédiaires.  Cela  posé,  concevons  qu'en  vertu  de  plusieurs  dépla- 
cements successifs  des  axes  coordonnés  la  somme  (3)  acquière  suc- 
cessivement diverses  valeurs  représentées  par 

(8)  »C'=Ck',         £K"=^K", 

et  soient 

^,    i\    ... 

des  facteurs  positifs  quelconques.  L'expression 

^^'  i'-hi"^...        ~  i'^i"  +  ... 

qui  sera  toujours  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
des  sommes  îK',  m:",  ...,  représentera  nécessairement  une  nouvelle 
valeur  particulière  de  ;k,  correspondant  à  une  position  particulière 
des  axes  coordonnés  pour  lesquellt!s  on  aura 

(lO)  cK   =  -— ^^ :=   77—7- 
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Or,  de  la  formule  (lo)  on  peut  en  déduire  plusieurs  autres,  qui  nous 
seront  fort  utiles,  en  suivant  la  marche  que  nous  allons  indiquer. 

Supposons  d'abord  tous  les  points  P,  Q,  R,  . . .  renfermés  dans  le 
plan  des  x,  y.  La  valeur  de  K  sera  donnée  par  la  formule  (5),  et  si  l'on 
imprime  à  l'axe  des  œ  un  mouvement  de  rotation  rétrograde  en  le  fai- 
sant tourner  autour  de  l'origine,  de  manière  qu'il  décrive  l'angle  ci, 
la  formule  (5)  se  trouvera  remplacé  par  la  suivante  : 

(i  i)  K=:F[/-cos(/>  +  cj),  rs\u{p  H-nr)]. 

Si  dans  cette  dernière  on  attribue  successivement  à  o  diverses  valeurs 
gt',  cï",  elles  fourniront  pour  K  diverses  valeurs  K',  K",  ...  auxquelles 
correspondront  diverses  valeurs  m.',  ^"  de  la  somme  ot.  Cela  posé, 
concevons  que  du  point  G  comme  centre,  avec  l'unité  pour  rayon,  l'on 
décrive  une  circonférence  de  cercle,  et  partageons  cette  circonférence 
en  éléments  infiniment  petits.  Si  l'on  admet  :  i"  que  les  extrémités  des 
arcs  ct',  ci"  soient  respectivement  situées  sur  ces  divers  éléments; 
2°  que  dans  la  formule  (lo)  on  prenne,  pour  valeurs  de  i',  i",  .. .,  les 
éléments  dont  il  s'agit,  on  aura 

(  I  2  )  f '  +  f"  +  .  .  .  =  2  71 

et 


(.3) 


<•' K' -4- /"K" -+-...=      f'F[/-cos(/^-+-c7'),  /-sinl/?  4-c7')] 
4-  i" F  [ /■  cos (/)  H-  ta"  ).  /•  si n  (  p  +  m" )] 


-h. .  .=r  /       F[/-cos(/?  +  gt),  /•sin(/>  +  nr)]  dxs, 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

^.2  7Î  „  2  71 

(i4)  f'K'+/"K"4-...=:  /      F{rcosp,  ,  s\np)dp=  I       Kc/p, 

•   0  «^(l 

la  valeur  de  K  étant  déterminée  par  la  formule  (5).  On  trouvera  par 
suite 

^       F(rcos/>,  /•siii/?)rt'/?=  V  /       }kdp. 
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et  la  formule  (lo)  donnera 

Donc,  parmi  les  diverses  valeurs  de  la  somme  fK  relatives  aux  diverses 
positions  des  axes  coordonnés,  il  y  en  aura  toujours  une  équivalente 
à  l'intégrale 

(17)  ^S/     ^"^^'""^S/     l'(''<^os/>,  rsin^)^/>. 

Or,  il  est  important  d'observer  que  cette  intégrale  dépend  uniquement 
des  valeurs  du  rayon  vecteur  /•  relatives  aux  différents  points  P,  Q, 
R,  . . . ,  et  reste  entièrement  indépendante  des  valeurs  de  l'angle  p  rela- 
tives à  ces  mêmes  points. 

Supposons  maintenant  les  points  P,  Q,  R,  ...  distribués  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace,  ...;  si  l'on  imprime  au  plan  des  yz 
un  mouvement  de  rotation  rétrograde  autour  de  l'origine,  de  manière 
que  l'axe  des  y  et  le  plan  des  xy  décrivent  l'angle  i»,  la  formule  (7) 
se  trouvera  remplacée  par  la  suivante  : 

(18)  K=:  F[rcos/?,  rsin/>cos(7-t-  u),  r  s'in ps\i\{q  +  u)]; 

et,  en  attribuant  à  u,  dans  cette  dernière,  diverses  valeurs  particu- 
lières 

on  obtiendra  des  valeurs  correspondantes  K',  K",  ...  de  la  fonction  K, 
puis  on  en  déduira  autant  de  valeurs  cK',  X",  ...  de  la  somme  »C.  Gela 
posé,  concevons  que  dans  le  plan  des  y,  :;  on  décrive,  du  point 0  comme 
centre  et  avec  l'unité  pour  rayon,  une  circonférence  de  cerclç,  et  par- 
tageons cette  circonférence  en  éléments  infiniment  petits.  Si  l'on 
admet  :  i*'  que  les  extrémités  des  arcs  u',  'j  ",  . . .  mesurés  dans  le  plan 
des/,  5,  soient  situés  en  dehors  de  ces  divers  éléments;  2"  que  dans 
la  formule  (10)  on  prenne  pour  valeurs  de  i' ,  i" ,  ...  les  éléments  dont 
il  s'agit,  l'équation  (12)  subsistera  en  même  temps  que  la  suivante  : 

(19)  «'K'-hTR"^.  .  .=  /       F[/-cosyo,/-siii/^cos(^  +  u),  /•sinyjsin((7  +  u)]^u, 
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et  l'on  aura  par  suite 

F {r  coup,  rs\np  COS7,  r  s'inp  siii<7)  dq, 

0 

\  <'cK'-i- f"iK"-t-. .  .  r=  V  /       F{rcosp,rsinpcosq,rsinps\nq)df/ 
(  2 1  )     I  \ 

la  valeur  de  K  étant  déterminée  par  l'équation  (7).  En  conséquence 
la  formule  (10)  donnera 


{'21)  c-X" 


-m:^'"- 


Donc,  parmi  les  diverses  valeurs  de  la  somme  ac  relatives  aux  diverses 
positions  des  axes  des  j  et  des  s,  il  y  en  aura  toujours  une  équivalente 
à  l'intégrale 


(2'^)    —  J^J       '^^'^^stîS/      f'('"cos/>, /•sin/?cos^,/-sin/>sin<7; 


dq. 


Or  il  est  important  d'observer  que  cette  intégrale  dépend  uniquement 
des  valeurs  de  r  et  de p  relatives  aux  différents  points  P,  Q,  R,  . . . ,  et 
nullement  des  valeurs  de  l'angle  q  relatives  à  ces  mêmes  poin.ts.  Ajou- 
tons qu'en  vertu  de  la  formule 

/       F(rcos/?,  rs'inp  cos</,  rslnp  s'mq)  dq 
"  Il 

/•" 
=       I       i' {r  co?,p,  r  )i'\np  cosq,  r  s\np  s'mq)  dq 

■+■  1       V{rcosp,  rsinp  cosq,  /sin/?  sine/)  «f^ 
=       /       F(/-cos/?, /•  sin/?  cos^,  /•  siii/y  sin^)  <:/^ 

-+-  I     V{rcosp,  —  /■  sin/j  cos^,  —  /■  sinp  sin^)  dq 

-.11 

=:       /     F(/'cos/>,  /■cos^v'^i  —  cos^/>,  rsin^y/i  —  cos-p)dq 

J  0 

^•■^  

-+-  I      F(/'C0S/>,  — /cosry^/i  —  cos^p,  — r  s'in  q  s/ 1  —  cos'^  p)  dq , 
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l'intégrale  (!23)  sera  une  fonction  des  seules  quantités  r  et  cosp. 
Concevons  maintenant  qu'on  pose  pour  abréger 

(24)  1= —  /       F(rcos/>,  /'sinp  COS7,  r  sinp  sin^)  c^7  = —  /      l^dq. 
L'équation  (22)  deviendra 

(25)  »t=.^I, 

et  I,  qui  sera  une  fonction  de  /-et  de  p,  changera  de  valeur  avec  l'angle/?, 
quand  on  déplacera  l'axe  des  x,  en  le  faisant  tourner  autour  du 
point  G.  Si  d'ailleurs  on  désigne  par  F,  T,  ...  et  par  ?>c',  m",  ...  les 
valeurs  de  1  et  de  ^  correspondantes  à  diverses  positions  de  l'axe 
des  X,  on  aura 

(26)  ^>t'=|§r,       m:"=r|^i",       ...; 

et  en  nommant 

/■'     /■" 

des  facteurs  positifs  quelconques,  on  prouvera,  par  des  raisonnements 
semblables  à  ceux  qui  ont  servi  à  démontrer  la  formule  (10),  qu'il 
existe  une  valeur  particulière  de  ^  déterminée  par  l'équation 

Gela  posé,  admettons  que  du  point  0  comme  centre,  avec  l'unité  pour 
rayon,  l'on  décrive  une  surface  sphérique,  puis  qu'après  avoir  divisé 
cette  surface  sphérique  en  éléments  infiniment  petits,  on  prenne,  dans 
la  formule  (27),  pour  valeurs  de  /  et  y",  ...  les  éléments  dont  il 
s'agit,  et  pour  valeurs  de  F,  \",  . . .  c  elles  qu'on  obtient,  lorsque  dans  I, 
considéré  comme  fonction  de  cos /),  on  substitue  les  valeurs  de/?, 
correspondant  au  cas  où  l'axe  des  x  traverse  ces  mêmes  éléments. 
On  aura  non  seulement 

(28)  /'+/"  +  ...    ^4;,^ 

OEuvres  deC—  S.\\,t.\\.  5 
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mais  encore  . 

(29)  /r -h /■']"-}-...=  /      /       l^xnpdp  dq  z=: -iT.  \     ls\npdp, 

et  par  suite  l'équation  (27)  donnera 

fit 
Is'inpdp. 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  substitue  la  valeur  de  I  fournie  par 
l'équation  (24),  on  trouvera  définitivement 

/       /       Ksmpdpdq; 

la  valeur  de  K  étant  toujours  déterminée  par  l'équation  (7).  Donc, 
parmi  les  diverses  valeurs  de  la  somme  di.  correspondant  aux  diverses 
positions  des  axes  coordonnés,  il  y  en  aura  toujours  une  équivalente  à 
l'intéarrale 


/       /       \i^<,\npdpdq 
=:  ^  C  /      /       ¥{rcoip,rs\npcosq,rs\npsmq)^\npdpdq. 


(3?.) 


qui  dépend  uniquement  des  valeurs  de  /•  relatives  aux  différents  points 
et  nullement  des  angles  jo,  q. 

Si  l'on  désignait  par  a,  fl,  7  les  angles  que  forme  la  droite  ÔP  avec 
les  axes  coordonnés  des  x,  y,  z,  ou  plutôt  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  on  aurait,  en  supposant  cette  droite  renfermée 
dans  le  plan  des  xy, 

(33)  cosa=:cos/?,         cos;3  =  sin/?, 
et  dans  la  supposition  co  ntraire 

(34)  cosa  =  cos/>,         cos|3  =  sinf:»cos^,         cosy  =  sin/^  sin^. 
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Par  suite,  les  formules  (5),  (7)  deviendraient 

(35)  K  =V{rcosy.,  rcoi'^), 

(36)  K  =  F(/-cosa,  r  cos;3,  rcosy). 

Si  les  diverses  valeurs  de  r  se  réduisent  à  l'unité,  les  formules  (35), 

(36)  donneront  simplement 

(37)  K  =  F(cosa,  cos(3), 

(38)  K  =  F(cosa,  cos[3.  cosy). 

Cela  posé,  on  déduira  immédiatement  des  formules  (16),  (22)  et  (3i), 
les  propositions  suivantes  : 

Premier  théorème.  —  Considérons  un  système  de  droites  OP,  OQ, 
OR,  . .  . ,  menées  par  le  point  0  dans  un  même  plan.  Prenons  le  point  0 
pour  origine,  deux  axes  tracés  dans  le  plan  pour  axes  des  x  et  j,  et 
nommons  p  V  angle  que  forme  la  droite  OP  avec  l'axe  des  x.  Soient  encore 
ly.,  ^  les  angles  formés  par  la  même  droite  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives .1  par  conséquent  des  angles  liés  avec  la  variable  p  par 
les  formules  (  ^3);.  K  une  fonction  continue  des  cosinus  de  ces  angles, 
et 

une  somme  de  fonctions  semblables,  relatives  aux  différentes  droites. 
Tandis  qu'on  fera  tourner  les  axes  des  x,  y  autour  de  l'origine  0,  la 
somme  c)t  recevra  diverses  valeurs  dont  l'une  sera  indépendante  de  p  et 
déterminée  par  l' équation 

(,6)  -X^^^ff^^d,,. 

Deuxième  théorème.  —  Concevons  que,  par  un  point  0  commun  à  plu- 
sieurs droites  0? ,  OQ,  OR,  ...,  on  mène  arbitrairement  trois  axes  rec- 
tangulaires des  X,  V,  z.  Soient  p  l'angle  formé  par  la  droite  OP  avec 
l'axe  des  x,  et  q  l' angle  formé  par  le  plan  qui  renferme  la  droite  OP  et 
l' axe  des  X  avec  le  plan  des  xy.  Soient  encore  a,  |i,  y  les  angles  formés 
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par  la  droite  OP  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives^  par  consé- 
quent des  angles  liés  aux  coordonnées  positives  p,  q  par  les  formules  (3 1{)  ; 
K  une  fonction  continue  des  cosinus  de  ces  angles,  et 


m' 


=  %- 


une  somme  de  fonctions  semblables ^  relatives  aux  différentes  droites. 
Tandis  qu'on  fera  tourner  les  axes  des  x,y,  z  autour  de  l'origine  0,  la 
somme  ïK  recevra  diverses  valeurs  dont  l'une  sera  indépendante  des 
î^ariables  p,  q  et  déterminée  par  l'équation 

(3i)  'çK=ij—^ll       Kslnpdpdq. 

Troisième  théorème.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème précédent^  si  l'on  fait  tourner  les  axes  des  y  et  z  autour  de  F  axe 
des  .r,  la  somme  "ùl  recevra  successivement  diverses  valeurs  dont  l'une  sera 
déterminée  par  la  formule 

et  indépendante  des  valeurs  de  q  relatives  aux  différentes  droites. 

Pour  montrer  une  application  des  théorèmes  qui  précèdent,  conce- 
vons qu'à  partir  de  l'origine  0  l'on  porte  une  longueur  k  sur  une 
droite  OA  tracée  de  manière  à  former  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
nées positives  des  angles  dont  les  cosinus  soient  a,  b,  c.  Si  l'on  dé- 
signe par  w,  V,  (V  les  projections  algébriques  de  la  longueur  k  silr  les 
axes  des  x,  y,  z,  et  par  ù  l'angle  compris  entre  les  droites  OA,  OP,  on 
aura 

(39)  k—iu^+v^+w^y, 

(/40)  ii^=:ka,         i'^=kb,         i\'=Ac, 

(40  cosâ  =  rt  cosa -h  6  C036  +  c  cosy  ; 

et  la  quantité 

(42)  k  cosô  =  //  posa  -f-  ('  cosê  -+-  ivcosy 
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représentera  la  projection  de  la  longueur  k  sur  la  droite  jûP.  Or,  en 
supposant  K  fonction  de  cette  même  projection,  c'est-à-dire  en 
prenant 

(43)  K  z=  F(A-cosô)  =  F(m  cosa  -+-  v  cosê  +  w^cosy), 

et  en  réduisant  w  et  cosy  à  zéro  lorsque  les  droites  OA,  OP,  OQ, 
OR,  . . .  seront  situées  dans  le  plan  des  xy,  on  tirera  de  la  for- 
mule (i6)  jointe  aux  équations  (33),  ou  des  formules  (22),  (3i) 
jointes  aux  équations  (34), 

(44)  cH' =  —  v/      F(«  cosa -f- t»  cosê)  0?/?^=: — Vi      F(«<  cos/>  +  r  sin/^)  <i/? 

et 

(45)  ;X= — v/       F(m  cosa -h  ^' cosê  +  wcos-/)<^^ 

/       F(m  cos/j  4-  V  sin/7  cos^  -h  w  sin/?  siii^)  dq^ 

-'0 

I  0  r''  r''' 

(46)  9t  = -; — V/      /       F(«  cosa  4- t' cosê -t- (vcosy)  sin/)  d/?  (i^ 

=  ^ — Vi      /       F(m  cos^ -+- p  sin/?cos^  4- MP^sin/)  sin^)  sin/?  dp  âf^. 

Si  maintenant  on  applique  à  la  détermination  de  ces  trois  valeurs 
de  ^  des  théorèmes  connus  dont  l'un  a  été  démontré  par  M.  Poisson 
{voir  la  4*^  livr.  des  Exercices  de  Mathématiques^^  on  trouvera  :  i'^  en 
supposant  les  droites  OA,  OP,  OQ,  OR,  . . .  toutes  situées  dans  le  plan 
des  xyy 

(47)  ^  =  iSf     F(^cos/>)d/.=:i^y   F(Â:cos/>)d/.; 

2°  dans  la  supposition  contraire, 

(48)  ^  = — v/      F[«  cos/> -h  (i'--f- nt^^)^  sin/>cosy]  c?^ 


=  -    v/       F[«  cos/^ -h  (A'^ — «')^  sin/>  cos^] 


dq 
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et 

(49)     "^—-rz]      /       ^\kzç>^p)%mpdpdq—-^[Y{kz(i%p)impdp. 

Le  cas  où  la  somme  m:  reste  invariable,  tandis  qu'on  fait  tourner  les 
axes  coordonnés  autour  de  l'origine,  ou  même  seulement  autcmr  de 
l'axe  des  x,  mérite  une  attention  spéciale.  Alors,  en  effet,  chacune 
des  formules  (i6),  (22),  (3i),  (47),  (48),  (49),  fournit  non  plus  une 
valeur  particulière,  mais  la  valeur  générale  de  la  somme 

En  conséquence,  on  peut  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

QuATRHlME  THÉORÈME.  —  Concevojis  que,  dans  un  plan  donné,  et  par 
un  point  0  commun  à  plusieurs  droites  OP,  OQ,  OR,  on  mène  une  nou- 
velle droite  OA  ;  soient  k  une  longueur  portée  sur  cette  nouvelle  droite, 
0  l'angle  compris  entre  les  droites  OP,  OA,  et  par  conséquent  /icoso,  la 
projection  de  la  longueur  k  sur  la  droite  OP.  Soient  encore 

Kr^  F(A-cosâ) 
une  fonction  continue  de  la  projection  dont  il  s'agit,  et 

une  somme  de  fonctions  semblables  relatives  aux  différentes  droites  OP, 

OQ,  OR, Si  la  somme  ac  demeure  constante ,  tandis  qu'on  fait  tourner 

la  droite  OX  autour  de  l'origine  0,  cette  somme  sera  indépendante  des 
valeurs  de  0  relatives  aux  différentes  droites  OP,  OQ,  OR,  ...  e/  l'on  aura 
en  vertu  de  l'équation  (47) 

(ôo)  eK  =  ^  Q  r   F(A-  co^^)dà  —  ^  f   'X  dd. 

Cinquième  théorème.  —  Concevons  que,  par  un  point  0  commun  à  plu- 
sieurs droites  OP,  OQ,  OR,  ...,  on  mène  arbitrairement  trois  axes  rectan- 
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gulaires  des  r,  y,  ;,  et  une  nouvelle  droite  OA  siœ  laquelle  on  mesure  une 
certaine  longueur  k  dont  les  projections  algébriques  et  orthogonales  soient 
respectivement  dèsigi\èes  par 

Enfin  soient 

a:=:p^     ê,      y,      ô 

les  angles  formés  par  la  droite  OP  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  posi- 
tives, et  avec  la  droite  OA  ;  q  l'angle  formé  par  le  plan  qui  renferme  la 
droite  OP  et  l'axe  des  r  avec  le  plan  des  xy;  K  =  F  (coso)  une  fonc- 
tion continue  de  la  projection  k  coso  de  la  longueur  k  sur  la  droite  OP, 

e^  ^'  =  X  K  une  somme  de  fonctions  semblables  relatives  aux  droites  OP 

OQ,  OR, Si  la  somme  ïX  demeure  constante  tandis  qu'on  fait  tourner 

les  axes  des  y  et  z  avec  la  droite  OA,  autour  de  l'axe  des  x,  cette  somme 
sera  indépendante  des  valeurs  particulières  de  q  relatives  aux  droites  OP, 
OQ,  OR,  . . .  et  l'on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (4^)? 

(5i)  fX  =^  -  V  /     ¥[u  cosp  ■+■  {k^ — u'^y  sinp  cosq]d(/. 

SixiÈ.MK  THÉORÈxME.  —  Lcs  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème précédent,  si  la  somme  JC  demeure  constante  tandis  que  l'on  fait 
tourner  (C une  manière  quelconque  les  axes  des  x,  y,  z  avec  la  droite  OA 
autour  de  ï origine  0,  cette  somme  sera  indépendante  des  diverses  valeurs 
de  p,  q,  relatives  aux  droites  OP,  OQ,  OR,  . . .  et  l'on  aura,  en  vertu  de 
la  formule  (49)? 

F(  A  cosô)  sinô  dà. 

Nota.  —  Dans  plusieurs  des  formules  qui  précèdent,  comme  dans 
le  Mémoire  lithographie  sous  la  date  d'août  i836  ('),  on  a  indiffé- 
remment phicé  le  signe  ^  avant  ou  après  le  signe  /  .  A  la  vérité  la 
seconde  disposition  permet  d'offrir  certaines  équations  sous  une  forme 

(1)  OEuvres  de  C,  S.  It,  T.  \V. 
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plus  simple,  comme  on  le  voit  dans  la  formule  (5o);  mais  il  est  plus 
exact  d'écrire  le  signe  v  le  premier,  comme  on  l'a  fait  dans  les  for- 
mules (5i),  (52).  Ajoutons  que  si,  au  lieu  de  réduire  les  formules  (35), 
(36)  aux  formules  (37),  (38),  en  supposant  r=  i,  on  laisse  varier  r, 
on  obtiendra,  au  lieu  des  théorèmes  ci-dessus  énoncés,  d'autres  théo- 
rèmes analogues.  Ainsi  en  particulier  le  sixième  théorème  pourra 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

Sixième  tiiéorèmk.  —  Concei'ons  qu'à  partir  du  point  0  commun  à  un 
certain  ave  OA,  et  à  plusieurs  droites  OP,  OQ,  OR, . . .  on  porte  sur  ces 

droites  des  longueurs  r,  r\  r", Soient  d'ailleurs  0  l'angle  formé  par 

la  droite  OP  avec  l'axe  OA,  k  une  longueur  portée  sur  cet  axe^ 

K  =  F(A-/-cosô) 
une  jonction  continue  du  produit  krcoso,  et 


ù{.= 


-S-^ 


une  somme  de  fonctions  semblables  relatives  aux  droites  OP,  OQ,  OR,  .... 
Si  la  somme  3Z  demeure  constante,  tandis  que  l'on  fait  tourner  d'une 
manière  quelconque  l'axe  OA  autour  du  point  0,  l'on  aura 


S'i)  X— i  |C  r   F(ATcosa)sinôrfô. 


NOTE  SUR  LA  THANSFOUMATION 


DES 


COORDONNÉES  RECTANGULAIliES 


EN 


COORDONNÉES    POLAIRES 


La  transformation  des  coordonnées  rectangulaires  en  coordonnées 
polaires  est  particulièrement  utile,  lorsque  l'on  se  propose  d'évaluer 
l'attraction  exercée  par  un  sphéroïde  sur  un  point  matériel.  Or  il  se 
trouve  que  les  formules  auxquelles  on  est  conduit  par  cette  transfor- 
mation dans  le  problème  dont  il  s'agil,  et  dans  un  grand  nombre  de 
questions  de  Physique  mathématique,  peuvent  être  simplifiées  à  l'aide 
d'un  artifice  de  calcul  que  je  vais  indicpier. 

Soient 

les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  matériel  ; 

ses  coordonnées  polaires  liées  aux  premières  par  les  équations 
(i)  ^-^/•cosf,         r  =  r  sin/>  cos^,         5  =  r  sin/?  siu*/; 

K  une  fonction  quelconque  des  coordonnées  a?,/,  :;;  et 

^       d^K       ô'-\s.       d'-K 
ox-        oy^        oz^ 

Si  l'on   transforme   les  coordonnées   rectangulaires  en  coordonnées 

OEnvre^  Je  6'.  —  S.  II.  t.  XI.  6 
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polaires,  à  l'aide  des  équations  (i),  alors  en  posant 
(^)  cos/?^o, 

on  obtiendra  la  formule  connue 


(4) 


/'      âr 

Mais  si  Ton  pose 

(5) 

et  par  conséquent 

(6) 


^_  j^  (r-{rK)    ,     I   '       I        Ô^K 


r-  \  I  —  o^    ôq^ 


tang^  =e'^ 


^■=  loglang-^, 


alors,  au  lieu  de  l'équation  (4),  on  obtiendra  la  suivante 


(7) 


^^;^âHrK) 


2  /•         /     \  Or/-  d^'' 


r      âr'- 
qu'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit  : 


NOTE  SUH  L'INTEGRATION 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 


DKS 


MOUVEMENTS    PLANÉTAIRES. 


Théorème  fondamental. 

Dans  un  Mémoire  publié  à  Turin  en  i83i  ('),  reproduit  depuis  dans 
une  traduction  italienne,  et  qui,  comme  l'indique  son  titre,  a  spécia- 
lement pour  objet  la  Mécani([ue  céleste  et  un  nouveau  calcul  applicable 
à  un  grand  nombre  de  questions  diverses,  j'ai  donné  des  formules  à 
l'aide  desquelles  on  peut  déterminer  directement  chacun  des  coeffi- 
cients numériques  relatifs  aux  perturbations  des  mouvements  plané- 
taires, et  simplifier  des  calculs  qui  exigent  quelquefois  des  astronomes 
plusieurs  années  de  travail.  Pour  établir  les  formules  dont  il  s'agit,  et 
d'autres  formules  analogues  renfermées  dans  le  Mémoire  ci-dessus 
mentionné,  il  suffisait  d'appliquer  au  développement  de  la  fonction, 
désignée  par  R  dans  la  Mécanique  céleste,  des  théorèmes  bien  connus 
tels  que  le  théorème  de  Taylor  et  le  théorème  deLagrange  sur  le  déve- 
loppement des  fonctions  des  racines  d'équations  algébriques  ou  trans- 
cendantes. Mais  il  était  nécessaire  de  recourir  à  d'autres  principes  et 
à  de  nouvelles  méthodes  pour  obtenir  des  résultats  plus  importants, 
que  je  vais  rappeler  en  peu  de  mots. 

En  joignant  à  la  série  de  Maclaurin  le  reste  qui  la  complète,  et  pré- 
sentant ce  reste  sous  la  forme  que  Lagrange  lui  a  donnée,  ou  sous 

(')  OEuvres  de  C,  S.  II,  T.  XV. 
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d'autres  formes  du  même  genre,  on  peut  s'assurer,  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  qu'une  fonction  explicite  d'une  seule  variable  a?  est 
développable,  pour  certaines  valeurs  de  ao,  en  une  série' convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  cette  variable,  et 
déterminer  la  limite  supérieure  des  modules  des  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  de  ^,  pour  lesquels  le  développement  subsiste.  De  plus, 
la  théorie  du  développement  des  fonctions  explicites  de  plusieurs 
variables  peut  être  aisément  ramenée  à  la  théorie  du  développement 
des  fonctions  explicites  d'une  seule  variable.  Mais  il  importe  d'ob- 
server que  l'application  des  règles  à  l'aide  desquelles  on  peut  décider 
si  la  série  de  Maclaurin  est  convergente  ou  divergente,  devient  sou- 
vent très  difficile,  attendu  que  dans  cette  série  le  terme  général,  ou 
proportionnel  à  la  /z'"""  puissance  de  la  variable,  renferme  la  dérivée 
de  l'ordre  n  de  la  fonction  explicite  donnée,  ou  du  moins  la  valeur  de 
cette  dérivée  qui  correspond  à  une  valeur  nulle  de  x,  et  que,  hormis 
certains  cas  particuliers,  la  dérivée  de  l'ordre  n  prend  une  forme  de 
plus  en  plus  compliquée  à  mesure  que  n  augmente. 

Quant  aux  fonctions  implicites,  on  avait  présenté,  pour  leurs  déve- 
loppements en  séries,  diverses  formules  déduites  le  plus  souvent  de 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Mais  les  démonstrations 
qu'on  avait  données  de  ces  formules  étaient  généralement  insuffi- 
santes :  i''  parce  qu'on  n'examinait  pas  d'ordinaire  si  les  séries  étaient 
convergentes  ou  divergentes,  et  qu'en  conséquence  on  ne  pouvait  dire 
le  plus  souvent  dans  quels  cas  les  formules  devaient  être  admises  ou 
rejetées;  2°  parce  qu'on  ne  s'était  point  attaché  à  démontrerque  les 
développements  obtenus  avaient  pour  sommes  les  fonctions  dévelop- 
pées, et  qu'il  peut  arriver  qu'une  série  convergente  provienne  du 
développement  d'une  fonction  sans  que  la  somme  de  la  série  soit  équi- 
valente à  la  fonction  elle-même.  Il  est  vrai  que  l'établissement  de 
règles  générales  propres  à  déterminer  dans  quels  cas  les  développe- 
ments des  fonctions  implicites  sont  convergents,  et  représentent  ces 
mêmes  fonctions,  paraissait  offrir  de  grandes  difficultés.  On  peut  en 
juger  en  lisant  attentivement  le  Mémoire  de  M.  Laplace  sur  la  couver- 
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gence  ou  la  divergence  de  la  série  que  fournit,  dans  le  mouvement 
elliptique  d'une  planète,  le  développement  du  rayon  vecteur  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  l'excentricité.  Je  pensai  donc  que  les 
astronomes  et  les  géomètres  attacheraient  quelque  prix  à  un  travail 
qui  avait  pour  but  d'établir  sur  le  développement  des  fonctions,  soit 
explicites,  soit  implicites,  des  principes  généraux  et  d'une  application 
facile,  à  l'aide  desquels  on  pût  non  seulement  démontrer  avec 
rigueur  les  formules  et  indiquer  les  conditions  de  leur  existence, 
mais  encore  fixer  les  limites  des  erreurs  que  l'on  commet  en  négligeant 
les  restes  qui  doivent  compléter  les  séries.  Parmi  ces  règles,  celles  qui 
se  rapportent  à  la  fixation  des  limites  des  erreurs  commises  présen- 
taient dans  leur  ensemble  un  nouveau  calcul  que  je  désignai  sous  le 
nom  de  calcul  des  limites.  Les  principes  de  ce  nouveau  calcul  se 
trouvent  exposés,  avec  des  applications  à  la  Mécanique  céleste,  dans 
les  Mémoires  lithographies  à  Turin,  sous  les  dates  du  i5  octobre  i83i, 
de  i832,  et  du  G  mars  i833.  L'accueil  bienveillant  que  reçurent  ces 
Mémoires,  dès  qu'ils  eurent  été  publiés,  dut  m'encourager  à  suivre  la 
route  qui  s'était  ouverte  devant  moi,  et  à  exécuter  le  dessein  que  j'avais 
annoncé  (Mémoire  du  i5  octobre  i83i)  de  faire  voir  comment  le  nou- 
veau calcul  peut  être  appliqué  aux  séries  qui  représentent  les  inté- 
grales d'un  système  d'équations  différentielles  linéaires  ou  non 
linéaires.  Tel  est  effectivement  l'objet  d'un  Mémoire  lithographie  à 
Prague  en  i835,  et  dans  Jequel  je  montre,  d'une  part,  comment  on 
peut  s'assurer  de  la  convergence  des  séries  en  question  ;  d'autre  part, 
comment  on  peut  fixer  des  limites  supérieures  aux  modules  des  restes 
qui  complètent  ces  mêmes  séries.  Toutefois,  quoique  les  résultats 
auxquels  je  suis  parvenu  dans  le  Mémoire  de  i835  paraissent  déjà 
dignes  de  remarque,  cependant  ils  ne  forment  qu'une  partie  de  ceux 
auxquels  on  se  trouve  conduit  par  la  méthode  dont  j'ai  fait  usage. 
C'est  ce  que  j'ai  observé  dans  une  lettre  adressée  à  M.  Coriolis,  le 
28  janvier  1837.  Cette  lettre,  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie,  renferme  l'énoncé  de  quelques  théorèmes 
importants  que  je  me  propose  maintenant  de  développer,  surtout  sous 
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le  rapport  de  leurs  applications  à  la  Mécanique  céleste,  à  laquelle  ils 
semblent  promettre  d'heureux  et  utiles  perfectionnements.  Je  me 
bornerai,  dans  ce  premier  article,  à  donner  l'énoncé  précis  et  la 
démonstration  d'un  théorème  fondamental  inséré  dans  la  lettre  dont  il 
s'agit  : 

Théorème.  —  x  désignant  une  variable  réelle  ou  imaginaire^  une  fonc- 
tion réelle  ou  imaginaire  de  x  sera  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  tant  que  le  module  de  x 
conservera  une  valeur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celles  pour  lesquelles 
la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d'être  finie  et  continue. 

Démonstration.  —  Soit 

une  fonction  donnée  de  la  variable  x.  Si  l'on  attribue  à  cette  variable 
une  valeur  imaginaire  x  dont  le  module  soit X  et  l'argument/?,  en  sorte 
qu'on  ait 

on  aura  identiquement 

.       ôj(J)_       I       dfÇTv) 


(0 


d\  X  J- 1       àp 


Si,  comme  nous  l'avons  supposé,  le  module  X  de  x  conserve  une 
valeur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celles  pour  lesquelles  la  fonc- 
tion /(a?)  ou  sa  dérivée/' (^r)  cesse  d'être  finie  et  continue;  alors,  la 
valeur  commune  des  deux  membres  de  la  formule  (i),  savoir 

restant  finie  et  déterminée,  on  pourra  en  dire  autant  des  fonctions 
réelles 

cp(X,/>)=       -       [eA'v^/'(Xe/'v^)  +  e-rv^/'(Xe-/'^], 
X(X. /p)  =  -^=r[e/'v'~/'(Xe/'v/~)_e-/'^~/'(Xe-/'v^)], 

2  V —  I 
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et  par  conséquent  des  intégrales  doubles 

f     f   o(\.p)dpd\=  f     f   o{\,p)d\dp, 
f    f  yA\.p)dpd\^  f    f  x{\,p)d\dp. 

Donc,  puisqu'on  aura  identiquement 

eW~/'(:^)  =  cp(X,  ^)-+-v/=Tx(X,/>), 
l'intégrale  double 

/'     Ç   ei'^'f'{x)dpd\=Ç     Ç    ei'^'f'{x)dXdp 

conservera  elle-même  une  valeur  finie  et  déterminée.  D'ailleurs,  la 
fonction /(a;)  restant,  par  hypothèse,  finie  et  continue  pour  la  valeur 
attribuée  à  X  et  pour  une  valeur  plus  petite,  on  aura  encore 

comme  on  le  conclura  sans  peine  des  principes  établis  dans  le  résumé 
des  leçons  données  à  l'École  Polytechnique  sur  le  Calcul  infinitésimal. 
Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  l'équation  (i)  entraînera  la  formule 

r"i/(-'^)-/(o)k/>=o. 

r  /ç^)dp=f  no)  dp. 

(a)  /     f(œ)  dp  z=2t:/{o). 

Si,  de  plus,  la  fonction  f(x)  s'évanouit  avec  -r,  l'équation  (2)  don- 


ou 


ou  enfin 
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nera  simplement 

(3)  /    f{x)dp  =  o. 

Cela  posé,  si  dans  la  formule  (3)  on  remplace /(.r)  par  le  produit 

j: =: ) 

X  —  ,r 

X  étant  différent  de .2:,  et  je  module  de  x  inférieur  à  X,  on  en  conclura 
et  par  suite 

(4)  /(,.)  =  ^f  ML)  rf,. 

L'équation  (4)  suppose,  comme  les  équations  (2)  et  (3),  que  la  fonc- 
tion de  X  et  dep,  représentée  psirf(x),  reste,  avec  sa  dérivée/' (^), 
finie  et  continue,  pour  la  valeur  attribuée  à  X  et  pour  des  valeurs  plus 
petites.  D'ailleurs,  comme  le  rapport 


est  la  somme  de  la  progression  géométrique 


X  x^ 

1,    ^,    -= 

X  x- 


qui  demeure  convergente  tant  que  le  module  de  a;  reste  inférieur  au 
module  X  de  x,  il  suit  de  la  formule  (4)  que 

sera  développable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  x,  si  le  module  de  la  variable  réelle  ou  imagi- 
naire X  conserve  une  valeur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celles  pour 
lesquelles  la  fonction /(.^)  et  sa  dérivée  f'{x)  cessent  d'être  finies  et 
continues. 
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Ainsi,  en  particulier,  puisque  les  fonctions 

coscc,     sin^,     e^,     e^\     cos(i  —  x^),     ... 

et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  ne  cessent  jamais  d'être  finies  et 
continues,  elles  seront  toujours  développables  en  séries  coHvergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Au  contraire,  les 
fonctions 

(iH-j:-)%      ,     ,      log(i  +  jr),     arclaneo;,      ... 

qui,  lorsqu'on  attribue  à  x  une  valeur  imaginaire  de  la  forme 

cessent  d'être,  avec  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  fonctions  con- 
tinues de  r,  au  moment  où  le  module  X  devient  égal  à  i,  seront 
certainement  développables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  la  variable  x,  si  la  valeur  réelle  ou 
imaginaire  de  x  offre  un  module  inférieur  à  l'unité;  mais  elles 
pourront  devenir  et  deviendront  en  effet  divergentes,  si  le  module  de  x 
surpasse  l'unité.  Enfin,  comme  les  fonctions 

1        1 

—  I 

e'',     f?^',     cos  -  ) 

deviennent  discontinues  avec  leurs  dérivées  du  premier  ordre  pour 
une  valeur  nulle  de  x,  par  conséquent  lorsque  le  module  de  x  est  le 
plus  petit  possible,  elles  ne  seront  jamais  développables  en  séries 
convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

On  sera  peut-être  étonné  de  nous  voir  placer  arctangir  au  nombre 
des  fonctions  qui  deviennent  infinies  ou  discontinues,  quand  le 
module  de  v  devient  égal  à  i.  Il  est  vrai  que,  si  l'on  attribue  à  x  une 
valeur  réelle  de  la  forme 

la  fonction  arc  tangue  ne  cessera  pas  d'être  finie  et  continue 
pour  X  =  I.  Mais  il  n'en  sera  plus  de  même,  si  x  devenant  imaginaire, 

OEufres  de  C.  —  S.  H,  t.  XI.  7 
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on  suppose  par  exemple 

ic^X  y/—  I. 

Alors,  en  effet,  la  fonction 

/v.   / \       l(i  — X)  — l(i  +  X) 

arc  tango;  =  arclang(X  y—  i  ;  =  -^^ --== 

deviendra  évidemment  infinie  et  discontinue,  pour  la  valeur  i  attribuée 
au  module  X. 

Nous  remarquerons  en  finissant  que  les  fonctions  ci-dessus  prises 
pour  exemples,  et  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  deviennent  tou- 
jours infinies  ou  discontinues  pour  les  mêmes  valeurs  du  module  de 
la  variable  indépendante.  Si  l'on  était  assuré  qu'il  en  fût  toujours 
ainsi,  on  pourrait,  dans  le  théorème  énoncé,  se  dispenser  de  parler  de 
la  fonction  dérivée;  mais,  comme  on  n'a  point  à  cet  égard  une  certi- 
tude suffisante,  il  est  plus  rigoureux  d'énoncer  le  théorème  dans  les 
termes  dont  nous  nous  sommes  servis  plus  haut. 


MÉMOIRE 


SUR    LES 


MOUVEMENTS    INFINIMENT    PETITS 


DEUX  SYSTÈMES  DE  MOLÉCULES  QUI  SE  PENETRENT  MUTUELLEMENT. 


I  l^'".  —  Equations  d'équilibre  et  de  mouvement  de  ces  deux  systèmes. 

Considérons  deux  systèmes  de  molécules  qui  coexistent  dans  une 
portion  donnée  de  l'espace.  Soient  au  premier  instant,  et  dans  l'état 
d'équilibre, 

x,y,  3  les  coordonnées  d'une  molécule  m  du  premier  système, 

ou  d'une  molécule  m,  du  second  système, 
a^H-x.j-i-y,  3H-Z  les  coordonnées  d'une  autre  molécule  mdu  i*''' système, 

ou  d'une  antre  molécule  w^  du  2*^système, 
r  le  rayon  vecteur  mené  de  la  molécule  m  ou  m,  à  la  molécule  m  ou  m\ 

on  aura 

(i)  r^^x^+y^+z*, 

et  les  cosinus  des  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  r  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  seront  respectivement 


Supposons  d'ailleurs  que  l'attraction  ou  la  répulsion  mutuelle  des 
deux  masses  m  et  m  ou  m,  et  m,,  étant  proportionnelle  à  ces  masses, 
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et  à  une  fonction  de  la  distance  r,  soit  représentée,  au  signe  près,  par 

nxm  f(/') 

pour  les  molécules  m  et  m,  et  par 

pour  les  molécules  m  et  m,,  chacune  des  fonctions 

f(/-).     l{r) 

désignant  une  quantité  positive,  lorsque  les  molécules  s'attirent,  et 
négative,  lorsqu'elles  se  repoussent.  Les  projections  algébriques  de  la 

force 

mm  f(/-)     011     nxnii  i,{r) 

sur  les  axes  coordonnés  seront  les  produits  de  cette  force  par  les 
cosinus  des  angles  que  forme  le  rayon  vecteur  r  avec  ces  axes,  et,  en 
conséquence,  si  l'on  fait  pour  abréger 

(^)  ^  =/('■).     ^^  =/,(.). 

elles  se  réduiront,  pour  la  force  mmf(/),  à 

mwx/(/').     mm\f{r).     mmzf{r), 

et,  pour  la  force  mm^i\{r),  à 

'"/«/X///-),     mmjf^ir),     mni,7j,{r). 

Cela  posé,  les  équations  d'équilibre  de  la  molécule  m  seront  évi- 
demment 

/  o  =  S[mx/(/')]  +  S[m,x/(r)], 

(3)  o  =  S[my/(/-)]  +  S[/n,y/(,-)], 

(  o  =  S[mz/(/-)]  +  S[m,z/(/')], 

la  lettre  caractéristique  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables 
entre  eux  et  relatifs  aux  diverses  molécules  m  du  premier  svstème,  ou 
aux  diverses  molécules  m^  du  second  système. 
Concevons  maintenant  que  les  diverses  molécules 

m,     m,      ....     m^,     m^s 
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viennent  à  se  mouvoir.  Soient  alors,  au  bout  du  temps  t, 

les  déplacements  de  la  molécule  m,  et 

les  déplacements  de  la  molécule  m^,  mesurés  parallèlement  aux  axes 
coordonnés.  Soient  d'ailleurs 

^+A?,      n+à-n,     C+AC 
et 

ce  que  deviennent  ces  déplacements,  lorsqu'on  passe  de  la  molécule  m 
à  la  molécule  m,  ou  de  la  molécule  m,  à  la  molécule  m,.  Les  coor- 
données de  la  molécule  m,  au  bout  du  temps  /,  seront 

.r -h  ^,     7  H- Y],      -S -4- C, 

tandis  que  celles  de  la  molécule  m  ou  m^  seront 

^-+-x4-t+A;,      y  +  y  +  'o-hAï).      :; -+- z  H- C  +  A?, 
OU 

^  -h  X  4- 1, -f-  A;,,     j  -+-  y  4-  -n,  +  ^Hr     -  4-  Z  +  Ç^  +  AÇ^. 

Soient  à  cette  même  époque 

la  distance  des  molécules  m,  m  et 

la  distance  des  molécules  m,  m,.  La  distance 

/•4-p 

offrira  pour  projections  algébriques,  sur  les  axes  des  oc, y,  z,  les  diffé- 
rences entre  les  coordonnées  des  molécules  m,  m,  savoir  : 

X  4-  A^,     y  4-  A-n,     z  ^  AC, 
tandis  que  la  distance 
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offrira  pour  projections  algébriques  les  tliff"érences  entre  les  coor- 
données des  molécules  m,  m^,  savoir 

On  aura  en  conséquence 

^^^  i  ('•^-P)^=         (x-A,:)^        -H         (y  +  A-/))^         +        (z  +  ACr, 

Cela  posé,  pour  déduire  les  équations  du  mouvement  de  la  molécule  m 
de  ses  équations  d'équilibre,  c'est-à-dire  des  formules  (3),  il  suffira 
évidemment  de  remplacer,  dans  ces  formules,  les  premiers  membres 
par 

d^       dH        d'% 
dt^'      dC-'      dF' 

puis  de  substituer,  à  la  distance 

/• 
et  à  ses  projections  algébriques 

X,    y,    z, 

1°  dans  les  premiers  termes  des  seconds  membres,  la  distance 

/•  +  p 
et  ses  projections  algébriques 

x-i-A;,     y  +  Ar),     z  +  AÇ; 
2°  dans  les  derniers  termes  des  seconds  membres,  la  distance 

r' 

et  ses  projections  algébriques 

X-i-ç.-^  +  A;,,      y-|--o^— -o  +  Ay]^,      z  +  r^-C  +  AC,. 

En  opérant  ainsi,  on  trouvera 

—  r=h[m(x+A;)/(/-4-p)]  +  S[m(x  +  ?^-|  -^^"-.,)f,{r  +  ?,)l 

d^n 

^^^      {  TTTF^SCmCy  +  Ar;)/(/-  +  p)]  +S[m(y  +  -^,--o  +  A-^J/(r-l-p,)], 
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On  établirait  avec  la  même  facilité  les  équations  d'équilibre  ou  les 
équations  de  mouvement  de  la  molécule  m,.  En  effet,  supposons  que 
l'attraction  ou  la  répulsion  mutuelle  des  deux  masses  m,  et  m^  ou  m, 
et  m,  étant  proportionnelle  à  ces  masses  et  à  une  fonction  de  la  dis- 
tance r,  soit  représentée,  au  signe  près,  par 

pour  les  molécules  m,  et  m,;  elle  devra  être  représentée  par 

pour  les  molécules  m,  et  m,  l'action  mutuelle  de  m,  et  m  étant  de  même 
nature  que  l'action  mutuelle  de  m^  et  m.  Donc,  si  l'on  pose  pour 
abréger 

(6)  /.('•)  =  ^^ 

les  équations  d'équilibre  de  la  molécule  m  se  réduiront  non  plus  aux 
formules  (3),  mais  aux  suivantes  : 

(  o  =  S[/7i,x/,(,-)J  +  S[mx/(r)], 

(7)  o  =  S[/n,y/,(/-)]  +  S[/;ix/(r)], 
(  o==S[/n,z/,(/-)]n-S[mx/(/-)]. 

Concevons  d'ailleurs  qu'au  bout  du  temps  /,  la  distance  des  molécules 
m^,  m,  soit  représentée  par 


P. 


et  celles  de  molécules  m,,  m  par 


On  aura 

)  (  '•  +  ,p  )'=  ( X  +  ^  -  ç,  4-  A; )-  ^  (y  -^-n  —  -n,  -+-  Ayj  )2  ^  (z  +  ç_.ç^+  AÇ)'  ; 
et  les  équations  du  mouvement  de  la  molécule  m,  seront 


^^^  'i  ^  =  ^['^^(y  -^  Ar.JX(/-  4-p,)]  4-  S[m(y  4-  -^  -  r/,+  Arî  )/(/•  -^  ,p)], 
-^  =--S[m,(z  +  AÇJ/^(/--+-pJ]-+-S[m(z  +  Ç-Ç, +  AC)/(/--+-,p)]. 
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Si  dans  chacune  des  formules  (5)  on  réduit  le  dernier  ternie  du 
second  membre  à  zéro,  on  retrouvera  précisément  les  équations  du 
mouvement  d'un  seul  système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces 
d'attraction  et  de  répulsion  mutuelle;  et  pour  ramener  ces  équations 
à  la  forme  sous  laquelle  je  les  «ai  présentées  dans  le  Mémoire  sur  la 

Dispersion  de  la  lumière,  il  suffirait  d'écrire  £r  au  lieu  de  p,  — —  au  lieu 
de  /(r)  et  /cos  a,  rcoso,  rcos  y  au  lieu  de  x,  y,  z. 

Les  équations  qui  précèdent,  et  celles  que  nous  en  déduirons  dans 
les  paragraphes  suivants,  doivent  comprendre,  comme  cas  particuliers, 
les  formules  dont  M.  Lloyd  a  fait  mention  dans  un  article  fort  intéres- 
sant, publié  sous  la  date  du  9  janvier  1837,  où  l'auteur,  convaincu 
qu'on  ne  pouvait  résoudre  complètement  le  problème  de  la  propa- 
gation des  ondes,  sans  tenir  compte  des  actions  des  molécules  des 
corps,  annonce  qu'il  est  parvenu  à  la  solution  dans  le  cas  le  plus 
simple,  savoir  lorsque  les  molécules  de  l'éther  et  des  corps  sont  uni- 
formément distribuées  dans  l'espace.  [  Proceedings  of  the  royal  Irish 
Academy^  for  the  year  1 836-1 837.  J 


S^  II.  —  Equations  des  mouvements  infiniment  petits  de  deux  systèmes 
de  molécules  qui  se  pénètrent  mutuellement. 

Considérons,  dans  les  deux  systèmes  de  molécules  qui  se  pénètrent 
mutuellement,  un  mouvement  vibratoire,  en  vertu  duquel  chaque 
molécule  s'écarte  très  peu  de  sa  position  initiale.  Si  l'on  cher^^he  les 
lois  du  mouvement,  celles  du  moins  qui  subsistent  quelque  petite  que 
soit  l'étendue  des  vibrations  moléculaires,   alors  en   regardant  les 

déplacements 

;,    "0,    ;.    cp    -Op    Ç/, 

et  leurs  différences 

Aï,     Aïî,     AC,     A|,,     Ayî,,     AÇ,, 

comme  des  quantités  intiniment  petites  du  premier  ordre,  on  pourra 
négliger  les  carrés  et  les  puissances  supérieures,  non  seulement  de 
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ces  déplacements  et  de  leurs  diflerences,  mais  aussi  des  quantités 

p     el,     p,,  ^p     el,     p,. 

dans  les  développements  des  expressions  que  renferment  les  for- 
mules (4),  (5),  (B),  (9)  du  premier  paragraphe;  et  l'on  pourra 
encore  supposer  indifféremment  que,  des  quatre  variables  indépen- 
dantes 

les  (rois  premières  représentent  ou  les  coordonnées  initiales  de  la 
molécule  m  ou  m,,  ou  ses  coordonnées  courantes  qui,  en  vertu  de  l'hy- 
pothèse admise,  différeront  très  peu  des  premières.  Gela  posé,  si  l'on 
a  égard  aux  formules  (3)  du  paragraphe  I*^'",  les  formules  (4)  et  (5) 
du  même  paragraphe  donneront 

X  Ai  H-  y  ^■f|  +  z  AC 


(0 
et 


P 
P/ 

^=      S[m/(/')Ac:]  +  S 


^(l-l-\-  Mj)  +  y{ri—T\  +  AYi,)  +  z(r,— c  +  Aç,  : 


cir 


âr-n 


s['",/('-)(H.-^-t-Ai:j]  +  s|^m/-^ 


(^.) 


^^      S[m/(r)ArJ  +  S 


dr 


yp 


+  s[w,,/;(/-)(^/-^i  +  A-'î/)] 


dr 


■P/ 


yp> 


en 

dt 


l  .^      S[/«/(/-)AC]4-Srm^^4^zp 


dr 


ni .  — zp, 


dr 


I  +s[/»,,/(/-)(r,-c  +  Aç,)]  +  s 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


df 


(3) 


H?  +  M-^  + PC -+-H^|,+  M,-o, +  !>,?,, 


d^n 
dC" 

^  :z=  Q?  +  p-0  +  Nc  4-  (^:i,  +  P/r),+  N,r„ 


OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  XI. 
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pourvu  que,   h  désiguant  une  fonction    quelconque    des    variables 

X,  r,  G  et 

Ah 

l'accroissement  de  «  dans  le  cas  où  l'on  fait  croître 

X  (le  X.     y  (le  y,     ;  de  z, 

on  représente,  à  l'aide  des  lettres 

L,      M.      N,      I>,      Q.      R, 
L,     M,.     N,,     P,     0,,     U, 

non  pas  des  quantités,  mais  des  caractéristiques  déterminées  par  les 
formules 


L» 
P« 

L^8 

P-« 


/(/•) 


X'  df{r 


r       clr 


Aaf  —  S<  m 


\       r       dr  \  \      '  r       dv        \ 

(«  + A«)j, 


-fxr,^%mj-nj 


'¥' 


S  \  m 


/-<")-^^' 


—  ci  „.  y^^  ^^//('"i 


S  •  m  — 


dr 


8  -f-  Aa) 


M=r..., 

N 

Q  =..., 

R 

• 

M,.-..., 

N 

0.=..., 

R 

(4) 


(5) 


Comme  d'ailleurs  ces  diverses  formules  doivent  servir  à  déterminer 
les  caractéristiques 

L.     M,     N,     P,     Q.     R,     L,,     M,,     N,,     I\,     Q,,     lî,. 

quelle  que  soit  la  fonction  de  x,  y,  z  désignée  par  «,  elles  p'euvent 
être,  pour  plus  de  simplicité,  présentées  sous  la  forme 


=  sjm[^/( 


/•)  + 


x^  </•(/•) 


r       dr 


r       dr 
A 


A    —S    m, 


/(0  +  -     ,, 


r 


yz  df{r)      \  (       yz  df,{r) 


r       dr 


yz  df,{r) 


1>-=S^^,^::^^(.H-A)i, 


M 

M,: 


N: 

R 


(7) 


(8) 
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Enfin,  si  l'on  désigne,  à  l'aide  des  caractéristiques 

D^,     D,.     1)3.     »>/ 

et  de  leurs  puissances  entières,  les  dérivées  qu'on  obtient  quand  on 
différentie  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  une  fonction  des  variables 
indépendantes 

par  rapport  à  ces  mêmes  variables,  les  équations  (3)  pourront  s'écrire 
comme  il  suit  : 


(6) 


(L-Dn^+H-^  +  QC+  L,^,+  H,r,,+  0,Ç,=  o, 

RH  +  (M-D?)-/n-PC+  \\X,+  Urn,^-  P,C.=  o, 
Qç  +  Pr,  +  (N  —  1)^^  +  Q,l+  P/^i/+  N,C,=  o. 


De  même,  en  supposant  les  caractéristiques 

K,     M„     N„     P„     Q„     R,, 
^L,     ,M,     ,N,     ,P,     ,Q,     ,H, 


déterminées  par  les  formules 


L,=  S  m, 


/.('•) 


x-^  f/ /;(/•) 


dr 


S   m 


M'-) 


x^  d/,ir) 
r       dr 


"  /•        dr 


S<  ni 


yy^df,{r){ 

r       dr      \ 


,y>  =  synj 


dr 


x^  d/,{ry 
r        dr 


(i+A)j, 


M,  =  .... 

i\= 

0,=.... 

H,= 

,M=..., 

,N  = 

.Q=..., 

>^^  = 

on  tirera  des  formules  (9)  du  paragraphe  1^'",  pour  le  cas  où  le  mou- 
vement est  infiniment  petit, 


(9) 


On  ne  doit  pas  oublier  que,  dans  les  formules  (4),  (t),  (7),  (^),  on  a 
(10) 


fir)  =  '^,  /(0=H^ 


y;(o^H^: 
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les  fonctions 

f(/-),  f,(/-).  i;(/-) 

étant  celles  qui  représentent  le  rapport  entre  l'action  mutuelle  de  deux 
molécules,  séparées  par  la  distance  r,  et  le  produit  de  leurs  masses, 
i'^  dans  le  cas  où  les  deux  molécules  font  partie  du  premier  des  sys- 
tèmes donnés;  2"  dans  le  cas  où  l'une  appartient  au  premier  système 
et  l'autre  au  second  ;  3"  dans  le  cas  où  toutes  deux  font  partie  du 
second  système. 

Pour  réduire  les  équations  (G)  et  (9)  à  la  forme  d'équations 
linéaires  aux  dilïerences  partielles,  il  suffira  de  développer,  dans  les 
seconds  membres  de  ces  équations,  les  différences  finies  des  variables 

principales 

l'    -n,    ^,        l,    -n,,    Kn 

en  séries  ordonnées  suivant  leurs  dérivées  des  divers  ordres.  On  y 
parviendra  aisément  à  l'aide  de  la  formule  de  Taylor,  en  vertu  de 
laquelle  on  aura 

quelle  que  soit  la  fonction  de 

désignée  par  «,  et  par  conséquent 

Cela  posé,  dans  les  équations  (G)  et  (9)  ramenées  à  la  forme  d'équa- 
tions aux  ditférences  partielles,  les  coefficients  des  dérivées  des 
variables  principales  se  réduiront  toujours  à  des  sommes  dans  chacune 
desquelles  la  masse  //i  ou  m^  se  trouvera  multipliée  sous  le  signe  S  par 
des  puissances  de  x,  y,  z,  et  par  une  fonction  de  r.  Ainsi,  en  parti- 
culier, les  coefficients  dont  il  s'agit  se  réduiront,  dans  les  seconds 
membres  des  équahons  (G),  à  des  sommes  de  l'une  des  formes 

(12)  S[/;i  x"y«  z"'/(r)],         S    m  x"y"'z""/  '^ 

(i3)  S[m,x"y"z"7;(/-)],         S  [^m,x"y'''z"' ^^^J^ 
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Gl 


et,  dans  les  seconds  membres  des  équations  (9),  à  des  sommes  de 
l'une  des  forme§ 


('4) 
(i5) 


S[m,x"y"'z"'7,(/-)], 
S[ /»  x"y"'z""/  (/•)]. 


/«\"V"//'  ,      ' 

'      "-  dr 

m  \"v"  z"      -, 
dr 


n,  n' ,  n"  désignant  des  nombres  entiers. 

On  pourra  regarder  la  constitution  du  second  système  de  molécules 
comme  étant  partout  la  même,  si  les  sommes  (i4)>  (i5)  se  réduisent 
à  des  quantités  constantes,  c'est-à-dire  à  des  quantités  indépendantes 

des  coordonnées 

X,     y.     z 

de  la  molécule  in^.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  quand  le  second 
système  sera  un  corps  homogène,  gazeux  ou  liquide  ou  cristallisé.  Si 
d'ailleurs,  les  molécules  étant  dans  le  premier  système  beaucoup  plus 
rapprochées  les  unes  des  autres  que  dans  le  second,  les  sommes  (12) 
et  (i3)  reprennent  périodiquement  les  mêmes  valeurs  quand  on  fait 
croître  ou  décroître  en  progression  arithmétique  chacune  des  trois 
coordonnées  x,y,  z,  et  si  les  rapports  des  trois  progressions  arithmé- 
tiques, correspondantes  aux  trois  coordonnées,  sont  très  petits;  alors, 
en  vertu  d'un  théorème  que  nous  avons  établi  ailleurs,  on  pourra 
substituer  à  ces  mêmes  sommes  leurs  valeurs  moyennes  sans  qu'il  en 
résulte  d'erreur  sensible  dans  le  calcul  des  vibrations  du  système  et 
des  déplacements  moléculaires.  Donc  alors  les  équations  des  mouve- 
ments infiniment  petits  des  deux  systèmes,  c'est-à-dire  les  équa- 
tions (G)  et  (9),  pourront  être  considérées  comme  des  équations 
linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants  entre  les 
six  variables  principales 


t,     n. 


ir      '^n      ^P 


et  les  quatre  variables  indépendantes 

oc,      y,     c,      /. 

De  semblables  équations  sont  propres  à  représenter,  par  exemple,  les 
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mouvements  infiniment  petits  du  fluide  lumineux  renfermé  dans  un 
corps  homogène,  isophane  ou  non  isophane,  opaque  ou  transparent. 
Comme  nous  venons  de  le  dire,  dans  le  cas  où  les  sommes  (12) 
et  (i3)  reprennent  périodiquement  les  mêmes  valeurs,  tandis  qu'on 
fait  croître  ou  décroître  les  coordonnées  en  progression  arithmétique, 
une  condition  nécessaire  pour  qu'on  puisse  sans  erreur  sensible 
substituer  à  ces  mêmes  sommes  leurs  valeurs  moyennes,  c'est  que  les 
rapports  des  trois  progressions  arithmétiques  correspondantes  aux 
trois  coordonnées  soient  très  petits.  Il  y  a  plus,  si  l'on  veut  appliquer 
le  théorème  rappelé  ci-dessus,  et  qui  met  cette  condition  en  évidence, 
à  un  mouvement  simple  caractérisé  par  une  exponentielle  népérienne 
dans  l'exposant  de  laquelle  les  coefficients  des  coordonnées  soient 
imaginaires,  on  reconnaîtra  que,  pour  rendre  légitime  la  substitution 
dont  il  s'agit,  on  doit  supposer  très  petits  non  seulement  les  rapports 
des  trois  progressions  arithmétiques,  mais  encore  les  produits  des 
sommes  (12)  ou  (i3)  par  l'un  quelconque  de  ces  rapports. 

^  III.  —  Mouvetiienls  simples. 

Les  équations  (G)  et  (9)  du  paragraphe  précédent  peuvent  être 
traitées  comme  des  équations  linéaires  à  coefficients  constants,  non 
seulement  dans  le  cas  où,  la  constitution  des  deux  systèmes  de  molé- 
cules étant  partout  la  même,  les  sommes  (12),  (i3),  (i4),  (i5) 
demeurent  constantes,  mais  aussi  dans  le  cas  où,  les  sommes  (i4),  (i5), 
étant  constantes,  les  sommes  (12),  (1 3)  varient  périodiquement  quand 
on  fait  croître  ou  décroître  les  coordonnées  en  progression  arithmé- 
tique, pourvu  que  dans  ce  dernier  cas  les  produits  des  sommes  (12) 
ou  (i3)  par  le  rapport  de  l'une  quelconque  des  trois  progressions 
arithmétiques  correspondantes  aux  trois  coordonnées  soient  très 
petits.  Seulement,  on^evra,  dans  le  dernier  cas,  après  avoir  intégré 
les  formules  (6), (9),  comme  si  toutes  les  sommes(i2),  (i3),  (14),  («S) 
étaient  constantes,  remplacer  dans  les  intégrales  trouvées  chacune  de 
ces  sommes  par  sa  valeur  moyenne.  C'est  ainsi  que  l'on  obtiendra,  par 
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exemple,  les  vibrations  de  la  lumière  dans  un  corps  diaphane,  en  sup- 
posant que  le  rayon  de  la  sphère  d'activité  d'une  molécule  du  corps, 
c'est-à-dire  au  delà  de  laquelle  cette  action  devient  insensible  et  peut 
être  négligée,  soit  peu  considérable  relativement  à  la  longueur  d'une 
ondulation  lumineuse. 

La  solution  de  plusieurs  problèmes  de  Physique  mathématique  pou- 
vant dépendre  de  l'intégration  des  équations  (6)  et  (9)  du  paragraphe 
précédent,  considérées  comme  équations  linéaires  à  coefficients  cons- 
tants, nous  allons  rechercher  ici  les  intégrales  de  ces  équations,  en 
nous  bornant  pour  l'instant  aux  intégrales  qui  représentent  des 
mouvements  simples,  c'est-à-dire  en  supposant  les  déplacements 
effectifs  ou  du  moins  les  déplacements  symboliques  tous  propor- 
tionnels à  une  même  exponentielle  népérienne,  dont  l'exposant  soit 
une  fonction  linéaire  des  coordonnées  et  du  temps. 

Lorsque  les  sommes  (12),  (i3),  (i4),  (i5)  du  paragraphe  II 
demeurent  constantes,  alors,  pour  satisfaire  aux  équations  (G)  et  (9) 
du  même  paragraphe,  il  suffit  de  supposer  les  variables  principales 


^,      fï,      C.  ç„      ■(],. 


toutes  proportionnelles  à  une  même  exponentielle  népérienne  dont 
l'exposant  soit  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes 

et  de  prendre  en  conséquence 

u,  V,  cv,  5,  A,  B,  C,  A ,  B,,  G^  désignant  des  constantes  réelles  ou  ima- 
ginaires convenablement  choisies.  En  effet,  si.  l'on  substitue  les 
valeurs  précédentes  de 

t.    fi,    Ç,        ç^.    ri^,    C/» 


6^ 
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dans  les  équations  (6)  et  (9)  du  second  paragraphe,  tous  les  termes 
seront  divisibles  par  l'exponentielle 


^UX+Vy-hWL  —  St 


et,  après  la  division  effectuée,  ces  équations  seront  réduites  à  d'autres 
de  la  forme 


(3) 


(4) 


(,|^_  ,-2 )  A  +  ...1 B  +  ^C  -h  -'^,  A,  +  A,]i,  +  ^,(;  -  o, 
.'fl  A  +  ( OIL  —  .V'' )  B  +  (SC  -h  A,  A,  +  Oli; B,  +  â\ (;  =  o. 
^A  4-     a'  B  +   (  ^Jb  -  .v^  )  C  +  '^,  A,  -H    U\  B,  ■+-  Ob,  (;  =  o  ; 

I    ,4:A-f-    /flB+    ,^C+  (^, -5*)A,-+-  cfl^,B,4-^,C,r=o, 
,AA  +  ,01LB+    ^ct>C  +  <!R^^A,+  (^ll,-  5^)B,+  y?,C,=:o, 


les  valeurs  des  coefficients 

4^,       011,       .)b,       ^i\       ^,      A;         41;,      ^^ro;,      dL„      ^S,, 

étant  déterminées  par  les  formules 


j  ^n  [/(/■)  +  ^  ^]  (e"-^.v--  -  I )  I  -  S I  m,  [/•//■) 


<:  =  S   m   /(/■)  + 


x^  d/,{r) 


dr 


;)1L 


]       r       dr     ^  \  I        r       dr      \ 

■] 


J'    ^  S   ni, 


/('■)-^^l^"— 


^,=4",^^— "'1 


,C=S   m 


if  =  S   mi^ 


•^  '  /•        dr 


i,„yz  ^//(^•)^„.^.v^„,J 


jJix+fy+H'z 


(        /•        dr  \ 

"  \     '  r        dr  )  \        I' 


dr 


^  = 


,m._^ 


....         .X: 

....  X,: 
....  .51,: 
.Jî,: 


.Si  =  . 


.,      Ob,  =  . 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  formules 


65 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


!'  —  (.' 


Ou- 


<e 


-C/=-(i/  + 


Ou' 


a\  = 


,  ['  =  x; 


du  Osi' 


âu- 


,y.' 


._    à' S 


âv  âw 


â'-}\ 


/)// 


'^  = 

.m,== 

'^.= 

àif  Ou 

,)\i  = 

.^^- 

0]L,= 

O)        _ 

à'-!l 

A- 


s\ .  = 


0^^ 
Ow'  ' 

OuO^'' 

0^^\ 


'~  OuOv' 


"      dv  dw 
les  valeurs  de 


Oiv  du 


•rb 

= 

,1)  + 

0\v- 

A 

= 

0^ 
Ou 

0^ 

~) 

^'<^u 

— 

{u 

+- 

^^u 

■= 

Ou 

0 

^h   r!);    0'/'   r)/?   /(/'    /<*i;    Cl//'   >')/( 
étant  respectivement 

q  =  ^[mf{r){e--+-y+^-^—\)'\-^[mJ,{r)V 

]    .'^si^  f{Zi^^e«x+.y+u.._,.__(„x-^^v^-t^z)- 
^9;     \    "  {  r      cir     L 

(  m,  df,{r)  (u\  4-ry  +  trz)^  |  _ 


1  ^,\=si/«,    ,/;(/•) e'-^^>+'"']. 

.    ,(,'  =  S[m       /(/■)e"''^^>^""]' 
(   ">  -  ^  [  ,•         dr      "^ 

\m  df,{r)  (//x  +  ry  +  tr/)^  | 

!  ^1    /•  ^/-  2  \ 

OEwres  de  C.  —  S.  Il,  l    XI.  9 
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Or,  lorsque  les  sommes  (12),  (i3),  (i4)»  (i5)  du  paragraphe  lY 
demeurent  constantes,  on  peut  en  dire  autant  des  valeurs  de 

^  -C.    .m.    Ob.    a',    ^.    .'1,       •;„    ,m^,    ..., 

que  fournissent  les  équations  (5),  (G),  (7),  (iS),  jointes  aux  for- 
mules (9),  (10),  (11),  (l'-i),  ot  qui  sont  développables  avec  l'expo- 
nentielle 


^.HX  +  fV  +  K'z 


en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  //,  c,  <t\ 
Donc  alors  on  peut  satisfaire  aux  équations  (3)  et  (/|)  par  des  valeurs 
constantes  des  facteurs 

A.     lî.     C.        A,.     IJ,.    (;. 
Soit  maintenant 

(i3)  ^■=:o 

l'équation  du  sixième  degré  en  s-  que  produit  l'élimination  des  facteurs 

A,     P.,    C,        A,,     lî,,    (V 

entre  les  équations  (3)  et  (/j),  la  valeur  de  rS  étant 

(i4 )    .s  =  (,»^-  .9*)  (,m  -  ,ç^)  ( .30  -  s-^)  ( c, -  .V-)  (;)n, -  .?-^)  (  Ob, _  .ç^)  — . . . . 

Si  l'on  prend  pour  s  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  (i3),  et 
si  d'ailleurs  on  désigne  par 

oc,     ê,     y,  a,,      Ç,.     7, 

des  coefficients  arbitraires,  on  pourra  présenter  les  équations  (3) 
et  (4)  sous  la  forme 

/      (4^-  S-'  )A  +   A\i  +      :^C  -h  ^,A,+  ^'^B,+  ^S',=  «  ^. 

(i5)       ]  <-aA+  (.m-.ç^)H+    ^■'G+ ^,A,  +  JTLH, 4-  «i^c.^p^s. 

(  ^A+     H^B-f-  (.-)ô  -  ,ç-)C+  ^,A,4-    'J[^J5,+  .)b,(;=y^s. 

(  ,4^A-4-  /aii-i-  ,^c+  (4:. -^')A,+  c^,H,-f- t*<;  =  «r^' 

(16)         j  /flA+,OrLB+   /rC  +  .'R,A,^  (^1^.-  •v*)H.+  '--t\(;=;3,><. 

(  ,^A+    /rii4-,.)bC-+-^,A,+  'J?,B,-v  (.)s  -^')<;  =  7/'^- 

Or,  en  laissant  à  5  une  valeur  indéterminée,  on  tirera  de  ces  dernières 
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équations  résolues  par  rapport  aux  facteurs  A,  B,  (],  A,,  H  ,  (\, 


G7 


07) 

(18) 

et  par  suite 


A  r=  C  a  -t-  tl  S  +  (D,-/  +   C^  a^  4-   1\,  S^  +  e,  y,. 

C  =  (ûa  4-  -p  S  +  W  •/  +  C,  a,  +   V,  S,  4-  ^,  y,  ; 

A,  =■  ,C  a  4-  ,■«  S  +  ^(ay  +  i>,  +   ^,0,  +  ©,7,. 


(•9) 


1*   5C   + 

Il   c  + 

Cl  •/  4-   i", 

li 

a, 

4-    ^i^'S, 

+  ^>/  7/ 

Il  X  4- 

JM5  4- 

V  y  -\-  ■« 

X 

+  .Hl,  5 

+  ?>//. 

ea  4- 

V  £  "i- 

11 7  +  C 

A. 

y-, 

+  V,i. 

H-^l-A 

,fa  + 

,li   S  4- 

,(û7  +  i; 

«/ 

+  ^«.£> 

-i-<ci.// 

,1!  a  + 

,in  0  ^ 

,V  7  +  ^l 

a 

-HiH,S, 

+  P/A 

!         ,e  y.  +  ,P  S  4-  }\  y  4-  e,  a,  4-  P,  6, 4-  H,  y, 

les  nouveaux  facteurs 

1:,    i«,    11,    p,     (C,.    ti,    iV    iH,, 

étant  des  fonctions  entières  de  i-,  toutes  du  liuitii'me  degré,  à  l'excep- 
tion des  senls  facteurs 

C,    A\.    n.        C,.    in,.    îl„ 

qui  seront  du  cinquième  degré  [)ar  rapport  à  s'-,  et  du  dixième  par 
rapport  ;»  s.  Doncles  valeurs  des  facteurs 

A,    l{,    C,        A,,    H,,    (;, 

déterminées  par  les  formules  (17),  i^i^)»  vérifieront  généralement  les 
formules  (i5)  et(iG).  Donc,  lorsqu'on  prendra  pour  s  une  racine  de 
l'équation  (i3),  elles  vérifieront  les  formules  (3)  et  (4),  quelles  que 
soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées  aux  constantes 


V/î 


(20) 
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et  celles-ci  demeurant  arbitraires,  les  valeurs  des  rapports 

ne        A,     ij,     (; 

Â'     Â'         Â'     AT'    Â' 

propres  à  vérifier  les  formules  (3)  et  (4),  seront  précisément  celles 
que  fournit  la  formule  (19).  Si  l'on  suppose  en  particulier  les  cons- 
tantes 

a,     c,     y,  or.,,     §,,     y,, 

toutes  réduites  i\  zéro,  à  l'exception  d'une  seule,  la  formule  (19) 
donnera  successivement 

A  —  Ji  —  il  —  ^A    -  A  -  i^ 

i'  ~  Il  "  e  ^  T^  ~  M,  ~~  c,  ' 

A  —  _!i  —  il  —  Ai  — A  —  A 
«  "  iH  ~  P  ~  i^,  "^  ï«^      p7  ' 

f  A  —  Jl  -  il  —  Ai  -  ili  —  ii. 

[A  —  il  —  il  A  —  iL  —  i^ 
)  A  —  il  —  A  -  A  -  i^  —  il 
A  —  il  —  A  — A  —  ili— Ji 

Les  formules  (i)  et  (2),  lorsqu'on  y  suppose  les  constantes 

H       C  A,      H,      C, 

"'     Â'     Â'         X'     X'     X 

déterminées  en  fonctions  de 

par  l'équation  (i3)  jointe  ii  la  formule  (19),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  l'une  des  six  formules  (20)  et  (21),  représentent  ce  (|u'on 
peut  nommer  un  système  iï intégrales  simples  des  équations  (G) 
et  (9)  du  paragraphe  II.  Les  coefficients 

M,     p,     <r, 
dans  ces  intégrales  simples,  restent  entièrement  arbitraires,  ainsi  que 
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la  constante  A.  De  plus,  les  valeurs  des  diverses  constantes 

n,     (',     tp,     .V,         A,     H,     C,    •    A^,     B,,     C,, 
et,  par  suite,  les  valeurs  des  variables  principales 

l,    n,    Ç,       l,    Y)^,    ç^, 

tirées  des  formules  (i),  (2),  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires.  Dans 
le  premier  cas  ces  variables  représenteront  les  déplacements  infini- 
ment petits  des  molécules  dans  un  mouvement  infiniment  pelit  compa- 
tible avec  la  constitution  des  deux  systèmes  donnés.  Dans  le  second 
cas,  les  parties  réelles  des  variables  principales  vérifieront  encore  les 
équations  des  mouvements  infiniment  petits,  et  ce  seront  évidemment 
ces  parties  réelles  qui  pourront  être  censées  représenter  les  dépla- 
cements infiniment  petits  des  molécules  dans  un  mouvement  de 
vibration  con>patible  avec  la  constitution  des  deux- systèmes.  Dans 
l'un  et  l'autre  cas,  le  mouvement  infiniment  petit  qui  correspondra 
aux  valeurs  de 

fournies  par  les  équations  (i)  et  (2),  sera  un  mouvement  simple,  dans 
lequel  ces  valeurs  représenteront  ou  les  déplacements  effectifs  des 
molécules,  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  imXi^uvs  dépla- 
cements symboliques,  c'est-à-dire  les  variables  imaginaires  dont  les 
déplacements  effectifs  sont  les  parties  réelles.  Les  équations  (i),  (2) 
elles-mêmes  seront  les  équations  finies,  et  dans  le  second  cas  les 
équations  finies  symboliques  du  mouvement  simj)le  dont  il  s'agit. 
Si  l'on  pose 

(?,2)        ;<  =r  L -i- i:  y/— Il  p=V-t-vv/— 1.  n-  =  W  -t-  vv  \/ —  1 , 

(23)  .y::^    S+Sv/=r7, 

( 24 )  A  =  a  e'-  v^^,  B  =  h  e!^  ^~\  C  —  c  e' v^", 
(20)       A,=  a,e>"v'~,                B,=  b,e^v~,  c  ,^  ^  ,.v,/^^ 

u,  V,  w,   U,  V,  W,   s.  S,    a,  b,  c,   A,  a,  v,    a^,  b^,  c,.   A,  a  ,  v^,   dési- 
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gnant  des  quantités  réelles,  et  si  d'ailleurs  on  t'ait,  pour  abréger, 

(26)  k  =z\/u*4- vM-W^  K   =:v/'J^+"^'^^^^"^' 

(27)  kc^uo:  4- V/-4- w:;,         ku=  U  j? -h  Vj  4- W^, 

les  formules  (i),  (2)  donneront 

I  l  =  ae''''-*^'co.s(kv  —  s^ -+>.), 

(28)  ]  n  =  l)e'^"-^'cos(kt  —  s^  +  ]j(.). 
(  ;  =  ce'^"  •'^'cos(kv  — s^  + v); 
/  H,  =1:  a,e'^"-'^'cos(k-c  — s^ +XJ. 

(  29 )  ]  ri,  •--  I), e^''-^'  cos (  k  c  —  s  ^  +  [J-,  )• 

(    l^  -::.  C,^  c'^"-'^'  COS  (  k  .  —  S  /  +  V,  ) . 

Comme  la  forme  des  éciiiations  (28)  reste  invariable,  quel  qne  soit 
le  second  système  de  molécules,  et  dans  le  cas  même  où  ce  second 
système  disparait,  il  en  résulte  qu'un  mouvement  simple,  susceptible 
de  se  propager  à  travers  deux  systèmes  moléculaires  qui  se  pénètrent 
mutuellement,  est,  pour  chacun  de  ces  deux  systèmes,  de  la  même 
nature  qu'un  mouvement  simple  capable  de  se  propager  à  travers  un 
système  unique,  et  se  réduit  toujours  à  un  mouvementpar  ondes  planes, 
dans  lequel  chaque  molécule  décrit  une  droite,  un  cercle,  ou  une 
ellipse.  C'est  d'ailleurs  ce  que  démontrent  évidemment  les  formules 
suivantes. 

On  tire  des  équations  (28)  : 

1°  Lorsque  X,  a,  v  sont  égaux  , 

2"  Lorsque  A,  ijl,  v  ne  sont  pas  égaux 

\  f  siii(|u.  — v)  +  -psiii(v  — ).)  +- siii (>.--//)  =  o, 

1    «1  1)  C 

Pareillement  on  tire  des  é(|uations  (29)  : 


DE   DEUX   SYSTÈMES    DE  MOLÉCULES.  71 

i"  Lorsque  A^,  ij.^,  v^,  sont  égaux 

(32)  k^^^,\i. 

"/        1'/        c, 

2"  Lorsque  A^,  u,^,  v^  ne  sont  pas  égaux 
"/  "i  ^/ 


b 

(33) 


Donc  la  ligne  décrite  par  cliaqne  molécule  du  premier  ou  du  second 
système  est  toujours  une  droite  représentée  par  les  formules  (3o) 
ou  (32),  ou  bien  une  ellipse  représentée  par  les  formules  (3i)  ou  (33), 
cette  ellipse  pouvant  se  réduire  à  nne  circonférence  de  cercle.  Le  plan 
invariable,  auquel  le  plan  de  l'ellipse  reste  constamment  parallèle, 
est  d'ailleurs  représenté,  pour  le  premier  système  de  molécules,  par 
l'équation 

(34)  ^sin(/jL  — v)  -+-  ^siM(v  —  >.)-+-  7siii(À  —  /a)  =  o, 

B  O  C 

et,  ponr  le  second  système  de  molécules,  par  l'équation 

(35)  ^sin(f/,-vj4-^sin(v,-ÀJ+  ^s\n{l,- (j.,)  r=:  o. 
«/  '•/  *-/ 

Ajoutons  que  l'aire  décrite,  an  bout  du  temps  t,  par  le  rayon  vecteur 
de  l'ellipse  est  représentée,  dans  le  premier  système  de  molécules,  par 
l'expression 

(36)  ^e2'^"(i  — e-^-^')v/[lj'c'^sinMp  — v)4-c^a2sin*(v  — >.)  +  aM)^sin2(X-|ji)l 

4S 

et,  dans  le  second  système,  par  l'expression 

(37)  -^c'-^'^{i-e-'-^')^[hJcJsmHix-^j,) 

+  cf  af  s\n^v-\)  +  af  bf  sinM^r-  F/)]- 

Donc  le  rapport  entre  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des 
ellipses,  que  parcourent  deux  molécules  correspondantes  des  deux 
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systèmes  donnés,  resle  le  même  à  lous  les  instants  et  dans  tous  les 
points  de  l'espace.  Enfin,  dans  le  cas  particulier  où  S  s'évanouit,  c'est- 
à-dire  où  le  mouvement  simple  est  durable  et  persistant,  chacune  de 
ces  aires  croît  proportionnellement  au  temps,  puisqu'on  a  dans  ce 
cas 

^ =  t. 

Si,  en  nommant 

a,      b,     c 

les  cosinus  des  angles  formés  par  un  axe  fixe  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  on  nomme 

«    et    8^ 

les  déplacements  des  molécules  du  premier  et  du  second  système, 
mesurés  parallèlement  à  l'axe  fixe,  on  aura 

(38)  «  =  (7H  +  ^ïî  +  cC,         •À,=.ati-\-  b-i]i-\-  c^i, 
et,  en  posant  pour  abréger 

«a  cos7.  +  bh  cos,a  -\-  ce  cosv  =  h  cosgt,  «a  siii?i  -\-  bb  siii/jL  -i-  cc^  sinv  =  h  sincr, 

«a^  cosÀ^H-  bh^  cos/JL^-H  cc^  cosv^  — -  li^  cosgt^,         «a^  siiiÀ^-H  bh^  siiipL^-h  et,  siiiv^=  h^sincr^, 

on  tirera  des  formules  (2cS)  el  (29) 

(39)  «  =  Il  e'^''"*^'cos(kt  —  s/ +  57), 
('40)  «^—  li^e'^"-^s'cos(kv  —  s^  -hGjJ. 

En  vertu  de  ces  dernières  équations,  le  déplacement  d'une  molécule 
mesuré  parallèlement  à  un  axe  fixe  quelconque,  s'évanouit  pour  chaque 
système  :  i"  à  un  instant  donné,  dans  une  suite  de  plans  équidistants 
parallèles  au  plan  invariable  que  représente  la  formule  ï  =  o,  ou 

(/il)  wx  +  yy  -\-\fz  =  o, 

la  distance  entre  deux  plans  consécutifs  étant  la  moitié  de  la  lon- 
gueur 

(42)  1  =  ^; 
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2"  pour  une  molécule  donnée,  à  des  instants  séparés  les  unsdes  autres 
par  la  moitié  de  l'intervalle 

(13)  T      - 


S 


Ainsi  cette  distance  et  cet  intervalle,  qui  représentent  l'épaisseur 
d'une  onde  plane,  ou  la  longueur  (Varie  ondulation,  et  la  durée  d'une 
rih/alion  moléculaire,  restent  les  mêmes  ponr  les  deux  systèmes, 
tomme  le  plan  invariable  auquel  les  plans  de  toutes  les  ondes  sont 
parallèles.  On  peut  en  dire  autant,  non  seulement  de  la  quantité  il 
déterminée  par  la  formule 

(44)  ^^  =  ^  =  T' 

c'est-à-dire  dé  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  planes,  mais  aussi 
de  l'exponentielle 

qui  représente  le  module  du  mouvement  simple,  et  du  binôme 

kc  — s^ 

qui  en  représente  Vargument. 

Observons  encore  qu'en  vertu  des  formules  ("k))  et  (4'>)>  Varnpli- 
tude  des  vibrations  moléculaires,  mesurée  parallèlement  à  un  axe  fixe 
donné,  sera  représentée,  pour  le  premier  système,  par  le  produit 

2|,gK.,-S< 

et,  pour  le  second  système,  parle  produit 

Cette  amplitude  variera  donc  en  général,  dans  le  passage  d'un  systèuie 
à  l'autre,  avec  le  parrimêtre  angulaire  qui  correspondra  au  même  axe 
fixe,  et  qui  sera  représenté  par  cr  pour  le  premier  système,  par  gî  pour 
le  second.  Toutefois  le  rapport  des  amplitudes  calculées  pour  deux 
molécules  correspondantes  des  deux  systèmes,  étant  constanjment 
égal  au  ra[)port-p,  restera  le  même  partout  et  à  tous  les  instants.  Si  K 

O/ùii'rcs  r/<'  r.  —  S.  II.  I.  XI.  lO 


Ik       su  H    LES   MO  LV  KM  KM  S   INFINIMENT   1»ETITS.   ETC. 

et  S  se  réduisent  tous  deux  h  zéro,  les  formules  (39),  {l\o)  se  rédui- 
ront à 

(45)  H  ^=  h  cos(ki  —  s^  +  tn), 

(46)  «,=  1)^  cos(kv  —  s^  +  ctJ, 

et  les  amplitudes  des  vibrations  moléculaires  représentées  par 

2I1     et     2li^ 

deviendront  constantes.  Kniin  le  mouveuKMit  s'éteindra  dans  les  deux 
systèmes  pour  des  valeurs  infinies  de/,  si  la  constante  S  diffères  de 
zéro,  et  pour  des  valeurs  infinies  de  n,  si  la  constante  K  dilTère  de 
zéro.  Ajoulons  que,  dans  cette  dernière  hypothèse,  les  amplitudes  des 
vibrations  moléculaires  décroîtront  en  progression  géométrique  avec 
le  module 

^  1 

tandis  (\uv  l'on  tera  croître  en  progression  arithmétique  les  distaïu^es 
au  plan  invariable  représenté  par  l'équation  u  =  o,  ou 

(47)  lJ.r  +  Vv-+- Wc=:o. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  dans  un  niouvenuMit  simple  de  deux 
systèmes  de  molécules  qui  se  pénètrent  mutuellement,  il  existe,  pour 
chacun  de  ces  deux  systèmes,  trois  plans  invariables,  et  parallèles,  le 
premier  aux  [)lans  des  courbes  décrites  par  les  diverses  molécules,  le 
second  aux  plans  des  ondes,  le  troisième  à  tout  plan  dans  li^([uel  se 
trouvent  renfermées  des  molécules  qui  exécutent  des  vibrations  de 
même  amplitude.  D'ailleurs,  de  ces  trois  plans  le  second  reste 
commun,  ainsi  que  le  troisième,  aux  deux  systèmes  de  molécules, 
mais  on  ne  saurait,  du  moins  en  général,  en  dire  autant  du  premier. 

Quant  aux  intégrales  générales  des  équations  (G),  (9),  du  para- 
graphe 11,  on  les  obtiendra  sans  peine  à  l'aide  des  méthodes  qui  feront 
l'objet  du  .Mémoire  suivant. 


MÉMOIRE 


SUR 


L'INTÉGRATION   DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES. 


Considérations  <^('iiérales. 

C'est  de  l'intégration  des  équations  Linéaires,  et  surtout  des  équa- 
tions linéaires  à  coefficients  constants  que  dépend  la  solution  d'un 
grand  nombre  de  problèiues  de  Physique  mathématique.  Dans  ces 
problèmes,  les  variabtes  indépendantes  que  renferment  les  équations 
linéaires  différentielles  ou  aux  diff'érences  partielles  sont  ordinairement 
au  nombre  de  quatre,  savoir,  les  coordonnées  et  le  temps;  mais  les  in- 
connues ou  r^rm/^/^^  jormcy^a^-y  peuvent  être  en  nombre  quelconque, 
et  la  question  consiste  à  trouver  les  valeurs  générales  des  variables 
principales  quand  on  connaît  leurs  valeurs  initiales  correspondantes  à 
un  premierinstant,  et  les  valeurs  initiales  de  4eurs  dérivées.  Suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  ces  valeurs  initiales  connues,  quelles  que 
soient  les  coordonnées.  Alors  la  question  pourrait  à  la  rigueur  se  ré- 
soudre, pour  un  système  d'équations  différentielles  linéaires  et  à  coef- 
ficients constants,  à  l'aide  des  méthodes  données  par  Lagrange,  dans 
le  cas  même  où  ces  équations  offriraient  pour  seconds  membres  des 
fonctions  de  la  variable  indépendante.  Car,  après  avoir  réduit  par  l'éli- 
mination les  variables  principales  à  une  seule,  on  pourrait,  à  l'aide 
de  ces  méthodes,  exprimer  la  variable  principale  en  fonction  de  la 
variable  indépendante  et  de  constante^s  arbitraires,  puis  assujettir  la 
variable  principale  et  ses  dérivées  à  fournir  les  valeurs  initiales 
données  ;  ce  (]ui  permetirail  de  fixer  les  valeurs  des  constantes  arbi- 
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traires,  à  l'aide  d'équations  simultanéos  du  premier  degré.  On  sait 
d'ailleurs  qu'en  suivant  la  rjiéthode  de  Lagrange  on  obtient,  pour 
valeur  générale  de  la  variable  principale,  une  fonction  dans  laquelle 
entrent  avec  la  variable  principale  les  racines  d'une  certaine  équation 
que  j'appellerai  Véquation  caractéristique,  le  degré  de  cette  équation 
étant  précisément  l'ordre  de  l'équation  différentielle  qu'il  s'agit  d'in- 
tégrer. On  peut  donc  dire,  en  un  certain  sens,  que  la  méthode  de 
Laiiranije  réduit  l'intégration  d'une  équation  dilï'érentielle  linéaire  à 
coefficients  constants  à  la  résolution  de  l'équation  caractéristique. 
Toutefois,  on  doit  observer  :  i°  que  Lagrange  est  forcé  lui-même  de 
modifier  sa  méthode  dans  le  cas  où  l'équation  caractéristique  offre  des 
racines  égales;  2"({u'il  est  bien  dur  pour  un  géomètre,  qui  veut  suivre 
cette  méthode,  de  se  croire  obligé  à  introduire  dans  le  calcul  des 
constantes  arbitraires  qui  doivent  être  éliminées  plus  tard,  et  rempla- 
cées par  les  valeurs  initiales  de  la  variable  principale  et  de  ses  déri- 
vées ;  3"  qu'il  y  a  même  (juelque  inconvénient,  sous  le  rapport  de  la 
complication  des  calculs,  à  commencer  par  réduire  un  système  d'équa- 
tionsdifférentiellesdonnéesà  uneseule,qui  renferme  uneseulevariable 
principale,  sauf  à  revenir  par  un  calcul  inverse  de  la  valeurgénérale  de 
cette  variable  principale  aux  valeurs  de  toutes  les  autres.  Il  m'a  donc 
paru  ([u'un  service  important  à  rendre  non  seulement  aux  géomètres, 
mais  encore  aux  physiciens,  serait  de  leur  fournir  les  moyens  d'exprimer 
immédiatement  les  valeurs  générales  des  variables  principales,  qui 
doivent  vérifier  un  système  d'équations  difïerentielles  linéaires  à  coeffi- 
cients constants,  en  fonction  de  la  variable  indépendante  et  des  Valeurs 
initiales  des  variables  principales  et  de  leurs  dérivées,  sans  avoir  à  éta- 
blir aucune  distinction  et  à  s'occuper  séparément  du  cas  où  l'équation 
caractéristique  offre  deux,  trois,  quatre..  .  racines  égales.  J'ai  déjà 
l'ail  voir,  dans  les  Exercices  des  Mathématiques,  avec  (luelle  facilité  on 
adeint  ce  but  à  l'aide  du  calcul  des  résidus,  quand  on  considère  une 
seule  variable  principale  déterminée  par  une  seule  équation  dilféren- 
tielle.  Je  vais  montrer  dans  ce  Mémoire  qu'à  l'aide  du  même  calcul  on 
peut  encore  arriver  au  ménjebut  pour  un  système  quelconque  d'équa- 
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tions  liiK'aires  et  à  coefficients  constants.  La  simplicité  de  la  solution 
est  telle  qu'elle  ne  peut  manquer,  ce  me  semble,  d'être  favorablement 
accueillie  par  tous  ceux  qui  redoutent  la  longueur  et  la  complication 
des  calculs,  et  qui  attachent  quelque  prix  à  l'élégance  ainsi  qu'à  la 
généralité  des  formules.  Il  y  a  plus  :  la  méthode  que  je  propose  ici  peut 
être  étendue  et  appliquée  à  l'intégration  d'un  système  d'équations 
linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants.  Pour 
opérer  cette  extension,  il  suffît  de  recourir  aux  principes  que  j'ai  déve- 
loppés dans  le  XIX®  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  et  dans 
mes  leçons  au  Collège  de  France.  En  conséquence,  étant  donné  un 
système  d'équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coeffi- 
cients constants  entre  les  coordonnées,  le  temps  et  plusieurs  variables 
principales,  avec  les  fonctions  qui  représentent  les  valeurs  initiales 
de  ces  variables  principales  et  de  leurs  dérivées,  on  pourra  immédiate- 
ment exprimer,  au  bout  d'un  temps  quelconque,  les  variables  princi- 
pales en  fonction  des  variables  indépendantes,  et  des  racines  d'une 
certaine  équation  que  je  continuerai  de  nommer  Véquation  caractéris- 
tique. Ainsi,  dans  la  Physique  mathématique,  on  n'aura  plus  à  s'occu- 
per de  rechercher  séparément  les  intégrales  qui  représentent  le  mou- 
vement du  son,  de  la  chaleur,  les  vibrations  des  corps  élastiques,  etc. 
La  question  devra  être  censée  résolue  dans  tous  les  cas  dès  que  l'on 
sera  parvenu  aux  équations  différentielles  ou  aux  différences  par- 
tielles. Seulement  les'intégrales  obtenues  seront,  dans  certains  cas,  ré- 
ductibles à  des  formes  plus  simples  que  celles  sous  lesquelles  elles  se 
présentent  d'abord.  Mais,  comme  on  le  verra  plus  tard,  et  comme  je 
l'ai  déjà  expliqué  ailleurs,  en  traitant  de  l'intégration  d'une  seule 
équation  linéaire,  on  peut  établir,  pour  cette  réduction  même,  des 
règles  générales.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  l'intégrale  définie  sex- 
tuple, à  l'aide  de  laquelle  s'exprime  la  valeur  générale  de  la  variable 
principale  d'une  seule  équation  aux  différences  partielles,  se  réduit  à 
une  intégrale  définie  quadruple,  dans  le  cas  où  cette  équation  devient 
homogène,  ou  même  à  une  intégrale  double,  quand  le  premier  membre 
de  l'équation  caractéristique  est  décomposable  en  facteurs  du  second 
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degré.  On  peut  consulter  à  ce  sujet,  dans  le  lUiUelin  des  Sciences  d'avril 
i83o,  l'extrait  d'un  Mémoire  que  j'avais  présenté  cette  même  année  à 
l'Académie. 

Parmi  les  conséquences  dignes  de  remarque  qui  se  déduisent  de  la 
méthode  d'intégration  exposée  dans  le  présent  Mémoire,  je  citerai  la 
suivante  : 

Etant  donné  un  système  d'écjuations  linéaires  aux  dillerences  par- 
tielles et  à  coefficients  constants  entre  les  coordonnées,  le  temps,  et 
plusieurs  variables  principales  avec  les  valeurs  initiales  de  ces  varia- 
bles priiicipales  et  de  leurs  dérivées,  on  peut  réduire  la  recherche  des 
valeurs  générales  des  variables  principales  à  l'évaluation  d'une  inté- 
grale définie  sextuple  relative  à  six  variables  auxiliaires,   la  fonction 

sous  le  signe  /  étant  proportionnelle  à  une  exponentielle  dont  l'expo- 
sant est  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes,  et  récipro- 
quement proportionnelle  au  premier  membre  de  l'équation  caracté- 
ristique. 

En  appliquant  la  méthode  développée  dans  le  présent  Mémoire  aux 
équations  à  dillerences  partielles  qui  représentent  le  mouvement  des 
ondes,  du  son,  de  la  chaleur,  des  corps  élastiques, ...  et  généralement 
les  vibrations  d'un  système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'at- 
traction ou  de  répulsion  mutuelle,  on  retrouve  les  intégrales  connues, 
dont  les  unes  ont  été  données  par  M.  Poisson,  et  les  autres  par  moi- 
même,  soit  dans  mes  anciens  Mémoires,  soit  dans  ceux  que  j'ai  pré- 
sentés récemment  à  l'Académie.  J'ajouterai  que  la  même  méthode, 
appliquée  aux  équations  difl'érentielles  contenues  dans  mes  derniers 
Mémoires,  fournira  généralement  les  intégrales  des  mouvements  infi- 
niment petits  de  deux  ou  de  plusieurs  systèmes  de  molécules  qui  se 
pénètrent  mutuellement,  dans  le  cas  où  l'on  regarde  comme  constants 
les  coefficients  renfermés  dans  ces  é(}ualions  dillerentielles. 
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i^  [er,  _.  Jnté^ralion  d'an  sysLèine  d'éqiiationa  diJJ'êrentielles  du  premier  ordre, 
linéaires  et  à  coejficients  constants. 

Considérons  rt  é(iuations  (liiréroiitiolics  du  premier  ordre  linéaires 
et  à  coefficients  cons(ants,  entre  n  variables  principales 


considérées  comme  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante  /  qui 
pourra  désigner  le  temps.  Supposons  ces  équations,  présentées  sous 
une  forme  telle  (ju'elles  fournissent  respectivement  les  valeurs  de 

d\       d-n       dZ 

-7-'      — ;~  '      ~r"  '      '    *  j  » 

dt        dt        dt  ' 

de  sorte  que,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  les  premiers 
membres,  ou  les  réduise  \\ 

^'^  '  ^  +  'i'c^+  r-n  +...=0, 

dt 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  à 

1    (l>i+  C)^  +  '^'"^'^'  -+-...  — o, 


4;;,  ;)rt,  . . .,  'r,  ^, . . .  étant  des  coefticients  constants.  On  vérifiera  évi- 
demment les  équations  (i)  ou  (2)  si  l'on  prend 

(3)  l  —  Ae'',         -0  —  B(?-'',         

s.  A,  H, . . .  désignant  des  constantes  réelles  ou   imaginaires,  choisies 
de  manière  à  vérifier  les  formules 

i  (.S-+ i;)A  +  .miî +  . . .  =  0, 

(4)  '    a\\4-(5  4- ;5)r. +...  =  0. 


80                             MÉMOIKE  S  LU   LINTFJi  DATION 
qu'on  obtient  en  rempla(,'ant,  tlans  les  équations  (2),  D^  par*,  et 
ç,     yj.     ...         i)ar        A,     B 

D'ailleurs,  comme  l'élimination  des  facteurs  A,  H,  C,...  entre  les  for- 
mules (4),  fournira  une  équation  caractéristique 

(5)  >^  =  o. 

qui  sera  du  degré  n  par  rapport  à  s,  la  valeur  de  s  étant 

(6)  s  =  (.V  -+-•;)  (.V  +  ^^) ...  -  -m^r  ...  +  .... 

on  pourra,  dans  les  formules  (3),  prendre  pour  s  une  qnelcon<jue  des 
n  racines  de  l'équation  (5).  Il  y  a  plus  :  comme,  étant  donnés,  pour  les 
variables  principales,  deux  ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  proi)res 
à  vérifier  les  équations  (i),  on  obtiendra  de  nouvelles  intégrales  de 
ces  mêmes  équations  en  ajoutant  l'une  à  l'autre  les  diverses  valeurs 
de  chaque  variable  principale,  il  est  clair  qu'on  vérifiera  encore  les 
équations  (1)  en  posant 


(7)  ■?='' 


<^ 


((-^))  ^{{^)) 


pourvu  que,  le  signe  C  du  calcul  des  résidus  étant  relatif  aux  diverses 
racines  de  l'équation  caractéristique,  on  prenne  pour 

A,     H,     C,     ... 

des  fonctions  entières  de  s,  propres  à  vérifier  les  formules  (4).,  Or,  on 
obtiendra  de  telles  valeurs,  en  substituant  aux  équations  (4)  les  sui- 
vantes 

1   (.V  +  '^  )  A  -H  -m  H  +    .  .  =  a-S. 

(8)  a^A4-  (.v4-  .o)H+...=  s>;. 


qui  s'accordent  avec  elles,  quand  on  prend  pour  s  une  racine  de 
l'équation  caractéristique,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs 
attribuées  aux*  nouvelles  constantes 
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Soient  en  conséquence 

(9)  n-^voc  +  <ùs  +  .... 


les  valeurs  de  A,  B,  C, . . .  tirées  des  formules  (8),  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  numérateurs  des  fractions  qui  représentent  les  valeurs 
de  A,  li,  C,  ...  déterminées  par  les  formules 

(   (.9  4-  •:)A  +  .mH  -h...r^a. 


et  qui  offrent  .s  pour  commun  dénominateur.  On  vérifiera  les  équa- 
tions (i)  en  prenant 

(")  i=t Pi) "  =  1 p)^ 

On  remarquera  maintenant  que,  dans  les  formules  (9),  les  facteurs 

V,    in,     ...,    p,    €..     ..., 

considérés  comme  fonctions  de  s,  sont  tous  du  degré  n  —  2,  à  l'excep- 
tion de  ceux  ([ui  servent  de  coefficients,  dans  la  valeur  A  à  a,  dans  la 
valeur  de  B  à  ^',  . . .  c'est-à-dire  à  l'exception  des  coefficients 

qui  seront  du  degré  /?  —  i,  et  qui,  étant  développés  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  s,  donneront  chacun  pour  premier  terme 


D'ailleurs  le  développement  de  rS  offrira  pour  premier  terme  /'  ;  et  l'on 
aura,  en  vertu  des  principes  du  calcul  des  résidus  :  i"  en  prenant 
pour  m  un  nombre  entier  inférieur  k  n  —  i, 

(-)  •  «^(00)=°' 

OEuvres  de  C.  —  S.  U.  t.  XI.  l  f 
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2"  en  prônant  m  =  n  —  i, 


(.3) 


Cola  posé,  on  aura  évidemment 


i 


(.4)  <'  "  ^^'^^  ^^^'^) 


Donc  les  formules  (7)  donneront,  pour/  -:=  o, 

('5)  £  =  a.         ri  =  S. 

et  réciproquenienl,  si  l'on  veut  que  les  variables  principales 


■r,. 


soient  assujetties  à  la  double  condition  de  vérifier,  quel  (jue  soit  /,  les 
équations  (i),  et  de  vérifier,  pour  /  =  o,  les  formules  (  i  ">),  il  suffira 
de  prendre  pour  ces  variables  les  valeurs  que  fournissent  les  for- 
mules (i  i). 

Il  est  bon  d'observer  (jue  si  l'on  désigne  |)ar 

[..     M V.     O.     ... 

les  fonctions  de  la  caractéristique  1),,  dans  lesquelles  se  transforment 
les  facteurs 

C,     iil V-    '0, 

quand  on  y  remplace  s  par  cette  caractéristique,  les  Ibrmule's  (n) 
pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

(16)     ■:-^{ccL+6M  +  ...)   r  -Ç^,        ri  =  {ocV-heQ-h...)  /    ''*' 


Donc,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(•7)  (•)=/    '"' 


on  aura  simplement 

(18)  ^- =r  (ah -^SM +...)©,         Yj  —  (al>  +  §0 -+-...)©. 
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Si  l'on  rcprosenic  par 

V 

ce  que  devient  s,  quand  on  y  remplace  la  lettres  par  iacaractéristiciue 
I);,  la  ('onction  0  déterminée  par  la  formule  (17)  ne  sera  évidemment 
autre  chose  qu'une  nouvelle  variable  principale  assujettie  :  i**  à  véri- 
fier, (juel  que  soit  t,  l'écjuation  difierentielle  do  l'ordre  n, 

(.9)  V0z:ro; 

2"  à  vérifier,  pour  /  =  o,  les  conditions 

(m  d"  M-)  d"  •(■) 

(  0,0)  B  T=  o.  —r-   =0.  •  •  •  5  —, X-    =  O.  — ; 7-    —  I. 

^      ^  dt  dt."^^  dt"    ' 

Cette  l'onction  est  ce  ([ne  nous  appellerons  Va  f onction  principale.  Quant 

aux  valeurs  de 

l^     n^    Ç, 

déterminées  par  les  formules  (18),  (dles  ne  difl'éreront  pas  de  celles 
(jue  l'on  déduirait  |)ar  élimination  des  équations  différentielles 

(  (1)^^  L)i:  +  Mr,  +...=  :(V0. 

(21)  I»;  -+-  (  I),  4-0)0+...-  SV(-). 


en  opérant  comme  si  1),  et  V  étaient  de  véritables  quantités.  D'ailleurs, 
pour  obtenir  les  formules  (21),  il  suffira  d'égaler  le  premier  membre 
de  chacune  des  équations  difi'érentielles  données,  non  plus  à  zéro, 
mais  au  produit  de  V0  par  ce  que  devient  ce  premier  membre,  quand 
on  remplace  les  variables  principales 

^     r,,     Ç.      ... 

par  zéro,  et  leurs  dérivées  par  les  valeurs  initiales 

a.    S.    y,     ... 

de  ces  variables  principales  ;  en  d'autres  termes,  il  suffira  de  rem- 
placer, dans  les  équations  dilïérentielles  données,  les  dérivées 

l),ç^     i)cn.     . . . 
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par  les  dillércnces 

])/^  —  oc\Q.     l),r. -cV0 

Enfin,  il  est  aisé  de  s'assurer  (jne,  [)our  passer  des  équations  dilïeren- 
tielles  données  à  des  équations  intéi,n'ales  qui  fournissent  immédiate- 
ment les  valeurs  généraU^s  de  ^,  Y], '(,...,  on  devra  suivre  encore  la  règle 
que  nous  venons  d'indiquer,  dans  le  cas  même  où  les  équations  don- 
nées, étant  linéaires  du  premier  ordre  et  à  coefficients  constants,  ne 
seraient  pas  ramenées  primitivement  à  la  forme  sous  laquelle  se  pré- 
sentent les  équations  (i)ou  (2).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Tin:or»È.MK.  —  Supposons  que  les  n  variables  principales 

L     n,    C     ... 

soient  assujetties  :  i"  à  réri/ier  n  équations  différentielles  linéaires  du  pre- 
mier ordre  à  coefficients  constants^  c'est-à-dire  n  équations  dont  les  pre- 
miers membres  soient  des  fonctions  linéaires  de  ces  variables  principales 

et  de  leurs  dérivées 

de       dfi       d^ 
df'     777'     di' 

prises  par  rapport  à  la  variable  indépendante  t,  les  seconds  membres 
étant  nuls  ;  2"  à  vérifier^  pour  une  i^aleur  nulle  de  t,  les  équations  de  con- 
dition 

c  =  <x,         r]  —  €,         C  =  V 

Pour  obtenir  les  valeurs  générales  de 


on  écrira  les  dérivées 
sous  les  formes 


^       ^        ^ 
di'      dl'      dt 


l),ç.     J),ri-     I>^C. 
puis  on  recherchera  l' équation 
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qui  résuUerail  de  l' éliminalion  des  variables  principales  ç,  Y],  '(,  . . .  entre 
les  équations  différentielles  données  si  l'on  considérait  1);  comme  dési- 
gnant une  quantité  véritable  ;  et  à  cette  équation  V  =  o,  dont  le  premier 
membre  V  sera  une  fonction  de  D^,  du  degré  /z,  qui  pourra  être  choisie 
de  manière  à  offrir  pour  premier  terme  D",  on  substituera  la  formule 

V0  —  o, 

que  l'on  regardera  comme  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n 
entre  la  variable  indépendante  /,  et  la  fonction  principale  0.  Enfin  on 
déterminera  cette  fonction  principale  de  telle  sorte  que  ^  pour  t  =^  o^  elle 
s'évanouisse  avec  ses  dérivées  d 'un  ordre  inférieur  à  n  ~  \ ,  la  dérivée  de 
l'ordre  n  —  i  se  réduisant  à  l'unité;  et  l'on  égalera  le  premier  membre  de 
chacune  des  équations  différentielles  données,  non  plus  à  zéro,  mais  au 
produit  de  V&par  ce  que  devient  ce  premier  membre  quand  on  y  rem- 
place 1rs  variables  principales  E,  r^  (,  . . .  par  zéro^  et  leurs  dérivées 


par  les  valeurs  initiales 


d'c^       dr\       d^ 
~di^      ~di^     'di^ 


a, 


de  ces  mêmes  variables.  Les  nouvelles  équations  différentielles  ainsi  for- 
mées, étant  résolues  par  rapport  à 

l    -n,    C.  '  ..., 

comme  si  D;  désignait  une  quantité  véritable,  fourniront  immédiatement 
les  valeurs  générales  de  E,  Y],  C?  •  •  •  exprimées  au  moyen  de  là  fonction 
principale  et  de  ses  dérivées  relatives  à  t. 

(]e  théorôme,  qui  ramène  simplement  l'inlégration  d'un  système 
d'équations  dilTérentielles  linéaires,  à  coefficients  constants  et  du  pre- 
mier ordre,  à  la  recherche  de  la  fonction  principale,  devient  surtout 
utile  dans  l'intégration  des  équations  aux  dillerences  partielles, 
comme  nous  le  verrons  plus  tard.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  l'établir 
directement  et  de  s'assurer  qu'il  fournit  pour  les  variables  principales 
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ç,  Y],  'Ç,  ...  des  valeurs  (jui  satisfont  à  toutes  les  conditions  requises. 
En  effet,  dire  que  les  valeurs  de 

ç.    r,.    r,    ... 

données  par  les  formules  (i8),  sont  celles  que  l'on  tire  des  équations 
(21),  quand  on  opère  comme  si  D^  était  une  quantité  véritable,  c'est 
dire  que  l'on  a 

(  I),  4-  1;  )  (  a  L  +  oM  -t- .  .  .  )  4-  .m  (  a  P  +  Ç  O    h  ...)+...  =  aV, 
^i\y.L  +  oM  +...)  -h(l),4-  3)(5cP-t-SQ  4-... )+...-=  6?, 

quels  que  soient  a,  6',  ...;  en  d'autres  termes,  c'est  dire  que  l'on  a 
identiquement 

(  (I>/-*-  -C)  f^  +  '^^'^  I>  + . .  .  =  V,        (  I),  4-  r  )M  +  -m  O  +  . . .  =  o, 


Or  il  est  clair  ([u'en  vertu  des  formules  (19)  et  (22)  on  vérifiera  les 
équations  (2),  si  l'on  y  substitue  les  valeurs^,  yj,  ^, ...  fournies  parles 
équations  (iH).  De  plus,  V  étant  une  fonction  entière  de  D^  choisie 
de  manière  ([ue  dans  cette  fonction  la  plus  haute  puissanc(;  de  D,, 
savoir  D",  olfre  pour  coefficient  l'unité;  si  l'on  regarde  1)^  comme  une 
quantité  véritable,  on  aura,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de 
cette  quantité, 

et  par  suite,  en  vertu  des  formules  (22)  divisées  par  1)^', 
L  M 


P  0 


=  0, 


=  0,      .  7w7^  =   I, 


I);'  ■  D? 


Donc  parmi  ces  fonctions  entières  de  D^  désignées  par 

L.     M V.     O.     ..., 


DKS   ÉOUATIONS  LINEAIRES.  87 

les  unes,  savoir 

L.     Q,     ..., 

seront  du  degré  n  —  i  et  olïViront  J)"~'  pour  premier  terme,  tandis 
que  les  autres  seront  d'un  degré  inférieur  à  n  —  \.  Donc,  en  vertu  des 
formules  (20),  on  aura,  pour  ^  =  o, 

L0=i,         jVJ0  =  o, 

P0  =  o,         Q0=i 


D^  étant  considéré  non  plus  comme  une  quantité,    mais  comme  une 
caractéristique,  et  les  valeurs  de 


Y], 


fournies  par  les  équations  (18),  vérifieront  les  conditions  (iT)). 


^11.  —  Intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  du  premier 
ordre^  linéaires  et  à  coejficients  constants,  dans  le  cas  où  les  seconds 
membres,  au  lieu  de  se  réduire  à  zéro,  deviennent  des  fonctions  de  la 
variable  indépendante. 

Supposons   que,   dans    les   équations  (i)   du    paragraphe  F"",   les 
seconds  membres,  d'abord  nuls,  se  transforment  en  diverses  fonctions 

X,     Y,     Z.     ... 

de  la  variable  indépendante /,  en  sorte  que  ces  équations  deviennent 
respectivement 


(i)  dfi 


,,~^n-^%r,+...^^^ 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 
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Si  l'on  veut  oblenir  des  valeurs  des  variables  principales  qui  aient  la 
double  propriété  de  vérifier  ces  nouvelles  équations,  et  de  s'évanouir 
pour  /  =  o,  il  suffira  évidemment  de  remplacer,  dans  les  formules  (i  i) 
du  paragraplie  précédent,  les  constantes 

a,     o,      ... 
par  les  intégrales 

j     \e  "'dt,       j     \e-''dt 

En  effet,  on  opérant  ainsi  et  désignant  par 

a:,    5^     ... 
ce  que  deviennent 

X      Y 

quand  on  y  remplace  la  variable  indépendante  /  par  une  variable  auxi- 
liaire T,  on  trouvera 

j    (  1\\;  +  ilLJ  +  .  .  .  )  e^"  ^'  ck 

■ç  —  r  L'i . , 

i    (|i  A^  +  (Gi :J  + .  .  .  )  e-^'C-^)  dx 


(3 


Or  il  est  clair:  i"  que  les  valeurs  précédentes  des  variables  principales 
s'évanouisseni  pour  /  =  o  ;  2"  qu'elles  vérifieront  les  équations  (1),  en 
vertu  des  formules  (i4)  du  paragraphe  F'",  si  l'on  a  identiquement 

(4)  ^t\CA:  +  in5  4- .  .  .)  +  (.V  4-  ^)  (PAV  4-  (Ci:T  +  .  .  .)  -f- .  .  .  r.v-  o, 

D'ailleurs  ces  dernières  équations  seront  effectivement  identiques, 
attendu  que  les  valeurs  de  A,  B,  C,  ...  fournies  par  les  équations  (()) 
du  paragraphe  1'',  vérifient  les  formules  (4)  du  môme  paragraphe, 
indépendamment  des  valeurs  atlribuées  aux  (acteurs  a,  ^ ,  . . .  et  par 
conséquent  dans  le  cas  même  où  l'on  remplacerait 

a.     6.     ...,         par        a;,     ij,     .••• 
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Si  maintenaiil  on  veut  obtenir  pour  les  varial)ies  principales 

des  valeurs  qui  aient  la  double  propriété  de  vérifier,  quel  que  soit  t, 
les  équations  (r),  et  de  se  réduire  aux  constantes 

a.     Ç,     y,     ... 

pour  t  —  o,  il  suffira  évidemment  d'ajouter  les  valeurs  c,  y],  . . .,  four- 
nies par  les  é(iuations  (3),  à  celles  que  donnent  les  formules  (  1 1)  du 
paragraplie  I'"'".  On  trouvera  ainsi 

(5)     /  w 

/     (  P  -V  +  «>  JJ  4-  .  .  .  )  t-'"-^)  ch 


Il  y  a  plus  :  si  l'on  nomme  0  la  fonction  principale  déterminée  par  la 
formule 

(6)  0=  r  ^" 


<^a> 


etc  ce  que  devient  cette  fonction  quand  on  y  remplace  la  variable  in- 
dépendante /  par  la  différence  t  —  t,  en  sorte  qu'on  ait 

(7)  ^=  ^ ; 

si  d'ailleurs,  comme  dans  le  paragraphe  F'',  on  désigne  par 
L,     M,     ...,     P,     Q.     ... 

les  fonctions  de  1)^  dans  lesquelles  se  transforment  les  facteurs 

C    itt,     ....    V.     <û-     ... 

OEuvres  de  C.  —  S.  W,  i.  \\.  12 
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quand  on  y  remplace  s  p;tr  J)„  les  formules  (5)  donneront  simplement 


(8) 


D'autre  part,  si  l'on  fait  pour  abréger 

(9)        Z=r(A:L  +  .TM+...)G,         FI  =  (A:1>  +  jJQ  +  . .  .)(-, 

H,  II,...  représenteront  de  nouvelles  variables  assujetties  :  i"  à  véri- 
liei',  (jnel  que  soit  /,  les  formules 


(lu) 


2"  à  vérifier,  pour  ;  -  t  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  z  =  l, 
les  conditions 


(M) 


et  les  intégrales 


Z  :=z  V  =  X.        II  ^  -T  =  Y. 


f   ^dr,  j    II  (h, 

désigneront  évidemment  les  valeurs  de   ^,  r^  .  . .   correspondant  au 
cas  particulier  où  l'on  aurait 


Gela  posé,  on  déduira  immédiatement  des  formules  (8  )  la  proposition 
suivante  : 

Théokèmi:.  —  Supposons  que  les  n  variables  principales 

^,    -n.     ... 

soient  assujelties  :  i°  à  vérifier  7i  équations  différentielles  dont  les  premiers 
membres  se  réduisent  à  des  fonctions  linéaires  de  ces  vanablr.s  et  de  lune 
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des  dèrii'ëes 

dt  '      dt 


di      dn 


le  coefficient  de  celte  dérivée  étant  l'unité,  et  les  seconds  membres  étant 

des  fonctions 

X.     Y,     ... 

de  la  variable  indépendante  t  ;  2"  à  vérifier,  pour  t  =  o,  les  conditions 

l  =  y.,        n'-S 

Pour  obtenir  les  valeurs  générales  de 

h     ri,      .... 
il  suffira  d'ajouter  à  celles  que  l'on  obtiendrait  si 

X,     Y.     ... 

se  réduisaient  à  zéro,  les  i^aleurs  de  H,  y],  ...  correspondant  au  cas  parti- 
culier où  l'on  aurait 

a  HT  o.         S  =  o.         ...  : 

ces  dernières  seront  d'ailleurs  de  la  forme 

(12)  1=  j  Edz.        n  —  f   ndz 

3,  H, . .  .  étant  ce  que  deviennent  les  valeurs  de  ^,  r^,  . .  .  relatives  à  des 
valeurs  nulles  de\.  Y, . . .  quand  on  y  remplace 

et 

(X,     S.     . . . 

par  les  quantités 

Al,     5 

dans  lesquelles  se  transforment 

X.     Y,     ... 

en  vertu  de  la  substitution  de  'z  à  t. 

Au  reste,  pour  établir  directement  ce  nouveau  théorème,  il  suffit  de 
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montrer  que  les  valeurs  de 

ç,     n 

fournies  par  les  équations  (12),  non  seulement  s'évanouissent,  comme 
on  le  reconnaît  à  la  première  vue,  pour  /  =  o,  mais  encore  vérifient 
les  éqnations(i)  ou  ('i).  Or  ell'ectivement  ces  valeurs,  substituées  dans 
les  équations  (i)  ou  (i>),  les  réduiront,  en  vertu  des  formules  (11), 
aux  suivantes   . 

X+/    |l),+  'C)^  +  '^''^H4-...jûfr=\. 
Y+/   [',eZ  +  (l), -h3)H-h...]^'-==Y, 


et  ces  dernières  seront  identiques,  eu  égard  aux  équations  (10). 


^111.  —  Inlêi^ralion  d'un  système  d'équations  dilfércntielles  linéaires  et 
à  coejjicients  constants  d'un  ordre  quelconque^  le  second  membre  de 
chaque  équation  pouvant  être  ou  zéro,  ou  une  fonction  de  la  xiariahle 
indépendante. 

Supposons  (jue  les  équations  dillerentielles  données,  étant  par  rap- 
port à  une  ou  plusieurs  des.variables  principales 


d'un  ordre  supérieur  au  premier,  contiennent  avec  ces  variables  prin- 
cipales les  dérivées  de  ;,  de  y],  . . .  relatives  ii  l,  et  dont  Tordre  ne  sur- 
passe pas  Jl  pour  la  variable  H,  /i'pour  la  variable  de  y],  ...;  suj)posons 
d'ailleurs  que  ces  é(|uations  soient  linéaires  et  à  coefticienis  constants, 
les  seconds  membres  pouvant  être  des  fonctions  de  la  variable  indé- 
pendante l.  Les  premiers  membres,  dansle  cas  le  plus  général,  seront 
des  fonctions  linéaires,  à  coefficients  constants,  des  quantités 

£("')    :^  1, 

'  dV' 

d"'(, 
dt""  ' 


^   -dt' 

^     "    dt^' 

,      dn 

dt 

^'  -  dt^ 

rh  -0'=-^^,  r/'r=-7;^,  •••»  ri^"'>  = 
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et  les  variables  principales 

'e,   -n.    ... 

pourront  être  complètement  déterminées  si  on  les  assujettit  :  i"  à  véri- 
fier les  équations  différentielles  données,  (|uel  que  soit  /;  2''  à  vérifier, 
pour  i  =  o,  des  conditions  de  la  forme 

(i)  '■n  =  6,         ri'— S',         ...,         .^(«"-i)_g(«"-i). 


a,  a,  ...,  a"  ";  Ç,  6',  ...,  6'"'  ";  ...  désignant  des  constantes  arbi- 
traires dont  le  nombre  n  sera 

(2)  /<'_[_  z/'^-.  .,-—  ,j. 

Gela  posé,  les  équations  différentielles  données  pourront  être  consi- 
dérées comme  établissant  entre  les  variables 

I,     1',      ...,     ^("'-",      ^("');         Yj,     Ti',      ....     rj(""-'),     r;(""); 

des  relations  en  vertu  desquelles  les  dérivées  des  ordres  les  plus 
élevés,  savoir 

,-(/*■)         .fin") 

s'e.Kprimeront  à  l'aide  des  dérivées  d'ordres  inférieurs 

S>  ^    »  •    •    •   7  S  »  'il  'i    )  •    •    •   7  'I  ?  •    •    •    1 

et,  pour  ramener  le  système  des  équations  différentielles  données  à 
un  système  d'équations  différentielles  du  premier  ordre,  il  suffira  de 
les  remplacer  par  les  suivantes  : 

(3)  D,r|-r/  =  o,         J),rj'_  r/'=  o.  ...,         Drn  ""   '^  -  ■n^''"^  =  o. 


en  prenant  pour  inconnues  ou  variables  principales  les  71  dérivées 
d'ordres  inférieurs,  savoir 


ç,     ^',      ...,     ;("'^');         ri,     n'.      ....     r) 


.^(«*-i) 
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et  supposant,  commo  on  vient  de  le  dire,  les  dérivées  «('ordres  supé 
rieurs,  savoir 


ï(«')       ri'"") 

exprimées  en  fonction  des  autres  et  de  la  variable/  parle  inoven  des 
équations  données.  Or,  si  les  seconds  membres  des  équations  données 
s'évanouissent,  les  valeurs  qu'elles  fourniront  pour 

se  réduiront  à  des  fonctions  linéaires  de 

et  si,  après  avoir  substitué  ces  valeurs  dans  les  équations  (3),  on  veut 
intégrer  ces  dernières  équations,  on  devra,  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans 
le  paragrapbe  l'"',  opérer  de  la  manière  suivante  : 

1"  On  éliminera  les  vaiiables 

L     l' H'"'-";         r;,     Ti'.      ...,     -ri'"'-"; 

entre  les  équations  ('^),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  éliminera  les 

seules  variables 

L     ri,      .  .  . 

entre  les  équations  ditférentielles  données,  en  opérant  comme  si  1)^ 
désignait  une  quantité  véritable  ;  et,  après  avoir  ainsi  trouvé  une 
équation  résultante; 

dont  le  premier  membre  V  sera  une  fonction  entière  de  D^  du  degré  /?, 
on  assujettira  H  fonction  principale  0  à  la  double  condition  de  vérifier, 
quel  que  soit  /,  l'équation  différentielle  de  l'ordre  n, 

(4)  V0  =  o. 

et  de  vérifier,  [)our  /  ■=  o,  les  formules 

(5)  0  =  o,  l),0  =  o,         l)/0=:o,         ...,         D;'  M-)  =  o.         1)'/   '0  =  1. 
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Pour  satisfaire  à  cette  double  condition,  il  suffira  de  prendre 

s  désignant  la  variable  auxiliaire  à  laquelle  le  signe  C  se  rapporte,  et  rS 
la  fonction  de  s  en  la(|uelle  V  se  transforme,  quand  on  y  remplace  D^ 
par  s. 

2"  Aj)rès  avoir  substitué  dans  les  équations  (3)  les  valeurs  de 

çC»'',     rj^""),      ... 

exprimées  en  fonctions  linéaires  des  inconnues  ou  variables  princi- 
pales 

Si        Si         •  •  •  1       s  ' 


f},       Y)  , 


(«"-!) 


■  1  •   •   •  > 


on  y  remplacera  les  dérivées  de  ces  variables,  savoir 


J),;.     l),r,     ...,    I),;f«-», 
D^Y).     D/Ti',      ...,     l),r/""-'N 


par  les  différences 


1),Y)  — 6V0.      D,r)'-o'V0,      ...,     l),r/"'"'-')-ê(«*'-')Ve. 


l)uis  on  résoudra,  par  rapport  à 

wi        -   )         •  •  •  >        s  »  '>         ''  >         •  •  •  )         'I  »  •   •  • 

les  nouvelles  équations  ainsi  obtenues,  en  opérant  comme  si  D^  était 
une  quantité  véritable.  D'ailleurs,  les  remplacements  dont  il  est  ici 
question  transformeront  les  équations (3)  en  celles  qui  suivent  : 

(7)        l),0-r/.=  cV(-).      l),r/-r/'^:c'V0 l),r/""-"-r/(""'— £("'-"  V0. 
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et  l'on  tire  iinmédiatement  des  formules (7) 

|'«')=:J)'/;;  — («(«■- 1)  H- .  .  .+  a' l)'/'---f-3C  !);'■- ')V(-); 
(  8  )  ;  r/  r^  I), r,  -  cV(-),         -Ci"  r^.  D;  -^  -  (  5'  +  c  I),  )  VH. 

.^^(,r)_  |)«".^^  _  (5(«"     ')4_.  .  .4_  S'J)';"-2_^  g|)«"-i)Vt); 

Donc,  yjowr  intégrer,  dans  LliypolJiêse  admise,  les  équations  différen- 
lielU'S  données,  il  suffira  de  les  considérer  comme  établissant  des  relations 
entre  les  quantités 

l     ç',     l" ;'"'';         Yi.     r,'.     ri",      ....     Yi'»");  ...;, 

puis  d'y  substituer  les  valeurs  de 

l'.     r.     ...,     4'"'';         ^'^     -n" ri'-"); 

fournies  par  les  équations  (8),  et  de  les  résoudre  ensuite  par  rapport  aux 

variables  principales 

l     r>,      ..., 

en  opérant  comme  si  D^  était  une  qutntité  véritable.  (]e(te  règle  très 
simple  fournira  immédiatement  les  intégrales  générales  d'un  système 
d'équations  diiïérentielles  linéaires  et  à  coefficients  conslants  d'un 
ordre  quelcon(|ue,  lorsque  les  seconds  membres  de  ces  équations  se 
réduiront  à  zéro. 

Si  les  seconds  membres  des  équationsdillerentielles données  étaient 
supposés,  non  plus  égaux  à  zéro,  mais  fonctions  de  la  variable  indé- 
pendante /,  il  faudrait,  aux  valeurs  de 

ç.     rj,     ... 

obtenues  comme  on  vient  de  le  dire,  ajouter  des  accroissements  repré- 
sentés par  des  intégrales  définies  de  la  forme 


f  z.dx.  f  H  dz,      .... 


Soient  d'ailleurs,  dans  cette  seconde  liypotbèse, 

X.     Y.     ... 
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les  valeurs  de 

que  fournissent  les  équations  données  quand  on  y  remplace 

■Ç  'fl  ;(«'-!).  y,  ^'  ^,(«"-1). 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

,      dq  d^'-^i  ,  6?»"-'r] 

par  zéro  ;  et  nommons 

'^:-,    -T,     ... 

les  fonctions  de  "z,  dans  lesquelles  se  changent 

X      Y 

quand  on  y  remplace  la  variable  indépendante  /  par  la  variable  auxi- 
liaire ':.  Pour  obtenir  les  valeurs  de 

il  suffira,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  paragraphe  ÎI,  de  chercher  ce 
que  deviennent  les  valeurs  générales  de 

relatives  à  la  première  hypothèse,  quand  on  y  remplace 

t     par     t  —  X 
et 

a,     a',      ...,     af"'-*),     a'"-');         ê,     o'      ...,     o^'^'-^^,     gC''-"; 

par 

o,     o,      ...,     o,     cX- ;         o.     o.      ...,     o,     ij;          .... 

Applications.  —  Pour  montrer  une  application  des  principes  que 
nous  venons  d'établir,  proposons-nous  d'abord  d'intégrer  une  seule 
équation  différentielle  de  l'ordre  n  et  de  la  forme 

OEwres  </e  C.  —  S.  U,  t.  XI.  l3 
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a,  b,. . .  g,h,  k  désignant  des  coefficients  constants,  et  X  une  fonction 
quelconque  de  /.  Si  l'on  suppose  d'abord  X  réduit  \\  zéro,  l'équation 
donnée  deviendra 

la  valeur  de  \  étant 

V  =  D;'  4-  aDr  '  +  ^Df-^  -^...  +  g\y]  +  hDt+  k; 
et  par  suite,  si  l'on  pose 

rS  =  5"  -f-  as''-'^  4-  05"-*  -H  ...  4-  ^,v*  -h  7*5  +  A-  —  F  (5), 

la  fonction  principale  0  sera  déterminée  par  la  formule 

D'ailleurs,  lorsqu'on  regardera  la  proposée  comme  établissant  une 
relation  entre  les  quantités 

elle  se  présentera  sous  la  forme 

et,  si  l'on  substitue  dans  cette  dernière  formule  les  valeurs  de 

fournies  par  les  équations  (8),  on  en  conclura 

Vï  =  |[  a'"-"  4- .  .  .  4-  a'D;'-2  ^  aLW;-'^+  . .  .^  g{oL'  -^  a\)i)  ^  lia.\\&; 
puis,  en  opérant  comme  si  D^  et  V  étaient  des  quantités  véritables, 

£  =  j  [ a("-"  4- .    .  4-  a' D;'-'-  4-  a D""'  ]  4- . . .  +  6' ( «'  ^-  «  •>'  )  +  ^^ «  j  ®- 

Telle  sera  effectivement  la  valeur  générale  de  l,  que  l'on  pourra  pré- 
senter sous  la  forme 

,_1'(I),)-F(a) 

pourvu  que,  dans  le  développement  du  rapport 

F(D,)-F(a) 
I), -a         ' 
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on  remplace  les  puissances  entières  de  a,  savoir 
«0  =  1,     a»,     a^      ...,     a»-', 

par  les  constantes  arbitraires 

a,     a',     a",      ...,     aC-*^ 

Si,  dans  la  dernière  valeur  de  E,  on  substitue  la  valeur  trouvée  de  0, 
on  obtiendra  la  formule  symbolique 

,  _  j,  F(.9)  — F(«)        e^^        ■ 

à  laquelle  nous  sommes  déjà  parvenus  dans  les  Exercices  de  Mathéma- 
tiques. 

Pour  passer  du  cas  où  X  s'évanouit  au  cas  où  X  est  fonction  de  /,  il 
suffira  d'ajouter  à  la  valeur  précédente  de  :  l'intégrale  définie 


S  désignant  ce  que  devient  la  valeur  précédente  de  ;  quand  on  y  rem- 
place 

t    par     ^  — T,         a,  a',  . . . ,  yS"--^-'^     par     zéro, 

et  a'"""  la  fonction  -Y-  en  laquelle  se  transforme  X  en  vertu  de  la 
substitution  de  t  à  /.  Cela  posé,  soit 


((F(.))) 
L'équation  en  \  trouvée  plus  haut,  savoir 

entraînera  la  suivante 


z  =  .v-G  =  .X  r 


» 

et,  par  suite,  en  intégrant  l'équation 

dt"  dt"-^  dt"--  °  dt^  dt  ^ 
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de  manière  à  vérifier,  pour  t=  o,  les  conditions 


on  trouvera 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

pF(.0-F(a)         e^^  ^^/^ 

pourvu  que,  dans  le  développement  du  rapport  qui  renferme  la  lettre  a, 

on  remplace  a",  a',  ...,  a"-'  par  a,  a',  ...,  a'''-'^  On  se  trouve  ainsi 

ramené  aux  résultats  déjà  obtenus  dans  \qs  Exercices  de  Mathématiques. 

Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  les  équations  simultanées 

ë  =<î^ç  +  ')rtn+  a^ç  +Y, 

^,  D1L,  X,  a\  ^,  ,!H.  désignant  des  coefficients  constants,  et 

X.     V.    z 

des  fonctions  de  la  variable  indépendante  t.  Si  l'on  suppose  d'abord 
ces  fonctions  nulles,  les  équations  données  se  réduiront  aux  sui- 
vantes 

cR  H  +  (  OlL  —  1)2  )rî  +  U'C  =  o, 

^^ç4-y.^-r]4-(.)b-i),^,)C  =  o. 

En  éliminant  ^,  y],  'Ç  eiitre  ces  dernières,  et  opérant  comme  si  D^  était 
une  quantité  véritable,  on  obtiendra  une  équation  résultante 

dont  le  premier  membre  V  pourra  être  censé  déterminé  par  la  for- 
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mule 

V  =::  (  \)1  -  V  (D?  -  '^>^  )  (I>f  -  ^^'^  ) 

_  ip (I) 2  _  ^)  _  ^î (  J)j  —  OR)  —  A2 ( D,2  —  0Î,)  —  2 ^"^^a. 

Soit  s  ce  que  devient  la  valeur  précédente  de  V  quand  on  y  remplace  D^ 
par  5,  en  sorte  qu'on  ait 

s  =  {s-"  —  J^)  {s^  —  D]1  )  (.f»  —  ^L  ) 

_  tt.^2  (  ,ç2  _  i^  )  _  ^2  (^s  _  ;)l^  )  _  .-a*  (  .^2  _  ,)^;,  )  _  2  ûE»^.!^, 

et  posons 

si  l'on  veut  déterminer  les  variables  principales 

de  manière  qu'elles  vérifient,  quel  que  soit  t,  les  équations  données, 
et  pour  /  =  o,  les  conditions  ' 

l  =  oc,  r,  =  ê,  Ç  =  y,  ^^--a',  -^^ê',  ^=.y, 

il  suffira  de  remplacer,  dans  les  équations  données,  les  "dérivées  du 

second  ordre 

^"=l),2?,       n"=zDfri,       r=I)K 

par  les  différences 

D;^-(a'-t-aD,)V0,     D|  y)  -  (ê'+ ê  D,^  V0,     D^  -  (y'-+- 7  I>0  ^®. 

puis  de  résoudre  par  rapport  à 

H,     -n,     C, 

et  en  opérant  comme  si  D^  était  une  quantité'  véritable,  les  nouvelles 
équations  formées  comme  on  vient  de  le  dire,  savoir 

-  .-lit  -+-  (  n?  -  OR  )-n  —  ^.e:  =i  ( g'  -+-  s  n,)  ve, 

_5ï_cji'Yi  +  (I)2_  oL)C  =  (y'+  7D,)V0. 
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On  trouvera  de  cette  manière 

l  =  [( l)|  —  oit )  (D;  —DT>)  —  ^i'^]{x'^ocï)t)Q 
-+-  [  ^  (  d;  -  OYl)  +  c'Ra^  ](  /  +  y  D,)0, 


et,  en  posant,  pour  abréger, 

C  =  (D^  -  Ole  )  (D,2  -  .X )  -  'J?^        m  =  (  1),2  _  jt;, )  (D?  =  -C)  —  ^S 

îî  =  (Df  —  -C)  ( D^  -  011  )  -  iK\ 

V  =  '£{D^—  O  ^t^^        (a  =  ^(  D?  —  OÏL )  4-  cfl^J?,        îl.=  a ( D,2  —  Ob )  H-  a^^, 

on  aura  simplenient 

^=[(a'+aD,)  C+(ê'+êl>,)  Il  -H(-/+yI),)e]0, 
-,-)  =  [( a'+  a  D,)  H  -^  ( 6'  -4-  ê  1),)  iU  +  (/  +  y  D,)  P  ]  0, 
Ç=z[(a'+ccD,)(a-|-(ê'-+-gI),)  V  +(7'-+-7l),)îl]0. 

Si  maintenant  les  fonctions  de  i  désignées  par 

X,     Y,    Z 

cessent  d'être  nulles,  et  si  l'on  nomme 

ce  que  deviennent  ces  fonctions  quand  on  y  remplace  la  variable  indé- 
pendante /  par  la  variable  auxiliaire  z,  alors,  pour  obtenir  les  valeurs 

arénérales  de 

l    fu    ç, 

il  suffira  d'ajouter  celles  qu'on  vient  de  trouver  à  celles  que,déter- 
minent  les  formules 


«^0 


la  valeur  de  G  étant 
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§  IV.  —  Intégralion  d'un  système  d 'équations  linéaires,  aux  différences 
partielles,  et  à  coefficients  constants,  d' un  ordre  quelconque^  le  second 
membre  de  chaque  équation  pouvant  être  ou  zéro,  ou  une  fonction  des 
variables  indépendantes. 

Soit  donné  un  système  d'équations  aux  différences  partielles  entre 
plusieurs  variables  principales 

^,     ri,     Ç,      ... 
et  plusieurs  variables  indépendantes 

.37,      y,      2",       .  •  . ,      t. 

que,  pour  fixer  les  idées,  nous  réduirons  à  quatre,  les  trois  premières 
a?,  y,  z  pouvant  représenter  trois  coordonnées,  et  la  quatrième/  dési- 
gnant le  temps.  Supposons  d'ailleurs  que  les  premiers  membres  de 
ces  équations  soient  des  fonctions  linéaires,  à  coefficients  constants, 
des  variables  principales  et  de  leurs  dérivées,  l'ordre  des  dérivées 
relatives  à  t  pouvant  s'élever  jusqu'au  nombre  n'  pour  la  variable  prin- 
cipale ^Jusqu'au  nombre  n"  pour  la  variable  y],  jusqu'au  nombre  n!" 
pour  la  variable  principale  ^,  ...  Faisons,  pour  abréger, 

(i)  «  =  n' -h /i" +«'"-+-.. .. 

Enfin  nommons 

cp(.37,  j,  5),     y{x,y,z),     (|;(j;,  V,  z),      ..., 


les  valeurs  initiales  des  variables  principales 

£,     r<,     Ç.      ... 

et  de  leurs  dérivées  d'ordres  inférieurs  à  l'un  des  nombres 

n',     n\     n'\      ...; 

en  sorte  que  ces  variables  soient  assujetties  à  vérifier,  quel  que  soit  t, 


(2 
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les  équations  données  aux  difTérences  partielles,  et,  pour  /  =  o,  les 
conditions 

ç  =:  ©  (or,  y,  z),  n  =  •/  (.r.  y\  z),  C  =  <i>  (-p,  /,  -)» 


Pour  ramener  l'intégration  des  équations  proposées  à  l'intégration 
d'un  système  d'équations  linéaires  et  à  coefficients  constants,  il  suffira 
de  recourir  à  la  formule  connue 

(3)  m{x)=l      j      e><->^>v^rtT(À)^^, 

de  laquelle  on  tire,  en  remplaçant  successivement  07(07)  par  Gj(.r,j) 
et  par  cî(.r,7,  s), 

r*    f    C    r"  •.  , /—      -         rÛ-dv^/udy 

(4)  m{x,y,z)=-.r   I""    f    r   j"'   f    e>^'(.->.)^v,,-,.,^..-v„v/- 

t/, —  ce  t.   —  30   *-'■—  30   •''^  —  00   '-   —  x>  '■'   ^» 

f(}.  dv  dp.  d\  dv  dw 


X  ro().,  fJ.,  v] 
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puis,  en  écrivant  Tn{x,y,  z,  t)  au  lieu  de  ^{x,y,  z), 

(5)        nT(-r,7,  ^,  0=P   f"   f'   f    C    f    ei'^<->.)+v(r-!x)+>v<.-v„v/rT 


-  (YA  <Yij  «r/u.  d\  dv  d\s 


2  7:  9.  TT  2  7Ï 


En  effet,  chacune  des  équations  données  sera  de  la  forme 

(6)  l\^Tn{x,y,z,  t),  ' 

R  désignant  une  fonction  linéaire,  et  à  coefficients  constants,  des  va- 
riables principales 

et  de  leurs  dérivées  prises  par  rapport  à  une  ou  plusieurs  des  variables 
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indépendantes.  D'autre  part,  en  désignant  par 

des  nombres  entiers  quelconques,  et  posant  pour  abréger 

on  tirera  généralement  de  la  formule  (4) 

(8)     D/  D?  I)^'  m(.r,  j,  z)^£  f  "  f  £  f  £^  e-'-'->--i>-^— 

(ù.dx}  dtxdy  dvdw 

X  uf  ç^  w''x;s(/..  u,  v) ■ 

"^  2  71  'i~  2Tr 

Cela  posé,  si  l'on  nomme 

l    ^,    C.     ... 

ce  que  deviennent  les  variables  principales 

;,     rj,     :,      ... 

considérées  comme  fonctions  de  x,y,  z,  /,  quand  on  y  remplace 

a:,    j.    - 
par 

>.,     f^.     v; 

si,  de  plus,  après  avoir  exprimé  R  à  l'aide  des  caractéristiques 

D,,   D,,    n,.    i)„ 

on  appelle  Ji  ce  qui  devient  R,  quand  on  remplace 

l,     n,     C.     ...         l'ai"        ;.     '^^     ?^     •  •  • 
et  les  puissances  entières  des  caractéristiques 

D,,     D,,     1). 

par  les  puissances  semblables  des  facteurs 


u,      V,     w, 

on  aura  évidemment 

(9)     R=f'  £   f\£    f  f  e"  ->'^"<r-;-'--*-^'  a 
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^  d\i  dp.  dy  dv  dw  ^ 

,2r.       271        2r    ' 

i4 
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et  par  suite  l'équation  (6)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(•o)  I      f     f     f      f     (    U^-^O-i^r^.t)] 

^    -«•-'-oe   --oc  •-   -oc   •    -oc  -  -« 

„  ..  i  ,^  ,     „  ^        „  d}.  d\:  du.  d\  dv  d\\ 


=  o. 

1-  "2  T.  2- 


Or,  pour  que  la  formule  (lo)  soit  vérifiée,  il  suffira  qu'on  ait 

cR  —  C7  (À,  fJl,  V.  ^)  :=  o, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

et  cette  dernière  formule  n'est  autre  chose  qu'une  équation  différen- 
tielle linéaire  à  coefficients  constants  entre  les  inconnues 

considérées  comme  variables  principales,  et  /  considéré  comme 
variable  indépendante.  Ce  n'est  pas  tout  :  pour  que  les  conditions  (2) 
soient  vérifiées,  il  suffira,  en  vertu  de  la  formule  (4),  qu'on  ait,  pour 
/  -=^  o, 

(  i=:0    (À,  f^.  V).  n^y^    {'/.,  IJ..V).  Ç=:6    (/,,  |UL.  v), 

(,2^  '    i),i:=9,(>,. /^.  V),        i),;^=x,(/,. /z,  V),         i),c=^,(?.. /j^.  V), 
I    ••: '        ••: '         ••: ' 

f    !)"-';=  ?„'-i(  À,  f^-^^)-        1)'/"-' ry  =  •/,,--,(  À.  , a.  v),        I)f->C  =  d^„--,(/.,f/,v),        ... 

Donc  en  définitive,  pour  que  les  variables  principales         .        >-' 

possèdent  la  double  propriété  de  vérifier,  quel  que  soit  /,  les  é(fuations 
données  et,  pour  /  =  o,  les  conditions  (2),  il  suffira  (jue  les  variables 
principales  auxiliaires 

l      r,.      l      ... 

possèdent  la  double  propriété  de  vérifier,  quel  que  soit  /,  un  système 
d'équations   difierentielles   semblables  à  la  forniuie   (11),   et,   pour 
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t  =  o,  le  conditions   (i-).  On   pourra  donc  énoncer  la  proposition 
suivante. 

Premier  Théori>me.  —  Les  variables  principales 


r 


assujeldes  :  i*^  à  vérifier,  quel  que  soit  l,  un  système  d'équations  linéaires 
aux  différences  partielles,  et  à  coefficients  constants,  ces  équations  pou- 
vant offrir  pour  seconds  membres  ou  zéro,  ou  des  fonctions  connues  des 

variables  indépendantes 

j?,^     V.      2.      t\ 

2°  à  vérifier,  pour  t  =  o,  les  conditions  (i),  seront,  dans  tous  les  cas, 
immédiatement  déterminées  par  les  formules 

-  1  i  I  l        ,,|L-u--X)-hv(v-lX)-t-\v(--vUv-l ! y 

i  '^.LJU.J-J-.l.  '"^   '"■  ''''■ 

^00     ^»      ,oc     ^»    ^»    ^=  (O.dxj  dli  d\  dvdw 


(.3)   -■  ' 


,—-dl  dv  dix  d\-  d-J  dw 

2  T.  2  7Ï  2  7: 


pourvu  qu'on  désigne  par 


■f]. 


de  nouvelles  variables  principales  assujetties  :  i"  à  vérifier,  quel  que  soit  t, 
certaines  équations  différentielles,  qui  seront  nommées  les  équations  auxi- 
liaires;  'i''  à  vérifier,  pour  t  =  o,  les  conditions  (ii>).  D'ailleurs,  pour 
obtenir  les  équations  difféi-entielles  auxiliaires,  il  suffira  d'exprimer  les 
dérivées  del,T,,t,  ...,  que  renferment  les  premiers  membres  des  équa- 
tions linéaires  données,  a  l'aide  des  caractéristiques 

J)^.        |)„        D;,        1),, 

puis  de  remplacer  dans  ces  premiers  membres 

l,     r^,     Ç,      ...         par         ;,      n,      ?<      ••• 
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et 

par 

U.       (',       il', 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 

enfin  de  remplacer  dans  les  seconds  membres 

X,     r,     s         par        }.,     ix,     v. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où,  dans  les  éqnations  linéaires 
données,  les  dérivées  de  H,  y],  'C,  •••  relatives  h  t  se  réduiraient  aux 
dérivées  du  premier  ordre 

D,L     l),r)<     I)/^      . 

et  se  trouveraient  simplement  multipliées  par  des  coefficients  constants 
indépendants  de 

Alors  les  conditions  (2),  (jui  devront  être  vérifiées  pour  ^  =  0,  se 
réduiront  à 

^  =  9(.r.  j,  g),         rj=x(.r,y,  g),         t —  'i^{x,  y,  z),      ..., 

et  les  équations  auxiliaires  seront  des  équations  difierentielles  du  pre- 
mier ordre,  linéaires  et  à  coefiicients  constants,  auxquolles-devront 
satisfaire  les  nouvelles  variables  principales 

assujetties  en  outre  à  vérifier,  pour  /  =  o,  les  conditions 

^=:9(/..  p,  V),  ^  =:y^(/,  ,a,  v),       C  =  J;  (  À,  |^,  V  ),       

Or,  si  l'on  suppose  d'abord  que  les  seconds  membres  des  équations 
linéaires  données  s'évanouissent,  on  pourra  en  dire  autant  des  seconds 
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membres  des  équations  auxiliaires;  et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
paragraphe  premier,  les  valeurs  générales  de  ^,  r^  ...  seront  de  la 
forme 

(  f  =  [9(>.,  fa,  v)i:  ^x(/.,  /^,v) m +  ...]©, 

('^)  \  ^  =  [9(/.,  /JL,  v)1J+7(/,  pi,  v)€l  -+-...]©, 


Q  désignant  la  fonction  principale,  et 

c,    m,    ...,    p,    e,    ... 

des  fonctions  entières  de  la  fonction  D,.  D'ailleurs,  pour  obtenir  la 
fonction  principale  0  relative  aux  équations  auxiliaires,  on  devra  : 
I"  exprimer,  dans  les  équations  auxiliaires  données,  les  diverses  déri- 
vées de  H,  Y],  Z,  .. .  k  l'aide  des  caractéristiques  D^,  D^,  D^,  D^  ;  2^  éli- 
miner ^,  Y],  s,  •  •  •  entre  ces  équations,  comme  si 

D,,    D,,    1).    I), 

désignaient  des  quantités  véritables;  3°  remplacer,  dans  le  premier 
membre  V  de  l'équation  résultante 

(i5)  V  =  o, 

les  caractéristiques  D^,  D^,  D,  par  u,  v,  w,  ce  qui  réduira  V  à  une  fonc- 
tion de  la  seule  caractéristique  D^,  puis  choisir  0  de  manière  à  véri- 
fier, quel  que  «oit  /,  l'équation  différentielle 

V0  =  o. 

et,  pour  t  =  o,  les  conditions 

0  =  0,        I),0--=:o.         ...,        Dr' 0  =  0,  Dr'0  =  i. 

Si  l'on  nomme  s  ce  que  devient  le  premier  membre  V de  l'équation (i 5) 
quand  on  y  remplace,  non  seulement 

D^,     Dy,     D;         par         «,     c,     w, 
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mais  encore  D,  par  s, 

(i6)  .S  =  o 

sera  ce  que  nous  appelons  V équation  caractéristique;  et  la  valeur  de  la 
fonction  principale  0  sera 

si  l'on  a  choisi  la  fonction  V  de  manière  que  le  coefficient  de  D"  s'y 
réduise  à  l'unité.  Cela  posé,  pour  obtenir  les  valeurs  générales  de 

;,     r^.      : 

c'est-à-dire  pour  obtenir  les  formules  (i4),  il  suffira,  en  vertu  des 
principes  établis  dans  le  paragraphe  ^'^  de  remplacer,  dans  les  équa- 
tions différentielles  auxiliaires,  les  variables 

1)J,     1),^,     ... 
par  les  différences 

J).;  — 9(>..  /Ji-  v)V0,         .n,7^-7(/.,  ,UL,  v)V0, 

V  étant  considéré  comme  une  fonction  de 

puis  de  résoudre  par  rapport  à 

les  nouvelles  équations  ainsi  formées  en  opérant  coFiime  si  1)^  était 
une  quantité  véritable. 

Concevons   maintenant  que,   dans  les   équations  (i3),  présentées 
sous  les  formes 

,     •!>     ,  ,     ,,,  r:  tû.  d\}  du  Hs  d'j  dw 

~       2  7T  2  ~  T  77 


V  =£11111 

I                     '       pX           -.30           rty.           r%Xi         p  Xi  .,x 

I  •-  —  00  '^ X   •-•' _  ao  «^  00  '-^  —  »   '^  —  00 


(•8)  ;     '  r"  z'""  r""  r"  r'  /""      -,.     „        -didx:  f/u.dy  d^dw 

2  77  2  77  ■?  77 
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on  substitue  les  valeurs  de  ^,  y],  ...  tirées  des  formules  (i4)  et  (17), 
savoir 

(20) 


Y]  =  r  [9(/.,  ij.,  V)  V  ^-  y.ih  .a,  V)  ©  +  . . .] 


((-^)) 


Supposons  d'ailleurs  qu'à  chaque  forme  particulière  d'une  fonction 

r^yi•r,  y,  z) 
des  trois  coordonnées 

on  fasse  correspondre  une  fonction  de  ^,  r,  s,  /,  désignée  par  la  seule 
lettre  trr  et  déterminée  par  la  formule 

JJJJJJ — m — 

,  ^  iO.  dv  du.  d\  dv  d\\ 

Xrn{}..  a,  v  1 i i 

2-        2  T.         2- 

Enfin  nommons 

9'     Z'     • •  • 

les  fonctions  de  oc,  y,  z,  t  dans  lesquelles  trr  se  transforme  quand  on 

y  remplace  cj(X,  a,  v)  par 

9(/,  IX.  v),      y{l,  ij.,  v),       .  .  ., 

de  sorte  qu'on  ait 

d}.  dv  du  d\  d'j  d\\ 

X  9(/.,  [j..  y) — —  ^— —  , 


-<!:.rL£.r£,r^^^^ 


((-^)j 


d'/.  di:  d'j.  d\  (h  r/w 

X  •/(/,,  IJ..  V '■ 

2  77  3-  2- 


et  désignons  par 

L,     M P,     O,     ... 
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ce  que  deviennent 

C,    ifl,     ....    V,    ©,     ... 

quand  on  y  remplace 

par  les  caractéristiques 

D^,     D,,     D,. 

Les  valeurs  de  E,  y],  ...  fournies  par  les  équations  (i8)  et  (20)  pour- 
ront évidemment  s'écrire  comme  il  suit 

1   ç  =  L  9  +  M  7  + . . . , 


En  d'autres  termes,  on  aura 

(23)  .^_p,^_^   (jH^^        ^ 


pourvu  qu'on  transforme  les  fonctions  de  u,  i',  w,  D^  désignées 
par 

c,    i\\    ...,    p,    e,     ... 

en  fonctions  des  caractéristiques 

Dx,     Dv,     D„     I)„ 

eny  remplaçant//,  (%  w  par  D^,  D,,  D,.  D'ailleurs,  pour  déduire  les 
formules  (23)  des  formules  (i4),  il  suffit  de  remplacer,  dans  les  for- 
mules (i4),  les  variables  auxiliaires 

h      ri,      ... 

par  les  variables  principales 

^,    -n,     ... 
et  les  produits 

e9(},  .u,  V),      0x(/.,  ,a,  V),      ... 

par  les  fonctions 

?.    X 

Donc,   puisqu'on   arrive  directement  aux  formules   (i4),   quand  on 
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résout  par  rapport  aux  variables   auxiliaires^,  /],  ...,  non  pas  les 

équations  différentielles  auxiliaires,  mais  celles  qu'on  en  déduit  en 

remplaçant 

0,1,     D,^,     ... 
par  les  dillerences 

D,!-v[0o(>., ^,v)],     i),;i-v[0x(>, f^, V)],   ..., 

et  considérant  V  comme  une  fonction  de 

u,      \',      lï-,      1),; 

on  pourra  encore  arriver  directement  aux  formules  (22)  ou  (23),  en 
résolvant,  par  rapport  aux  variables  principales 

l,     n,     — 

non  pas  les  équations  linéaires  données,  mais  celles  qu'on  en  déduit 
en  remplaçant 

ihl    i)ro,     ... 

par  les  différences 

et  considérant  V  comme  une  fonction  de 

1)^,     D,,     l)„     I),. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas  on  devra  opérer  comme  si  les  notations  D^  et 
D^,  D,,  D,  étaient  employées  pour  désigner  de  simples  quantités,  sauf 
à  regarder,  dans  les  équations  définitives  (i4)  ou  (23),  chacune  de 
ces  notations  comme  indiquant  une  difiPérentiation  relative  à  l'une  des 
variables  indépendantes  t,  x,  y,  z. 

Si,  comme  nous  l'avons  supposé,  la  fonction  de  D^.,  D^,  D.,  D^ 
désignée  par  V  est  tellement  choisie  que,  dans  cette  fonction,  le  coeffi- 
ficient  de  D^',  c'est-à-dire  de  la  plus  haute  puissance  de  D^,  se  réduise 
à  l'unité,  alors  la  fonction  de  m,  ç,  w,  s  désignée  par  s,  étant  déve- 
loppée suivant  les  puissances  descendantes  de  s,  offrira  pour  premier 
terme  s'^.  On  aura  donc  :  i"^  pour  m<^  n  —  i , 

OEufres  de  C.  —  S.  Il,  t.  XI.  l5 
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2°  pour  m  =^  n  —  i, 


r 


(('^)) 


=:  I  ; 


en  conséquence  la  fonction  de  x,  y,  z,  t,  désignée  par  cr  et  déterminée 
par  la  formule  (21),  vérifiera,  quel  que  soit  /,  l'équation  aux  difle- 
rences  partielles 

(24)  Ve  =  0, 

et,  pour  t  =  o,  les  conditions 

(25)  cT  =  o,     Dim  =0,     l),-cT=ri.     ...,     \)';-^rn  —  o,     I);'-'c7=:ct(^,  j,  s). 

Cela  posé,  il  suffira  de  résumer  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  pour  établir 
la  proposition  suivante  : 

Dklxikme  tueokèmk.  —  Soieni  données,  entre  n  xmriahles principales 

;,     fi.     Ç.     ... 
et  les  variables  indépendantes 

X.     y.     z,     t, 

n  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants, 
c'est-à-dire  n  équations  dont  les  premiers  membres  soient  des  fonctions 
linéaires  des  variables  principales  et  de  leurs  dérivées,  les  seconds  membres 
étant  nuls.  Supposons  d'ailleurs  que,  parmi  les  dérivées  relatives  au  temps, 
celles  du  premier  ordre,  savoir 

D.l,     D,7i,     ..., 

soient  les  seules  qui  entrent  dans  les  premiers  membres  des  équations 
données,  et  s'y  trouvent  multipliées  par  des  /acteurs  constants,  sans  y  être 
soumises  à  aucune  différentiation  nouvelle  relative  aux  variables  x,  y,  z. 

Nommons 

o{x,  y,  z),     -/^{x,  y,z),     ... 

les  valeurs  initiales  des  variables  principales  ;,  Tp  . . . ,  ces  variables  étant 
assujetties  à  vérifier,  pour  une  valeur  nulle  de  t,  les  conditions 

l  —  Q{x,y.z),         ri=x(a:,  j.  2),      .... 
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Soient  encore 

V  =  o 

l'équation  en  D^.,  D^,  D-,  D^,  résultant  de  V élimination  c^e  H,  y],  '(,  ... 
entre  les  équations  données,  et 

è  —  o 

r équation  caractéristique  en  laquelle  se  transforme  la  précédente  quand 

on  y  remplace 

D:,,     D,,     l)„     0, 
par 

II,      p,      w,      s, 

la  fonction  V  qui  sera  du  degré  n  par  rapport  à  D^,  étant  d'ailleurs 
choisie  de  manière  que,  dans  cette  fonction,  le  coefficient  de  D^'  se  réduise 
à  l'unité.  Enfin, 

étant  l'une  quelconque  des  fonctions  initiales 

désignons  par  cT  une  fonction  de  x,  v,  5,  /,  déterminée  par  la  for- 
mule (21),  par  conséquent  assujettie  :  i^  à  vérijier,  quel  que  soit  t ,  l'équation 

aux  différences  partielles 

V  CT  =  o  ; 

2°  à  vérifier^  pour  une  valeur  nulle  de  ^,  les  conditions 

TTT  =::  O,  D^CT  =r  O,  Df  W  :=  O,  ...,  D^'~-TrT=:0,  D  "'^  *  CJ  =  rry(  .37,   y,   S  ), 

et  nommons 

9»     X'     •  •  • 

ce  que  devient  cî,  quand  on  réduit  ct(j7,  y,  c)  « 

?('^i  ,y»  -)>    x(-^»  jr  -) 

/^OM/'  intégrer  les  équations  linéaires  données^  de  manière  à  remplir  les 
conditions  requises,  il  suffira  d'y  remplacer  les  dérivées 

D.c,     \\n,     ... 
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par  les  différences 

I),ç  — Vcp.      D^Ti  — Vy 

puis  de  résoudre  par  rapport  à  ^,  ■/],...  les  nouvelles  équations  ainsi  obte- 
nues, en  opérant  comme  si  D^,  D^,  D^,  D^  étaient  de  véritables  quan- 
tités. 

En  raisonnant  toujours  de  la  même  manière,  et  ayant  égard  aux 
principes  développés  dans  le  paragraphe  III,  on  établira  encore  la  pro- 
position suivante  : 

Troisième  théorème.  —  Soient  données  entre  plusieurs  variables  prin- 
cipales 

l.       Y],        C         ... 

et  les  variables  indépendantes 

X,     y,     z,      l, 

des  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coejjicienls  cons- 
tants, en  nombre  égal  à  celui  des  variables  principales .  Concevons  d'ail- 
leurs que  l'ordre  des  dérivées  de  ^,  y],  ...  relatives  à  t  puisse  s'élever 
jusquà  n  pour  la  variable  principale  \,  jusqu'à  n"  pour  la  variable 
principale  y],  . . . ,  les  coefficients  de 

I)?'^,     Dfr).      ... 

étant  indépendants  de  D^;,  D,,  D^  et  se  réduisant  en  conséquence  à  des 
quantités  constantes.  Faisons 

n  =r  /i  4-  n   +  .  .  . 
et  supposons  les  variables  principales 

l,    Ti,    r,    ... 

assujetties  non  seulement  à  vérifier,  quel  que  soit  t,  les  équations  linéaires 
données,  mais  aussi  à  vérifier,  pour  t  =  n,  les  conditions 

'e=o{jc,y.  z),         I),ï  —  9,(.r.  y,  5),         ...,         D?'-' t  =:9„,_,  (^,  r, -), 
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Soient  encore 

l'équation  en  D^,  D^,  D.,  D,,  résultant  de  l'élimination  de  ^,  y],  ...  entre 
les  équations  données,  et 

l'équation  caractéristique  en  laquelle  se  transforme  la  précédente  quand 

on  y  remplace 

D^,     Dv,     D„     D, 
par 

U,      V.      w,      s, 

la  fonction  V,  qui  est  du  degré  n  par  rapport  à  D^,  étant  choisie  de 
manière  que,  dans  cette  fonction,  le  coefficient  de  D"  se  réduise  à  l'unité. 
Enfin,  supposons  la  fonction  m  définie,  comme  dans  le  deuxième  théo- 
rème, par  conséquent  déterminée  par  la  formule  (21)  et  nommons 

9'       9/'      •••'     9«--i» 

Z'       7,/'      •  •  •  »     Z''"-i' 
•••>     •••>     ■••>      .... 

ce  que  devient  cr  quand  on  réduit  Tn(^x,  y,  z)  à  l'une  des  fonctions  ini- 
tiales 

9{x,y,z),     ^^{x,  y,  z),      ...,     9„'_,  (a:,  7,  s), 


Pour  intégrer  les  équations  linéaires  données,  de  manière  à  remplir  toutes 
les  conditions  requises,  il  suffira  d'y  remplacer  les  dérivées 


par  les  différences 


D,?  -V9,     \)lc  _V(9,4-D,9),     ...,     Df £  -V(9„_,+...+  l)f-2o,+  Df-'9); 


/;//«,?  ^e  résoudre  par  rapport  à  E,    v],    ...les  nouvelles  équations  ainsi 
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obtenues^  en  opérant  comme  si 

T)^,     D,,     J)„     1), 
étaient  de  véritables  quantités. 

Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  offrent  cela  de  remarquable 
qu'ils  font  dépendre  l'intégration  d'un  système  quelconque  d'équa- 
tions linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants  de 
l'évaluation  de  la  seule  fonction  cr.  Lorsque  les  variables  indépen- 
dantes 

.V,     y,     z,     t 

sont  au  nombre  de  quatre,  savoir  trois  coordonnées  et  Te  temps,  la 
fonction  gt,  déterminée  par  l'équation  (21),  se  trouve  représentée  en 
conséquence  par  une  intégrale  définie  sextuple,  et  la  valeur  initiale 
de 

désignée  par  Tri{x,y,  z),  peut  être  une  fonction  quelconque  des  coor- 
données x,Y,  z.  Si  au  contraire  les  variables  indépendantes  se  rédui- 
saient à  une  seule  t,  la  valeur  initiale  de  D^'~'gî  se  réduirait  à  une 
constante,  et  l'on  pourrait  faire  dépendre  l'intégration  des  équations 
différentielles  données  de  l'évaluation  de  cr,  en  supposant  même  que 
dans  cette  évaluation  l'on  attribuât  à  la  constante  une  valeur  particu- 
lière, par  exemple  la  valeur  i,  ce  qui  reviendrait  à  prendre  pour  cr  la 
fonction  principale  0.  Cela  posé,  en  généralisant  la  définition  que 
nous  avons  donnée  de  \di  fonction  principale,  on  pourra  désigner  sous 
ce  nom,  pour  un  système  d'équations  linéaires  aux  différences  par- 
tielles et  à  coefficients  constants,  la  fonction  ct  déterminée  par  la 
formule  (21).  La  fonction  principale  étant  ainsi  définie,  on  pourra 
dire  que  les  théorèmes  1  et  3  ramènent  l'intégration  d'un  système 
quelconque  d'équatians  linéaires  et  à  coefficients  constants,  à  l'éva- 
luation de  l'intégrale  définie  qui  représente  la  fonction  principale. 

Au  reste,  il  est  bon  d'observer,  d'une  part,  que  le  deuxième  théo- 
rème peut  être  établi   directement,  comme  la  proposition  analogue 
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énoncée  dans  le  premier  paragraphe,  et  relative  à  un  système  d'équa- 
tions différentielles  ;  d'autre  part,  que  le  troisième  théorème  se  déduit 
immédiatement  du  deuxième,  par  des  raisonnements  semblables  à 
ceux  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  le  paragraphe  III. 

Les  théorèmes  2  et  3  supposent  que  les  seconds  membres  des  équa- 
tions linéaires  données  se  réduisent  à  zéro.  Si  ces  seconds  membres 
devenaient  fonctions  des  variables  indépendantes  ce,  y,  z,  i,  on  pour- 
rait appliquer  à  la  détermination  des  valeurs  générales  de  ^,  y],  . . .  ou 
le  premier  théorème,  ou  la  proposition  suivante  qu'on  déduit  de  ce 
théorème  combiné  avec  les  principes  établis  dans  le  troisième  para- 
graphe. 

Quatrième  théorème.  —  Soient  données,  entre  plusieurs  variables  prin- 
cipales 

l,    Y),     ... 

et  les  variables  indépendantes 

X,     y,     z,     t, 

des  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants^ 
en  nombre  égal  à  celui  des  variables  principales.  Supposons  d'ailleurs  que, 
dans  les  premiers  membres  de  ces  équations,  les  dérivées  des  ordres  les 
plus  élevés  par  rapport  à  t  soient  respectivement 

Df  ^  pour  la  variable  principale  |, 
Df  ri  pour  la  variable  principaleY], 


les  coefficients  de  ces  dérivées  se  réduisant  à  des  quantités  constantes^  et 
les  seconds  membres  des  équations  données  pouvant  être  des  fonctions 
quelconques  des  variables  indépendantes.  Enfin  supposons  que  les  valeurs 
initiales  de 

i   \),i,  ....  Dr'£. 


doivent  se  réduire,  pour  t  —  o,  à  des  fonctions  connues  de  x,y,  z.  Pour 
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intégrer  sous  cette  condition  les  équations  linéaires  données,  on  détermi- 
nera d'abord,  à  l'aide  du  second  théorème,  les  valeurs  générales  de^^y],  ... 
correspondantes  au  cas  où  les  seconds  membres  des  équations  données 
s'' évanouiraient  ;  puis  à  ces  valeurs  on  ajoutera  celles  qui  auraient  la  pro- 
priété de  vérifier,  quel  que  soit  t,  les  équations  données,  et  de  vérifier, 
pour  t  =  o,  les  conditions 


Ces  dernières  valeurs  de  H,  rj,  ...  seront  d'ailleurs  de  la  forme 
s,  H,  ...  étant  des  fonctions  de 


)', 


et  de  la  variable  auxiliaire  t,  déterminées  par  la  règle  suivante  : 

Soient 

X,     Y       ... 

des  fonctions  de  x,  y,  z,  t,  propres  à  représenter  les  valeurs  de 

'^'t  ^1       *^  l    'h        •  •  • 

([ui  vérifient  les  équations  données  quand  on  y  remplace 

par  zéro.  Soient  encore 

X,    !J,     ... 
ce  que  deviennent 

X,     Y,     ... 

quand  on  y  remplace  la  variable  indépendante  /  par  la  variable  auxi- 
liaire T.  Pour  obtenir  les  valeurs  générales  de 

Z,     II,     ... 
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il  suftira  de  réduire  à  zéro  les  seconds  membres  des  équations  données 
et  de  chercher  ce  que  deviendront  alors  les  valeurs  de 

l     ri.      ... 

fournies  par  le  troisième  théorème,  quand  on  y  remplacera 

t     |)ar     t  —  z, 
et  les  valeurs  initiales  de 

l     Del     •■•,     «>r-^,     i>r-';;     -n,     Drn,     ...,     I)?--r),     l)f~'r,;     ..., 

par 

o,      o,       ....      o.      "V-;      o.      G,       ...,      o,      If;       .... 

Jusqu'à  présent  nous  avons  sui)posé  (jue  le  premier  membre  V  de 
l'équation  produite  par  l'élimination  de  :,  y],  ...  entre  les  équations 
données,  dans  le  cas  où  l'on  remplace  leurs  seconds  membres  par 
zéro,  était  une  fonction  enticM'e  de  D^,  D,,  D.,  1)^  dans  laquelle  on 
pouvait  réduire  le  coefficient  de  D^'  à  l'unité.  Celte  réduction  est  en 
effet  possible  dans  l'hypothèseque  nous  avions  admise,  savoir  :  lorsque, 
dans  les  équations  données,  les  dérivées  des  ordres  les  plus  élevés 
par  rapport  à  t  se  trouvent  multipliées  [)ar  des  quantités  constantes, 
sans  être  soumises  à  des  dilï'érentiations  relatives  aux  variables  a:,  r,  :;. 
Considérons  maintenant  le  cas  général  où  cette  réduction  ne  pourrait 
s'effectuer  sans  que  V  cessât  d'être  une  fonction  entière  de  D^,  D^.,  D., 
et  désignons  par  K  la  fonction  de  cette  espèce  qui  représente  généra- 
lement le  coefficient  de  D",  dans  le  développement  de  V.  Si  l'on 
nomme  oc,  s  ce  que  deviennent  K,  V,  quand  on  y  remplace  D^,  D^,  1)^, 
Df,  par  II,  V,  a',  s;  si  d'ailleurs  on  continue  de  nommer  fonclion  prin- 
cipale une  fonction  g?  de  .r,  y,  z,  t,  définie  par  l'équation  (-ii),  on 
trouvera  dans  le  cas  général  :  i"  pour  iïkC^u  —  i. 


2"  pour  m=  n   -  i , 


,;/-! 


I 


OEiwres  Je  6\  —  S.  M,  t.  XI.  l6 
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OU,  ce  qui  revient  au  niêine, 

et  par  suite  la  fonction  principale,  qui  vérifiera  toujours,  quel  que 
soit  t,  l'équation  (24),  vérifiera,  pour  une  valeur  nulle  de  /,  non  plus 
les  conditions  ('25),  mais  les  suivantes  : 

(26)    57  =  0,     i);t;j  =  o,     |)7CT  =  o D;'   -cT  =  o,     K\)'/~^  Tn=im{.T,  Y,  z). 

Or,  ces  conditions,  jointes  ii  l'équation  {'>.^i),  ne  suffiront  pas  pour 
déterminer  complètement  la  fonction  principale  cî.  Au  reste,  la  seule 
considération  de  la  formule  (21)  conduit  à  une  conclusion  du  même 
genre.  En  effet,  lorsque  le  coefficient  de  D"  dans  V,  savoir  K,  sera 
fonction  de  D^,  D^,  D^;,  le  coefficient  de  .v"  dans  .s,  savoir  <h,  sera  fonc- 
tion de  u,  V,  w,  et  l'intégrale  sextuple,  comprise  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (21),  ne  sera  plus  généralement  une  inté- 
grale complètement  déterminée,  attendu,  par  exemple,  que  la  fonc- 
tion sous  le  signe  \  deviendra  infinie  pour  les  valeurs  de  u,  v,  w  qui 
vérifieraient  l'équation  ^  =  o.  Mais  on  tirera  de  la  formule  (21), 


i-t-i^iv— tA)+i«'i:— V)-(-.v/ 

cK      cÙ,  dv,  du.  d\  dv  d\\ 


((=->)) 


27:       27:        'îr. 


et  cette  dernière  sera  propre  \\  fournir  une  valeur  complètement  déter- 
minée de  la  fonction  Km.  Si,  après  avoir  calculé  la  fonction  II  k  l'aide 
de  l'équation 

(28)  \V=\t  I  I  I  j  I  e"(..-),)-t-''()-ÎA,+H'(3-V)+.V/ 

•/_       X    t^—    aO     «^—    30    «^—   00    «^—   00    «^—    00 

IK     dl  dv  du.  d\  t/v  d\\ 

X  C7(/,,  u.  v) ■ î 

'(^(^)j      27:        27:         9.  T. 

on  pose  généralement 

(29)  KCT  =  I1, 

on  pourra  prendre,  pour  valeur  générale  de  la  fonction  principale  cj, 
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l'une  quelconque  de  celles  qui  vérifieront  la  formule  (29).  A  chacune 
d'elles  correspondra  un  système  de  valeurs  de 

l     r„      ... 

qu'on  pourra  obtenir  à  l'aide  des  théorèmes  2,  3  ou  \,  et  qui  vérifiera 
toutes  les  conditions  énoncées  dans  ces  mêmes  théorèmes. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons 
d'exposer,  concevons  qu'il  s'agisse  d'intégrer  les  équations  simul- 
tanées 

d'^'ç  dn    __  d^f]  dl  

djo  dt        dy         "  dy  dt       dx 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  les  équations 

1)^1)^;  +  I),  0  =0,  1),  l),Y]  -  1)^?  =  o, 

de  manière  qu'on  ait,  pour  L  —  o, 

l  —  o{x,y),  ■r]=:y^{x.y). 

On  trouvera,  dans  ce  cas, 

V  =  I)a:i)v(I);  4-1),  -S  =  «(^(5-+  l), 

par  suite,  la  fonction  principale  m,  assujettie  :  i*'  à  vérifier,  quel  que 
soit  /,  l'équation 

D^I)^.(I),-4-i)în  =  o; 

2°  à  vérifier,  pour  /  =  o,  les  conditions 

ro  =  o,  I)a;l)yi)iGT=:=5î(^,    r), 

sera  définie  parla  formule 

^=c     ^«>    ^=0    ^=c  ^,,,,,._),|+v,v-[j.i)v/-i                  rildv  dady 
=  <\nt  /        /        /       ct(A,  a) * , 
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qui  non  déterminera  pas  complètement  la  valeur,  et  pourra  être  l'une 
quelconque  de  celles  qui,  s'évanouissant  avec  /,  vérifient  Téquation 


^  00*-     30'         —   30'-     OC 


dl  dv  dix  d\ 
9.T.         2r 

=  siii  /  m{x,  y). 

Soient  pareillement  o,  y  deux  fonctions  de  x^  y,  t  ([ui,  s'évanouis- 
sant avec  /,  vérifient  les  équations 

Dj.  I),  9  —  sin^  ol.r,  y).  1)^  1),/  =  •^\\\ty{x.  y). 

Les  valeurs  générales  de  ;,  r,,  (ju'on  déduira  dos  formules 

en  opérant  comme  si  D.r,  1),,  D^,  ^  désignaient  de  véritables  quantités, 
seront 

^=  D,0)xU,9  -  I),.-/).  -0  :=\)A\)y\)l7.  -^  1)^9), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

\  3=  cos^  9(^.  y)  —  si  11/  1),  \  -/{x,  y)  dx  —  \{y.  t), 

n  =  cos/x(./-,  y)  +  sirU  J)^  /  o{x.  y)  dy  +  *\>{x,  t), 

les  intégrations  relatives  aux  variables  x,  y  étant  effectuées  à  partir 
de  valeurs  déterminées  de  ces  variables,  par  exemple  à  parti i"  de 

et  <ï>(;r,  /),  X(v,  /)  désignant  deux  fonctions  arbitraires  de  .r,  /  on  de 
y,  /,  assujetties  à  la  seule  condition  de  s'évanouir  pour  une  valeur 
nulle  de  /.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  les  valeurs  précé- 
dentes de  ?,  Tj  vérifient  les  deux  équations  données  aux  différences 
partielles  et  se  réduisent  respectivement  à 

quand  on  y  pose  /  =  o. 
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!;!  V.  —  Applicalion  des  principes  exposés  dans  le  paragraphe  précédent 
à  l' intégration  des  équations  qui  représentent  les  niouvenients  infini- 
ment petits  de  divers  points  matériels. 


Lorsqu'on  recherche  les  lois  des  mouvements  infiniment  petits  de 
divers  points  matériels  dont  le  nomhre  est  limité  ou  illimité,  les  équa- 
tions différentielles  ou  aux  différences  partielles  que  fournissent  les 
principes  de  la  Mécanique  ne  contiennent  généralement  d'autres 
dérivées  relatives  au  temps  que  des  dérivées  du  second  ordre,  dont 
les  coefficients  se  réduisent  à  l'unité.  Il  est  donc  utile  d'appliquer 
en  particulier  les  troisième  et  quatrième  théorèmes  du  paragraphe 
précédent,  au  cas  où  l'on  aurait 


Si  dans  ce  cas  on  désigne  par  /«,  non  plus  la  somme 

n'  -{-  n"  -\-  n'"  -^  .  .  ., 

mais  le  nomhre  des  variables  principales 

;.     ri.     C 

on  obtiendra,  au  lieu  du  troisième  théorème  du  paragraphe  lY,  la  pro- 
position suivante  : 

TiiÉORKME.  —  Soient  données,  entre  n  variables  principales 

S.     rj,     C,      .  .  . 
et  les  variables  indépendantes 

oc,      7,      z.      t. 

n  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants, 
qui  renferment,  avec  les  variables  principales  et  leurs  dérivées  de  divers 
ordres  obtenues  par  des  différentiations  relatives  aux  coordonnées  x^y,  z. 
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les  dèrwèes  du  second  ordre  relatives  au  temps  t,  savoir 

l)/ç,     DJn,     1)K,     •••, 

les  coejjficients  de  ces  dernières  dérivées  étant  égaux  à  C unité.  Supposons 
d'ailleurs  les  variables  principales  ç,  /],  C»  •••  assujetties  non  seulement 
à  vérifier^  quel  que  soit  /,  les  équations  données,  mais  aussi  à  vérifier., 
pour  /  =  o,  les  conditions 

Soient  encore 

(2)  V  =  o 

réquation  en  D^,  D^,  D^,  D^  résultant  de  C élimination  de  ç,  yj,  C,  ... 
entre  les  équations  données  et 

,(  3  )  ^  =  o 

l'équation  caractéristique  en  laquelle  se  transforme  la  précédente.,  quand 
on  y  remplace  les  notations 

\)^.    \)y.     I)„     I), 
par 

U  r=  U  \J  —  I  ,  ('  =  V  y/ —  I  ,  iP  :=  W  \j —  1,5, 

la  fonction  V  étant  du  degré  in  par  rapport  û^  D,,  et  choisie  de  manière 
que  le  coefficient  de  \)]"  se  réduise  à  l' unité.  Enfin  soit 

xn{x.  j,  :;) 
lune  quelcojique  des  fonctions 

<i>{x,y.z).     \{x.y,z).     ^'{x.y.z) 

Nommons  ct  la  fonction  principale  déterminée  par  la  formule 

/--     /•»     /'=»    /-»    r''    /-^  g„.r+i>Y+wz+st  dJ.  dy]  du.  d\  dv  d\\ 
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par  conséquent  une  fonction  assujettie  :   \°  à  vérifier^  quel  que  soit  t, 
l'équation  aux  dijférences partielles 

(5^     .  VcT  ^rr  o; 

2°  à  vérifier^  pour  ?  =  o,  les  conditions 

(6)       C7=zO.        \)iW—0,       I)?G7  =  0,       ...,       Df--GT=zO,       J)J"-' CT  =z  C7(^\ /,  J  )  ; 

et  désignons  par 

9,     7,     6 <I>.     X,     ^F,     ... 

ce  que  devient  rar  quand  on  réduit  cî(.r,  y,  3)  ci  /'///ie  c/e5  fonctions 

9  ( '^^  j'  - ) •    z ( -*"«  .r '  -  )■    'M -^^  j'  ^ ^ 

«I>(.r,y,  s),     X(,r,  j.  -).     'r(.r,  r.s) 

Pour  intégrer  les  équations  linéaires  données  de  manière  à  remplir  toutes 

les  conditions  requises,  il  sujjira  d'y  remplacer  les  dérivées  du  second 

ordre 

\i]h     D^n.     DK^     •    . 

par  les  différences 

I)2,-_V(a>  +  l),9),     Djr.  _V(X  +  D,/.).     1)^  -  V^l' +  1),'^),      ..., 
puis  de  résoudre  par  rapport  à 

l    -n,    C     ... 

les  nouvelles  équations  ainsi  obtenues,    en  opérant  comme  si  les  nota- 
tions 

J),,     D,,     I),.     D, 

désignaient  des  quantités  r)éritables. 

Applications.  —   Les  équations  qui  représentent  les   mouvements 
infiniment  petits  d'un   système  homogène  de   molécules  sont  de  la 

forme 

(L-l)n;+H-o-HQ:  =  o, 

Q|  +  i»-/]  +  (N  — D;)C  =  o, 
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H,  r],  'C  étant  les  déplacements  d'une  molécule  mesurés  parallèlement 
aux  axes  coordonnés,  et  les  lettres 

L.     M.     N,     P,     Q.     K 
désignant  des  fonctions  entières  des  caractéristiques 

I),,         Dy,         D,. 

Or  concevons  qu'on  veuille  intégrer  ces  équations  de  manière  à  véri- 
fier, pour  /  =  o,  les  six  conditions 

\^,l  =  (t^{x,  y,  z).        \)rn=\{Jr,y,  z),        I),Ç  =  ^F(a7,  r,  5); 

par  conséquent,  en  supposant  connues  les  valeurs  initiales  des  dépla- 
cements et  des  vitesses  de  chaque  molécule  suivant  des  directions 
parallèles  aux  axes  des  .x-,  y,  z.  En  appliquant  le  théorème  ci-dessus 
énoncé  à  la  recherche  des  valeurs  générales  de  l,  y;,  'Ç,  et  nommant 


y,      OÏL,      Ob,      a\      ^,      cR. 


ce  (lue  deviennent 

L.     M,     N,     P,     Q,     K 

quand  on  y  remplace 

Do;,        l>v.        I);  P;»r  U.        i',        «r, 

on  trouvera 

Vr=(D;-L)(D?-M)(D;-N)-P^(l)^-L)-QHI)?-  M  )  -  R^Dj- N  )  -  ^l'QR' 

6  =  {s'-  O  (  ■'^'  -  ^1'^  ){-'^'  —  '^^0  -  '^'{  -«'  -  C)  -  T  (  -^^  -  ^r^  )  -  '^'(■'''  -  ^)  -  2*i^^^. 

Cela  posé,  soient 

la  fonction  principale,  déterminée  par  l'équation  (4),  et 

9,    7,    d/,        O,     X.     ^' 

ce  que  devient  cette  fonction  principale  quand  on  remplace 

ro(^,  r,  z) 

par  l'une  des  fonctions  initiales 

9(.r, /.  :).     x(^.  y,  ô).     d/(j:, /,  :;),       0(j7,  y.  .-).     X(a-,  j,  s),     »ï'(.r,  y,^). 
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Pour  intégrer  les  équations  données,  de  manière  à  remplir  toutes  les 
conditions  requises,  il  suffira  de  résoudre  par  rapport  à 

ces  équations  présentées  sous  les  formes 

(DJ  -  L)i  -  Kr;  -  QC  r^  V(»D  +  l^o), 

-  lU  +  (l)f  —  \I)-o  —  PC  -  V(X  +  Dr/), 

en  opérant  comme  si  D^.,  D^,  D^,  D^  étaient  de  véritables  quantités. 
Alors,  en  posant  pour  abréger 

£  =^|)|_M)(D?-N)-P^  p  =1>(1)J_L)  +  QR, 
iîlr=(D2-N)  (D?— L)-Q^  e  =  Q(l),--M)+RP, 
XI  ={\y^—L)(\)f-M)-lv-^        lî  ^K(I)2_N)^PQ, 

on  trouvera 

I  =  D,(C  9  +  li  X  -+-  ed>)  +  (C  0)  +  H  X  +  e^F ), 
T;  =  D,(îl  9  +  l«x  +  P  (^)  +  (ti  0)  +  iilX  +  1.1  W), 

:  =  \),((ù.o^v  z  ^  ■"  'i^ )  -t-  ( (D<i>  ^  V  X  -h  îi  'F). 

Telles  sont  efTectivement,  sous  leur  forme  la  plus  simple,  les  équations 
des  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  homogène  de  molé- 
cules sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle. 
Considérons  maintenant  deux  systèmes  de  molécules  qui  se 
pénètrent  mutuellement.  Les  équations  de  leurs  mouvements  infi- 
niment petits  seront  de  la  forme 

{L-\r-)l^l\-n  +QÇ  +L,;,  4-R,r,,  +  Q,Ç,  =0, 
R;  +(M-Dn-o+PC  +H,;,  +  M/o,  +  P,r,  =o, 
Qç  4-P-rj  +(N-Dn:^-Q.ç,  +P/r,,  +  N,r,  =o, 
Li  4-  nj,  ^  Q,Ç  +  (L,  -  Df)E,  +  Wrn,  4-  Q/.,  =  o, 
\\,c+Mrn  -+-  P,C  +  R,£,+  (M,-Df  )-^,-i-  P,r^=  o, 
0,,>  P/rî  +  N,Ç  +  0,1,  -H  P^,r,,+  (N,-  \)j)K,  =  o, 

^,  Y],  C  ou  :^,  7]  ,  "C;  étant  les  déplacements  d'une  molécule  du  premier 
ou  du  second  système  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés, 
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et  les  lettres 

L,     M,     N,     P,     Q.     R,     L„     M,,     ... 

indiquant  dos  fonctions  entières  des  caractéristiques 

Or  supposons  que  les  coefficients  des  différents  termes  proportionnels 
à  Dj.,  Dy,  D;  ou  à  leurs  puissances  soient,  dans  ces  mêmes  fonctions, 
regardés  comme  constants,  ce  qu'on  peut  admettre,  au  moins  dans  une 
première  approximation,  lorsque  chaque  système  de  molécule^  est 
homogène,  et  que  le  rayon  de  la  sphère  d'activité  d'une  molécule  est 
très  petit.  Concevons  d'ailleurs  que  l'on  veuille  intégrer  les  six  équa- 
tions données,  dont  chacune  est  du  second  ordre,  de  manière  à 
vérifier,  pour  t  =  o,  les  douze  conditions 

^=o{x,y,z),  r,=x(^,j,s),  t  =d^   {x.  y.  z). 

D,^  =0  (a-,  y,  5),         D,r;  =X  (a:,  y,  s),         I),Ç  =r  »t^  (.r,  y.  z). 
l},l^(p,{x.y,z).         D,r,=\^i.x,y,z),         D,-t,=  W,{x.  y.  z); 

par  conséquent  en  supposant  connues  les  valeurs  initiales  des  dépla- 
cements et  des  vitesses  de  chaque  molécule,  suivant  des  directions 
parallèles  aux  axes  des  x,  y,  z.  En  appliquant  le  théorème  ci-dessus 
énoncé  à  la  recherche  des  valeurs  générales  de 

I,      TH,      Ç-      Ir      '^r      ^t^ 

et  nommant 

ce  que  deviennent 

L,    M,    N,     P,     Q,     R,     L,     M,,     ...,     Q„     R« 

quand  on  y  remplace 

Dor,      D^,       I)::  par  il,       V,      w, 

on  trouvera 

v  =  (i)f-L)(i)/-M)  (i);-N)  (I);-l,)(d;-m„)  (I)?-nj  -..., 

6={s''   _j^)(,s-2   —DXL){s'   -Ob)(..^    -OC-v-    -OrtJ(.^^--)ÔJ-.... 

I 
Cela  posé,  soient 
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la  fonction  principale,  déterminée  par  l'équation  (4),  et 

?,    Z'    4^'    ?/'    '//'    ^" 

<p,     X.     'F.     <P,,     X,     W, 

ce  que  devient  cette  fonction  principale  quand  on  remplace 

ny{x.  r,  s) 
par  l'une  des  fonctions  initiales 

0(^,7, 5).     X(.r,r,3),     »P'(.r,/,  3),     (t»,{x,f,z).     X,(x,y. -),     ^,(^7,7,3). 

Pour  intégrer  les  équations  données  de  manière  à  remplir  toutes  les 
conditions  requises,  il  suffira  de  résoudre  par  rapport  à 

ces  équations  présentées  sous  les  formes 

_R?+(|)2  _M)r,-PC  -R,ç,-M,-rî,    _t»^Ç,=:V(X   ^Dr/J, 
-Q;-Pr)  +(D,^-N)C-Q.;,-Pr^     -N,r,  =  V(^-4-J),4>),     , 
-,L^-,Rr)-,QC  +(D?-L,)^,-R/^    -  Q,?,^  V(a>,  +  D,^,), 
-,RP-,Mr;-,PC  -R.?,  +  (D?-IVJ,)-r),-P,C,=  V(X,-i-Dr/J, 

_^Q^_  Pt;  -,NC  _C\^; -l>,-.î,+  (l)f-Nj:-V(>j;  +  l),'|J, 

en  opérant  comme  si 

1)^,     D,,     D,,     I), 

étaient  de  véritables  quantités.  On  trouvera  de  cette  manière 

ç  3=       C  (O  -+-I),9)  +  H  (X  +  1)^/)  +  <Ci  (^^  +  I),(^) 

r,=       Il  (0)  +  l),9)  -t-  -m(X  ^  Dr/J  +  P  (^r  4-  D.'l) 

C  z=     e(a)  ^i)/9)  +  p  (\  4-  Dr/)  4-  ^^  CJ^'  -hD^'^ 
|^=     ,c  («1»4-Drv)  +,ti  (X+Dr/)  +,(a(^^ -^D,^) 

r<^=      ,ti  («1>-^D,9)  +,in(X  ^Dr/J  4-,^  (*  4-D,6) 

C,  =      ,e(0  +D,9)  4-  ,P  (X  -+-Dr/.)  +;11  C^'  +  D,^) 
-+-  «û^^(«D^-^  D,9J  4-  P,,(X,-f-  D,/,)  -+-  11,  ('F,+  l)r^,), 
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les  lettres 

f,    m.    îi.    V.    e.    ■«.    c,.    in.    ...,    e,,    ^, 

indiquant  des  fonctions  entières  des  caractéristiques 

1)^.     Dv.     De.     D/, 

et  la  forme  de  ces  nouvelles  fonctions  se  déduisant  immédiatement  de 
celle  des  fonctions  représentées  par 

L,     M,     N,     I>,     Q.     H,     L„     M„     ...,     Q,,     R,. 

Nota.  —  Étant  donné,  entre  les  variables  principales  z,  r^,  H,  ...  et 
les  variables  indépendantes  x,  y,  z,  t,  un  système  d'équations 
linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants,  écrites  à 
l'aide  des  caractéristiques  D^,  D^,  D-,  D^;  si,  en  supposant  les  seconds 
membres  de  ces  équations  linéaires  réduits  à  zéro,  on  élimine  entre 
elles  toutes  les  variables  principales  à  l'exception  d'une  seule  ^,  ou  rj, 
ou  C,  •  '  •■>  on  obtiendra  une  équation  résultante  de  l'une  des  formes 

V;=o.          V-r]=:o,         VC  — o,  

V  étant  une  fonction  entière  de  D^,  D^,  D-,  D^  qui  restera  la  même, 
quelle  que  soit  la  variable  principale  conservée,  et  qui  sera  préci- 
sément le  premier  membre  de  l'équation  (i5)  du  paragraphe  IV. 
Ainsi  chacune  des  variables  principales  devra  vérifier,  quel  que  soit  t, 
une  équation  aux  différences  partielles  semblable  à  celle  que  vérifie 
la  fonction  principale  r^,  c'est-à-dire  la  forme 

VC7  :=  o  ; 

et  il  est  clair  qu'on  pourra  en  dire  autant  d'une  fonction  linéaire  quel- 
conque «  des  variables  principales  et  de  leurs  dérivées,  en  sorte  qu'on 

devra  encore  avoir 

Va  =r.  o. 

Si,  dans  les  équations  linéaires  données,  l'ordre  des  dérivées  relatives 
à  t  s'élève  jusqu'à  rï  pour  la  variable  principale  c,  jusqu'à  n"  pour  t], 
jusqu'à  n'"  pour  'Ç,  . . .,  la  plus  haute  puissance  de  D,  renfermée  dans  V 
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sera  en  général  le  nombre  ji  déterminé  par  la  formule 


Toutefois,  il  peut  arriver,  dans  certains  cas,  que  l'exposant  de  cette 
plus  haute  puissance  de  D^  s'abaisse  au-dessous  de  la  somme 
/î'H-/z"+  /?"-f-  . . .,  ou  bien  encore  que  Vh  =  o  ne  soit  pas  l'équation 
aux  différences  partielles  la  plus  simple  à  laquelle  satisfasse  la  valeur 
générale  de  j^.  Dans  des  cas  semblables,  les  méthodes  ci-dessus 
exposées  ne  cessent  pas  d'être  applicables  à  l'intégration  des  équations 
linéaires  données.  Seulement  il  convient  de  les  appliquer  de  manière 
que  les  valeurs  générales  de  ^,  r],  '(,...  »  se  présentent  sous  la  forme 
la  plus  simple  possible.  Les  moyens  qui  peuvent  conduire  à  ce  but 
seront  l'objet  d'un  autre  Mémoire. 

Nous  remarquerons  en  finissant  que,  dans  le  cas  où  les  seconds 
membres  des  équations  linéaires  données  se  réduisent,  non  pas  h  zéro, 
mais  à  des  fonctions  des  seules  variables  x,  y,  z,  en  demeurant  indé- 
pendants de  la  variable  /,  le  quatrième  théorème  du  paragraphe  IV 
fournit  la  seconde  partie  de  la  valeur  générale  de  chaque  variable 
principale  sous  la  forme  à  laquelle  on  serait  conduit  par  une  règle  très 
simple  ({u'a  donnée  M.  Liouville  dans  son  Journal  de  Mathématiques 
(août  i838). 


MEMOIRE 


SIR 


LES  MOUVEMENTS  INFIMMEiM  PETITS 

DONT 

LES  ÉQUATIONS  PRÉSENTENT  UNE  FORME  INDÉPENDANTE 

DE 

LA  DIRECTION  DES  TROIS  AXES  COORDONNÉS,  SUPPOSES  RECTANGULAIRES, 

ou 
SELLEMENT  DE  DEUX  DE  CES  AXES. 


Considérations  générales. 


Comme  on  l'a  vu  dans  les  précédents  xAIémoires,  les  mouvements 
infiniment  petits,  d'un  ou  de  plusieurs  systèmes  de  molécules,  peuvent 
être  représentés  par  des  équations  linéaires  aux  différences  partielles 
entre  trois  variables  principales,  savoir,  les  déplacements  d'une  molé- 
cule, mesurés  parallèlement  à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  et 
quatre  variables  indépendantes,  savoir,  les  coordonnées  et  lé  temps. 
Ily  a  plus  :  dans  ces  équations,  les  coefficients  des  variables  princi- 
pales et  de  leurs  dérivées  deviennent  constants,  lorsque  l'on  considère 
un  système  unique  et  homogène  de  molécules,  et  que  l'on  s'arrête  à 
une  première  approximation.  Dans  l'un  ou  l'autre  cas,  les  coefficients 
dont  il  s'agit,  et  par  conséquent  la  forme  des  équations  linéaires, 
dépendront  en  général,  non  seulement  de  la  nature  du  système  ou  des 
systèmes  moléculaires,  mais  encore  de  la  direction  des  axes  coor- 
donnés. Néanmoins  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  La  constitution  du 
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système  ou  des  systèmes  de  molécules  donnés  peut  être  telle  que  les 
'coefficients  renfermés  dans  les  équations  des  mouvements  infiniment 
petits  ne  soient  pas  altérés  quand  on  fait  tourner  d'une  manière  quel- 
conque les  trois  axes  coordonnés  autour  de  l'origine;  et  alors  il  est 
clair  que  la  propagation  de  ces  mouvements  devra  s'effectuer  en  tous 
sens  suivant  les  mêmes  lois.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsque 
le  son  se  propage  dans  un  gaz  ou  dans  un  liquide.  C'est  ce  qui  arrivera 
encore  si,  l'un  des  systèmes  de  molécules  donnés  étant  le  fluide 
éthéré,  l'autre  système  compose  ce  que  dans  la  théorie  de  la  lumière 
nous  appelons  un  corps  isophane.  Ce  n'est  pas  tout  :  la  constitution  du 
système  ou  des  systèmes  de  molécules  donnés  peut  être  telle  que  les 
coefficients  renfermés  dans  les  équations  des  mouvements  infiniment 
petits  ne  soient  pas  altérés  quand,  l'un  des  axes  coordonnés 
demeurant  fixe,  on  fait  tourner  les  deux  autres  autour  du  premier;  et 
alors  il  est  clair  que  la  propagation  du  mouvement  devra  s'effectuer  en 
tous  sens  suivant  les  mêmes  lois,  non  plus  autour  d'un  point  quel- 
conque, mais  seulement  autour  de  tout  axe  parallèle  à  l'axe  fixe. 
C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si,  le  premier  système  de  molécules 
étant  le  fluide  éthéré,  l'autre  système  compose  ce  qu'on  nomme,  dans 
la  théorie  de  la  lumière,  un  cristal  à  un  seul  axe  optique.  Il  est  donc 
important  d'examiner  ce  que  deviendront  les  équations  des  mou- 
vements infiniment  petits  d'un  ou  de  deux  systèmes  homogènes  de 
molécules,  quand  elles  acquerront  la  propriété  de  ne  pouvoir  être 
altérées,  tandis  que  l'on  fera  tourner  les  trois  axes  coordonnés  autour 
de  l'origine,  ou  bien  encore  deux  de  ces  axes  autour  du  troisième  sup- 
posé fixe.  J'ai  déjà  traité  cette  question,  en  considérant  un  seul 
système  de  molécules  :  i°  pour  le  cas  où  les  équations  sont  homogènes, 
dans  les  Exercices  de  Mathématiques  ;  2°  pour  le  cas  général,  dans  un 
Mémoire  relatif  à  la  Théorie  de  la  Lumière,  et  lithographie  sous  la  date 
d'août  i836.  Mais  d'une  part  ce  dernier  Mémoire,  tiré  à  un  petit 
nombre  d'exemplaires,  est  assez  rare  aujourd'hui;  et  d'ailleurs,  en 
réfléchissant  de  nouveau  sur  la  même  question,  je  suis  parvenu  à 
rendre  la  solution  plus  simple.  J'ai  donc  tout  lieu  d'espérer  que  les 
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géomètres  accueilleront  encore  avec  intérêt  ce  nouveau  Mémoire,  qui 
permettra  d'établir  et  d'exposer  facilement  quelques-unes  des  théories 
les  plus  délicates  de  la  Physique  mathématique. 

Parmi  les  divers  paragraphes  dont  le  Mémoire  se  compose,  le  pre- 
mier est  consacré  au  développement  de  quelques  théorèmes  relatifs  à 
la  transformation  des  coordonnées  rectangulaires,  le  second  à  la 
recherche  des  conditions  nécessaires  pour  qu'une  fonction  de  deux  ou 
de  trois  coordonnées  rectangulaires  reste  indépendante  de  la  direction 
des  axes  coordonnés;  et  c'est  la  connaissance  de  ces  conditions  qui  me 
conduit,  dans  les  paragraphes  suivants,  à  la  solution  de  la  question 
ci-dessus  indiquée. 

§  I-  —  Sur  quelques  théorèmes  relatifs  à  la  transformation 
des  coordonnées  rectangulaires. 

Soient 

X,     y,     z 

les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  P,  relatives  à  trois  axes 

rectangulaires,  et 

X,    y,    z 

ce  que  deviennent  ces  coordonnées,  quand  on  a  fait  tourner  d'une 
manière  quelconque  le  système  de  ces  trois  axes  autour  de  l'origine. 
On  aura,  comme  on  sait, 

!x  =  a.ic  -\-by  -\-cZy 
y  =  a'  X  +  y  y  h-  c'  z, 
Z  ==  a' X  H-  b" y  -i-  c" z^ 

<2,  />,  c;  a! ,  //,  c';  ct!\  b",  c"  désignant  neuf  coefficients,  dont  six  pour- 
ront se  déduire  des  trois  autres,  [attendu  qu'on  doit  avoir,  (juels  que 
soient  x,  y,  z, 

(2)  x2+y*+z2— ^î-f-j^^ -2 

et,  par  suite. 


(3) 


)   bc-hb'c' -^b"c"=o,         ca -¥  c' a' -^  c"  a"  —  o,         ab  ^  a' b' -^  a"  b"  =  o. 
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De  plus  on  tire  des  équations  (i),  jointes  aux  formules  (3), 


a;  z=  a\  -h  a  y  -+■  a  z, 

(4)  ;  ^^Z,x  +  //y-+-//z, 

(  5  rti:  ex  -+-  c'y  -f-  c"z; 

puis  de  ces  dernières,  jointes  à  la  formule  (2), 

'     \   a'a"+  b'b"-^c'c"=o,       a"a+b"b-i-c'c  =  o,       aa' -h  bb' +  ce' =  o. 
Enfin,  si  l'on  nomme 

^p      Yp      S/ 

et 

les  coordonnées  d'un  nouveau  point  Q,  relatives  au  premier  et  au 
second  système  d'axes  coordonnés,  on  aura 

(6)  <   y,:=a'a:^  -j-  b'y,  -+-  c'z^, 

I  7.^  =  a"a-^-hby^^c"z,; 

et  des  formules  (6),  jointes  aux  équations  (3),  on  tirera 

(7 )  XX,  4-  yy,  +  zz,  =  .v.r,  -h  yy ^  +  zz,. 

Donc  la  transformation  des  coordonnées  n  altère  point  la  valeur  de  la 
somme  • 

Cette  somme  représente  effectivement  une  quantité  indépendante  de 
la  direction  des  axes  coordonnés,  savoir,  le  produit  des  rayons 
vecteurs,  menés  de  l'origine  aux  points  P,  Q,  par  le  cosinus  de  l'angle 
que  ces  rayons  vecteurs  comprennent  entre  eux. 

Soit  maintenant  «  une  fonction  quelconque  des  coordonnées  primi- 
tives 

X,    y,     z. 

Si  l'on  passe  du  cas  où  ces  coordonnées  sont  prises  pour  variables 
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indépendantes  au  cas  où  l'on  prend  pour  variables  indépendantes  les 

coordonnées  nouvelles 

X,    y,    z, 

on  aura,  en  vertu  des  formules  (4), 


par  conséquent, 

l  Dx=:  al)-,-^  b  D,  4-  c  D-, 

(8)  J)y=a'I)^+6'IV  +  c'D,. 

f  D,  =  a"J).,.+  6"])v-f-c"D,; 

puis  on  tirera  de  ces  dernières,  eu  égard  aux  formules  (3), 

f   l)^  =  cl),4-c'Dy  +  c''I),. 

Enfin  l'on  tirera  des  formules  (8),  ou  bien  encore  des  formules  (9), 
(10)  D|-hl)5^  +  D,^^D.|+l),^-ht)?. 

Or  les  formules  (8),  (9)  sont  entièrement  semblables  aux  formules  (i), 
(4),  et  la  formule  (10)  à  la  formule  (2).  Par  conséquent  dans  la  trans- 
formation des  coordonnées  rectangulaires,  les  relations  qui  subsistent 
entre  les  coordonnées 

X,    j,     :;         et         x,     y,     z, 

relatives  à  deux  systèmes  d'axes,  subsistent  pareillement  entre  les  carac- 
téristiques 

1)^,     Dj,     I),        et        I)x,     1)5,     I>z 

qui  indiquent  des  différenliations  effectuées  par  rapport  aux  coordonnées 
X,    j,     :;         ou         X,     y,     z 

considérées  comme  variables  indépendantes . 

Au  reste,  on  ne  doit  pas  oublier  que  les  formules  (8),  (9),  (10),  et 
celles  qu'on  peut  en  déduire,  sont  des  formules  symboliques,  que  l'on 
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transforme  en  équations  véritables  en  plaçant  une  fonction  quel- 
conque «  à  la  suite  des  expressions  symboliques  renfermées  dans 
chaque  membre.  Ainsi  en  particulier  la  formule  (ro)  n'est  autre  chose 
que  la  représentation  symbolique  de  l'équation 

im H-  l)^  +  D| )8  =  ( D1+  I)}4-  D|)«, 
OU 

«  désignant    une    fonction    quelconque    des   coordonnées   oo,  y,    z 
ou  X,  y,  z. 

Si  Ton  combine  les  équations  (6),  non  plus  avec  les  équations  (i), 
mais  avec  les  formules  (8),  alors,  au  lieu  de  la  formule  (7),  on 
obtiendra  la  suivante 

(12)  xJ)x+yJ)j-+-zJ),=z:^J)^  +  y,D^.+  2,D2. 

Donc  une  transformation  de  coordonnées  rectangulaires  n'altérera  point 
un  produit  symbolique  de  la  forme 

Les  équations  (6),  et  par  suite  les  formules  (7)  et  (12),  conti- 
nueront évidemment  de  subsister,  si,  en  nommant  toujours 

X,     y,     z         ou         X,     y,     z 

les  coordonnées  primitives  ou  nouvelles  du  point  P,  on  désigne  les 
coordonnées  primitives  ou  nouvelles  d'un  second  point  Q,  non  plus 

par 

^n    ïn     -/         OU  par        X,,     y,,     z^, 
mais  par 

x  +  x^,    7  +  7/,    5  4-3,        ou  par        x -+- x,,     y  +  y„     z-^z,, 

en  sorte  que 

x^,    y,,     z,         ou         X,,     y,,     z, 

représentent  les  projections  algébriques  de  la  distance  PQ  sur  les  axes 
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coordonnés  des  x,y,  z  ou  des  x,  y,  z.  Cela  posé,  soient 

une  fonction  quelconque  des  coordonnées  x,  y,  z  du  point  P,  et 

A» 

Taccroissement  que  reçoit  cette  fonction,  quand  on  passe  du  point  P 
au  point  Q,  c'est-à-dire  quand  on  fait  croître  x  de  x,,  y  dej,,  z  de  s,, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  x  de  x„  y  de  y,,  z  de  z^.  On  aura,  en  vertu 
du  théorème  de  Taylor, 

par  conséquent 

et 

(,/^)  ^  —  g.r,Dx+r.iV+  =  'i>^  — i=:e''''''+3'''V-^''"'— I. 

Donc  la  caractéristique  A,  considérée  successivement  comme  fonction 

des  caractéristiques 

Dx,     I>r,     1)=, 

et  comme  fonction  des  caractéristiques 

I)..     D5,     D„ 
sera  représentée,  dans  le  premier  cas,  par  l'expression  symbolique 

et  dans  le  second  cas  par  l'expression  symbolique 

-,x,D;,  +  y,Oy +  7.  ,I>z  I  ^ 

Or,  il  résulte  de  la  formule  (12)  que,  pour  passer  de  la  première 
expression  symbolique  à  la  seconde,  il  suffit  de  chercher  ce  que 
devient  la  première  quand  on  opère  la  transformation  des  coordonnées. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 
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Théorème.  —  Soient 

les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  mobile  P,  et  désignons  à  l'aide 
de  la  caractéristique 

l'accroissement  que  reçoit  une  fonction  de  oo^  »y^  z,  quand  on  passe  du 
point  P  à  un  autre  point  Q,  en  attribuant  aux  coordonnées  du  premier 
point  certaijis  accroissements 

Soient  d  ailleurs 

X,     y,     z         et         x„     y,,     z, 

ce  que  deviennent 

x^    y,     z         et         ûCp     y  I,     Zp 

quand  on  a  fait  tourner  autour  de  l'origine  d'une  manière  quelconque, 
le  système  des  trois  axes  coordonnés .  Si  l'on  veut  déduire  l'une  de  l'autre 
les  deux  valeurs  que  le  théorème  de  Taylor  fournit  immédiatement  pour 
la  caractéristique  A,  considérée  d'abord  comme  fonction  de  D^,  D^,  D,, 
puis  comme  fonction  de  D^,  D, ,  D^^,  il  suffira  d'avoir  égard  aux  formules 
qui  servent  à  opérer  la  transformation  des  coordonnées  rectangulaires 
avec  un  changement  simultané  de  variables  indépendantes. 

Les  diverses  formules  établies  dans  ce  paragraphe  s'étendent 
évidemment  au  cas  où  l'on  passerait  d'un  premier  système  de  coor- 
données à  un  second,  en  faisant  tourner  seulement  les  axes  des  x  et 
des  r  autour  de  l'axe  des  z.  Alors  c,  c  seraient  nuls  ainsi  que  a!\  b" , 
et  les  formules  (i),  (2),  (4),  (7),  (8),  (9),  (12)  pourraient  s'écrire 
comme  il  suit 

(i5)  X  :=x  cosa +/ sina,         y=:ycosa  —  o^sina, 

(16)  x'-  +  y^=^^4-rS 

(17)  j:  rr:  X  cosoc  —  y  sina,        /  :— y  cosa -i- x  sin  a, 

(18)  xx,+  yy,=  ^^/4-//,, 

(19)  l)x=:  cosar)j:+ sinaDy,         I)j=cosaI)y — sinaD^;, 

(20)  Da:^=:COsaDx  —  sitial),,         D^:=cosaDj  +  sinaDx, 

(21)  \)i-\-\yi  =  Di-^Di. 
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§  H.  —  CondiUon  que  doit  remplir  une  fonction  de  deux  ou  de  trois 
coordonnées  rectangulaires,  pour  devenir  indépendante  de  la 
direction  des  axes  coordonnés. 


Pour  arriver  facilement  à  la  condition  dont  il  s'agit,  nous  aurons 
recours  à  une  proposition  qui  est  évidente  par  elle-même,  et  dont 
voici  l'énoncé. 

Premier  Théorème.  —  Si  une  équation  entre  plusieurs  variables  indé- 
pendantes 

oc.     /,     -,      ... 

et  plusieurs  paramètres  ou  constantes  arbitraires 

a,     g,      ... 

doit  subsister,  quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  attribuées  à  ces  variables 
et  à  ces  paramètres,  elle  continuera  de  subsister,  quelles  que  soient  les 
variables  oc,  y,  z, . . .  quand  on  établira  des  relations  entre  ces  variables 
et  les  paramètres  y.,  6, . . .  en  transformant  ces  paramètres  ou  seulement 
quelques-uns  d'entre  eux  en  fonctions  de  x,  y,  z. 

On  conçoit,  en  effet,  qu'une  équation  qui  se  vérifie  indépendamment 
de  valeurs  attribuées  à  diverses  quantités,  subsiste,  par  cela  même, 
dans  le  cas  où  l'on  établit  entre  ces  quantités  des  relations  quel- 
conques. >-' 

D'ailleurs  le  théorème  qu'on  vient  d'énoncer  entraîne  évidemment 
la  proposition  suivante. 

Deuxième  Théorème.  —   Soient 

X,     r,     z,     ... 
plusieurs  variables  indépendantes,  et 

X,     y,     z,     ... 
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des  fonctions  qui^  renfermant  avec  ces  variables  certains  paramètres 

a,     6,      ... , 
se  réduisent  à 

^1    y-i    *'^    . . .  ■ 

pour  des  valeurs  particulières  de  ces  paramètres.  Enfin,  supposons  que 
des  relations  convenables,  établies  entre  les  paramètres  a,  Ç,...  et  les 
variables  indépendantes  ce,  y,  z, . ..  puissent  faire  évanouir  toutes  les 
fonctions 

X,    y,    z, 

à  l'exception  d'une  seule,  de  x,  par  exemple,  en  réduisant  celle-ci  à  une 
fonction  déterminée  R  de  x,y,  z, Si  l'expression 

f(x,y,  z,  ...), 

considérée  comme  fonction  de  x,  y,  s,  ...,  conserve  la  même  forme, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  paramètres 

a,     ê,      ..., 
en  sorte  que  l'équation 

f(x,y,z,  ...)  =  f(d:,  j,  5,  .  ..) 
soit  identique,  on  aura  encore  identiquement 

f(a:,r,  :;,...)  =  f(R,  o,  o,  ..  .). 

Pour  montrer  une  application  de  ce  dernier  théorème,  rapportons 
les  différents  points  de  l'espace  à  trois  axes  rectangulaires  des  x,  y,  z, 
et  considérons  l'un  des  points  auxquels  appartiennent  les  deux  coor- 
données 

'^,    J. 

Si  l'on  fait  tourner  les  axes  des  x  et  des  y  autour  de  l'axe  des  ::,  les 
deux  coordonnées 

•^1    y 

se  trouveront  remplacées  par  deux  coordonnées  nouvelles 

X,       V 
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liées  aux  deux  premières  par  deux  équations  linéaires  et  de  la  forme 

(i)  X  =  j:"  cosa +/ sina,         y  =z  y  cosoc  —  o^sina. 

Cela  posé,  pour  qu'une  expression  de  la  forme 

f(x,y) 

devienne  indépendante  de  la  direction  des  axes  mobiles,  il  faudra  que 
l'on  ait  constamment 

(2)  f(x,y)  — f(^,  y), 
ou,  en  d'autres  termes, 

(3)  {{ce  cosa  -t- y  si  11  a,  /cosa  —  ^  sina)  =  f(^,  j), 

quelles  que  soient  les  valeurs,  non  seulement  de  x  et  de  j,  mais  encore 
de  l'angle  a.  D'ailleurs  pour  faire  évanouir  y,  il  suffira  d'admettre, 
entre  a,  x,  et  y,  la  relation  exprimée  par  la  formule 


de  laquelle  on  tire 

et  par  suite 

la  valeur  de  r  étant 


y  cosa  —  a;  sin  a  =  o 

cosa  sin  a i 

07      ^     y      ~  ~  /•  ' 


(4)  r=v^rM^j*. 

Donc  l'équation  (^2),  lorsqu'elle  se  vérifiera  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  X,  y,  quel  que  soit  le  paramètre  a,  entraînera  la  suivante 

(5)  f(^,j)  =  f(±:/-,o), 

et  par  conséquent  les  deux  suivantes 

(6)  {{x,y)  =  {{r\o), 

(7)  f(^%   o)=f(-/-,o). 


SUR   LES   MOUVEMENTS   INFINIMENT  PETITS,    ETC.      145 

Or  les  formules  (6),  (7)  comprennent  évidemment  le  théorème  que 
nous  allons  énoncer. 

Troisième  Théorème.  —  Pour  qu  une  fonction 

^{^^  y) 

de  deux  coordonnées  x,  y,  d'un  même  point ^  relatives  à  deux  axes 
rectangulaires^  ne  soit  point  altérée,  tandis  quon  fait  iiarier  ces  coor- 
données^ non  en  changeant  la  position  du  point ^  mais  en  faisant  tourner 
les  deux  axes  dans  leur  plan^  autour  de  l'origine^  il  est  nécessaire  que 
f  (  j;,  y)  se  réduise  à  une  fonction  du  rayon  recteur  r  mené  de  l'origine  à 
la  projection  du  point  donné  sur  le  plan  des  x^  y,  et  même  à  une  fonction 
de  r  qui  ne  varie  pas  quand  on  y  remplace  r  par  —  r. 

On  démontrerait  encore   facilement  le  théorème  qui  précède,  en 
substituant  aux  coordonnées  rectangulaires 

^,    y       ou        \,    y 

deux  coordonnées  polaires 

/*,    p       011        r.    p 

dont  la  première  r  serait  toujours  le  rayon  vecteur  ci-dessus  mentionné, 
la  seconde  p  ou  p  désignant  l'angle  formé  par  ce  rayon  vecteur  avec  le 
demi-axe  des  x  ou  des  x  positives.  Alors  en  effet,  on  aurait  entre  x,y 
et  r, p,  ou  X,  y,  et  r,  p,  des  équations  de  la  forme 

(8)  jc  zzz  r  cosp,        y  =1  rs'inp, 

ou 

(9)  x=/cosp,         y  =  rsinp, 

la  valeur  de  p  étant  elle-même  de  la  forme 

(10)  \i=p  —  ci; 
et  l'équation  (2)  deviendrait 

(il)  f(rcosp, /•  sinp)  =  f(/- cos/?,  r  sin/?). 

OFMfres  de  C.  —  S.   Il,  t.  XI.  I9 


ne  MÉMOIRE 

Or,  il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  la  fonction  des  variables^, 
y,  ou  r,  p,  représentée  par 

f(a7,  /)  =  f(/-cos/J,  rsinp), 

ne  varie  pas  quand  on  fait  varier  p,  et  se  réduit  en  conséquence  à  la 
fonction  de  r  en  laquelle  elle  se  transforme  quand  on  pose  />  =  o 

ou/?  =  û,  c'est-à-dire  à 

f(±r.o), 

le  double  signe  pouvant  être  réduit  arbitrairement  au  signe  4-  ou  au 
signe  — . 

Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  tourner  autour  de  l'origine, 
d'une  manière  quelconque,  les  trois  axes  rectangulaires  des  ^,  desj 
et  des  :;.  Les  trois  coordonnées 

d'un  point  donné,  se  trouveront  remplacées  par  trois  coordonnées 

nouvelles 

X,    y,     z 

liées  aux  trois  premières  par  trois  équations  de  la  forme 

i    \=iax  -{- by   -\-cz, 
(i2)  ^  y  =  a'x  +  b'y  -^  c' z, 

\  7.—a"x  +  b"y  +  c"z, 

dans  lesquelles  six  des  neuf  coefficients 

a,     b,     c,         a',     b',     c\         a",     b\     c" 

pourront  se  déduire  des  trois  autres,  en  vertu  des  formules  (3)  ou  (5) 
du  paragraphe  I,  en  sorte  qu'on  aura  identiquement 

(i3)  x--\-f-^7}  —  x''-^y''-^z''. 

Cela  posé,  pour  qu'une  expression  de  la  forme 

r(x,  y,  z) 

devienne  indépendante  de  la  direction  des  axes  mobiles,  il  faudra  que 
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l'on  ait  constamment 

(i4)  ({x,y,z)  =  f{.T,y,z), 

quelles  que  soient  les  valeurs,  non  seulement  de 

a;,    y,     z, 

mais  encore  de  trois  des  neuf  coefficients 

a,     b,     c,         a',     b',     c',         a\     b",     c" 

dont  on  pourra  disposer  de  manière  à  faire  évanouir  y  et  z.  D'ailleurs, 
si  l'on  nomme  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  donné, 
on  aura 


(i5)  r  =  \/œ^^y^-^z-, 

et  l'équation  (i3),  réduite  à 

(16)  .  x*4-y'-+- z-=r', 

donnera,  pour  des  valeurs  nulles  de  y  et  de  z, 

(.7)  x=±r. 

Donc  la  formule  (i4)  entraînera  la  suivante 

(18)  f(^,  j,c)=f(±/',o,o), 

par  conséquent  les  deux  suivantes 

(19)  {{x,  y,  z)  =  [{r,  0,0). 

(20)  f(r,o,o)   —  f(— /•,  o,  o). 

Or  les  formules  (19),  (20)  comprennent  évidemment  le  théorème  que 
nous  allons  énoncer. 

Quatrième  Théorème.  —  Pour  qu'une  fonction 

de  trois  coordonnées  ce,  y,  z  d'un  même  point,  refatiçes  à  trois  axes 
rectangulaires,  ne  soit  point  altérée,  tandis  quon  fait  varier  ces  coor- 
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données^  non  en  changeant  la  position  du  point  ^  mais  en  faisant  tourner 
le  système  des  trois  axes  rectangulaires  autour  de  l'origine^  il  est  néces- 
saire que  f  (a?,  j',  z^  se  réduise  à  une  fonction  du  rayon  vecteur  r  mené  de 
l'origine  au  point  donné ^  et  même  à  une  fonction  de  r  qui  ne  varie  pas 
quand  on  y  remplace  r  par  —  r. 

Au  reste,  on  démontrerait  encore  facilement  le  théorème  qui  pré- 
cède en  substituant  aux  coordonnées  rectangulaires 

X.    j,     z        ou         X,     y,     z, 

des  coordonnée^  polaires 

r,     p,     q         ou         r,     p,     q, 

liées  aux  premières  par  des  équations  de  la  forme 

arz=rcos/>,         j  =r /•  sin/j  cos^,         z  =  r  sinyosin^, 
OU 

x=^/cosp,        y  ^= /•  sinp  cosq,         z  =  rsinpsinq. 

En  effet,  en  vertu  de  cette  substitution,  la  formule  (i4)  deviendrait 

/(/•cos  p,  r  sin  p  cosq,  r  si n  p  sin  q)  =:/(/•  cos/>,  rsiny^cos^,  rsinjosin  q). 

Or  comme,  la  direction  des  nouveaux  axes  étant  complètement  arbi- 
traire, on  pourrait  en  dire  autant  des  valeurs  des  variables  p,  q,  on 
conclurait  de  la  formule  précédente  que  la  fonction 

f(^,  r,  5)  :=  f(r  cos/?,  r  sin/>  cos^,  /•  siti/j  sin^) 

ne  varie  pas  avec  p  et  q,  mais  seulement  avec  r,  et  se  réduit  à  la  valeur 

de 

f(rcos/?,  rsin/>cosg',  /-sin/^sin^) 

correspondante  à/?  =  o  ou /?  =  ■::,  c'est-à-dire  à 

f(±/-,  0,0). 

Lorsque  les  fonctions  de  x,  y  ou  de  x,  y,  z  désignées,  dans  les 
théorèmes  3  et  /j,  par 

Ç{jc,  y)         ou         f{x,  y,  z) 
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sont  des  fonctions  entières  composées  d'un  nombre  fini  ou  infini  de 

termes,  alors 

f(/-.  o)         ou         f(r,  o,  o) 

est  pareillement  une  fonction  entière  de  r,  et  même,  en  vertu  de  la 
formule  (7)  ou  (20),  une  fonction  entière  de  r-,  c'est-à-dire  de 

x^-\-y-         ou  de         x"^ -{- y- -r  z^ . 

Gomme  d'ailleurs  toute  fonction  entière  de  r  ou  de  r'  remplit  évidem- 
ment la  condition  mentionnée  dans  le  troisième  ou  le  quatrième  théo- 
rème, il  en  résulte  qu'on  peut  encore  énoncer  les  propositions  sui- 
vantes. 

Cinquième  Théorème.  —  Pour  qu  une  fonction  entière 

de  deux  coordonnées  x,  y  d'un  même  point,  relatives  à  deux  axes  rectan- 
gulaires, ne  soit  point  altérée,  tandis  qu'' on  fait  varier  ces  coordonnées^ 
non  en  changeant  la  position  du  point,  mais  en  faisant  tourner  les  deux 
axes  dans  leur  plan  autour  de  i origine,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  f  (.37,  ■>')  se  réduise  à  une  fonction  entière  de 

Sixième  Théorème.  —    Pour  qu'une  fonction  entière 

{{x,y,z) 

des  trois  coordonnées  x,  y,  z  d'un  même  point,  relatives  à  trois  axes 
rectangulaires,  ne  soit  point  allérée,  tandis  qu'on  fait  varier  ces  coor- 
données, non  en  changeant  la  position  du  point,  mais  en  faisant  tourner 
le  système  des  trois  axes  coordonnés  autour  de  l'origine,  il  est  nécessaire 
et  il  suffit  que  Hx,  y,  z)  se  réduise  à  une  fonction  entière  de 

r-=z  x'-\-  y--\-  3*. 
Nous  avons  vu,  dans  le  paragraphe  I,  que  si  l'on  nomme 
X,    7,    3        et        X,    y,     X 
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les  coordonnées  d'un  même  point,  relatives  à  un  premier  et  à  un 
second  système  d'axes  rectangulaires,  les  caractéristiques 

s'exprimeront  en  fonction  des  caractéristiques 

de  la  même  manière  que  les  nouvelles  coordonnées 

en  fonction  des  coordonnées  primitives 

œ,     y.     z. 

En  conséquence,  on  pourra,  dans  les  théorèmes  5  et  6,  remplacer  les 
coordonnées  x,y,  z  par  les  caractéristiques 

Dx,     I),'     I)., 

et  l'on  obtiendra  ainsi  les  propositions  nouvelles  que  nous  allons 
énoncer. 

Septième  Théorème.  —  x.  y  étant  deux  coordonnées  reclan  salaires,  et 

les  caractéristiques  qui  indiquent  des  différenliations  relatives  à  ces  coor- 
données; pour  qiî  une  fonction  entière  de  ces  caractéristiques  ne  soit  point 
altérée^  tandis  qu'on  fait  tourner^  dans  le  plan  des  a;,  j,  les  axes  coor- 
donnés autour  de  l'origine,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  cette  fonction 
se  réduise  à  une  fonction  entière  de 

Huitième  TiiÈORÈiME.  —   x^y^  z  étant  des  coordonnées  relatives  à  trois 
axes  rectangulaires ^  et 

Dx,     Dr-     D= 

les  caractéristiques  qui  indiquent  des  différentiations  relatives  à  ces  coor- 
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données  ;  pour  qu'une  fonction  entière  de  ces  caractéristiques  ne  soit  point 
altérée^  tandis  que  l'on  fait  tourner  d'une  manière  quelconque  les  axes 
coordonnés  autour  de  l'origine,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  cette 
fonction  se  réduise  à  une  fonction  entière  de 


Di+D} 


§  III.  —  De  la  forme  que  prennent  les  équations  des  mouvements  infini- 
ment petits  d' un  système  homogène  de  molécules,  dans  le  cas  où  ces 
équations  deviennent  entièrement  indépendantes  de  la  direction  des  axes 
coordonnés. 

Les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  d'un  système 
homogène  de  molécules  renferment,  avec  les  déplacements  molécu- 
laires \,  Y],  C  mesurés  parallèlement  à  trois  axes  rectangulaires,  quatre 
variables  indépendantes,  savoir,  les  coordonnées  x^  y,  z,  relatives 
aux  trois  axes  dont  il  s'agit,  et  le  temps  t.  Ces  mêmes  équations, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  un  autre  Mémoire,  peuvent  s'écrire  comme 
il  suit 

(i)  R|  +  (M-Dnri  +  PÇ  =  o, 

(  QH+Pr]-+-(N-l)nC^o, 

L,  M,  N,  P,  Q,  R  étant  des  fonctions  entières  de 

Dx,     Dr,     I),; 

et  si,   comme  l'ont  fait  quelques  géomètres  (^),  on  emploie,  pour 
représenter  les  caractéristiques 


de  simples  lettres 
on  aura 

(2) 


r,    (»', 


L  =  (i  -+-  D*  H,         M  =  G  +  1),^  H ,         N  =  G  +  I).; H, 
P=I)J)„,H,  Q  =  I),I)„H,  R:=D„D,H, 


(1)  On  peut  citer  particulièrement  à  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  Poisson  Sur  l'inté- 
gration de  quelques  équations  Linéaires  aux  différences  partielles,  etc.,  lu  à  l'Académie 
des  Sciences  le  rtj  juillet  1819,  et  où  cet  illustre  géomètre  différentic  et  intègre  des  fonc- 
tions qui  renferment  des  caractéristiques. 
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G,  H  étant  deux  fonctions  de  ii,  v,  w,  entières,  mais  généralement 
composées  d'un  nombre  infini  de  termes.  En  conséquence,  les 
formules  (2)  donneront 

i   (G  — J);)|  +  D„(I)„H|+l),Hy]-+-D,,HC):=o, 

(3)  ,  (<i-l)nTn-f-r).(D«Hç+D.Hy)H-I).„HC)  =  o, 

(  (G  -  1)2  )C  -h  D„(l)„Hç  +  D,Hr,  -^  I).,  H  C)  =  0, 

pourvu  que  l'on  effectue  d'abord  sur  H,  considéré  comme  fonction 
de  u,  P,  iv,  les  différentiations  indiquées  par  les  caractéristiques 

I)«,     D.,     D.„; 

puis  surE,  ri,  l,  considérés  comme  fonctions  de  x,y,  z-  les  différentia- 
tions indiquées  par  les  caractéristiques  w,  ç,  w.  Quant  aux  valeurs  de 

G,    H, 

considérés  comme  fonctions  de 

u  =  1)^,        ç  =  Dy,        w  —  J)., 

on  les  obtiendra  de  la  manière  suivante. 

x,y,  :;  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'une  molécule  m  du 
système  que  l'on  considère,  nommons  m  une  seconde  molécule 
séparée  de  la  première  par  la  distance  r; 

X,    y,     z 

les  projections  algébriques  de  cette  distance  r  sur  les  axes  coordonnés, 
et 

mmrf{r) 

l'action  mutuelle  des  deux  molécules  m,  m,  prise  avec  le  signe  +  ou 
le  signe  —,  suivant  que  ces  deux  molécules  s'attirent  ou  se 
repoussent.  Enfin,  «  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  z^ 
désignons  par 

l'accroissement  que  prend  cette  fonction  quand  on  passe  de  la  mole- 
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cule  m  à  la  molécule  m.  On  aura  non  seulement 

A8  =  (e'''''+yf/+^i*'— 1)8, 
par  conséquent 

(4)  A=:e''i>.r  +  yi)^+zD,_,^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  A  =  e»»-'-y*'-f/.iv j . 

mais  encore 


r       dr 


G8=:S[/«/(/-)A8], 

A«  —  (x/<  H- yc  -f-  ziv)«  — 


(  X //  -1-  y  ('  -i-  Z(T')-8 


le  signe  S  indiquant  une  somme  relative  aux  diverses  molécules  m 
voisines  de  m;  par  conséquent 

G  =  S[m/(r)A], 


(6) 

(7)        H  =  s!^<4^ 
/  /•       dr 


(x«  H-  yc  +  zn')  — 


(  X  «  +  yc  -+-  7AV 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(8)      H-sj^^^[A-(xn.+  yI),+  zD,)- 


(xn^+yI),.4-zD,V 


Or,  en  vertu  de  la  formule  (12)  du  paragraphe  I,  dans  laquelle  a:^,  x,  z^ 
sont  des  quantités  analogues  à  celles  que  nous  désignons  ici  par  x,  v,  z, 
les  valeurs  de  G,  H,  fournies  par  les  équations  (6),  (7),  seront,  aussi 
bien  que  la  valeur  de  A  {voir  le  théorème  placé  vers  la  fin  du  para- 
graphe!), indépendantes  de  la  direction  des  axes  coordonnés.  Seule- 
ment, dans  les  développements  de  G,  H  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de 

Do:,    I),.    I)., 

les  coefficients  de  ces  caractéristiques  pourrontvarier,  en  même  temps 
qu'elles,  avec  la  direction  des  axes  ;  et 

G,     H, 

considérés  comme  fonction  de 

D:r,     D^,     IK, 


OF.uvres  de  C.  —  S.  H,  t.  XI. 
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pourront  alors  prendre  successivement  diverses  formes,  sans  néan- 
moins changer  de  valeurs. 

Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où,  la  direction  des  axes 
coordonnés  venant  à  varier,  G,  H,  qui  ne  changeront  pas  de  valeurs, 
ne  changeraient  pas  non  plus  de  forme.  Il  est  clair  que,  dans  ce  cas 
particulier,  la  forme  des  équations  des  mouvements  infiniment  petits 
resterait  elle-même  invariable  et  indépendante  de  la  direction  des 
axes  coordonnés.  Il  y  a  plus  :  pour  que  la  forme  des  équations  <lu 
mouvement  reste  invariable,  il  est  nécessaire  qu'en  développant  les 

valeurs  de 

L,     M,    N,     P,     Q,     K, 

fournies  par  les  équations  (2),  suivant  les  puissances  ascendantes  des 
caractéristiques 

on  trouve  pour  coefficients  de  ces  puissances  des  quantités  indépen- 
dantes de  la  direction  des  axes  coordonnés.  Or,  si  cette  dernière  con- 
dition est  remplie,  non  seulement 

L,     M,     N,     P,     Q,     H, 

considérés  comme  fonctions  de  u,  ç,  w,  présenteront  une  forme  inva- 
riable, mais  on  pourra  encore  en  dire  autant  des  expressions 

D„  (i  =  J)„  M  -  I),  H  =  ])„  N  -  D.,Q, 
J)^  G  =  1),  N  —  D„,P  =:  I),  L  — 1)„  R. 
1),,G  =  1),,L'-D„Q=:D,„M-J).  P, 

c'est-à-dire  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  G,  relatives  à  u,  v,  w, 
par  conséquent  de  sa  différentielle  totale,  et  de  cette  fonction  elle- 
même  qui,  en  vertu  des  formules  (5)  et  (6),  devra  s'évanouir  avec  A, 
quand  on  y  remplacera  u,  v,  w  par  zéro.  Ce  n'est  pas  tout  :  la  forme 
de  la  fonction  G  étant  invariable,  en  même  temps  ({ue  les  formes  de 

L,     M,     N,     P,     Q,     H. 
on  conclura  des  formules  (2)  que  les  six  dérivées  partielles  du  second 
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ordre  de  la  fonction  H,  savoir 

I),^H,     D,M1,     I).IH,     l).l)„,H,     1),.I)„II,     1)J).H, 

présenteront  elles-mêmes  dans  l'hypothèse  admise  des  formes  inva- 
riables. Donc  on  pourra  en  dire  autant  de  la  différentielle  totale  du 
second  ordre  de  H  considéré  comme  fonction  de  u,  v,  w;  et  puisque, 
en  vertu  des  formules  (5)  et  (7),  la  fonction  H  s'évanouit  avec  sa  diffé- 
rentielle totale  du  premier  ordre,  pour  des  valeurs  nulles  de  u,  v,w, 
nous  devons  conclure  que,  dans  l'hypothèse  admise,  cette  fonction  H 
offrira  (>lle-mème  une  forme  invariable. 

Ainsi,  en  résumé,  pour  que  les  équations  des  mouvements  infiniment 
petits  d'un  svstème  homogène  de  molécules  offrent  une  forme  indé- 
pendante de  la  direction  des  axes  coordonnés,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  pour  que  les  valeurs  de 

\)]l    D?ri,    I)K, 

fournies  par  ces  équations,  soient  des  fonctions  invariables  des  dépla- 
cements E,  Y],  s  et  de  leurs  dérivées  de  divers  ordres,  prises  par  rap- 
port à  X,  y,  z,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  fonctions  de  D^,  D^, 
D;,  représentées  par  G,  H,  et  déterminées  par  les  formules  (6)  et  (7) 
ou  (())  et  (8),  conservent  non  seulement,  comme  il  arrive  toujours,  la 
même  valeur,  mais  aussi  la  même  forme,  après  un  changement  de 
variables  indépendantes  correspondant  à  une  transformation  de  coor- 
données rectangulaires.  D'ailleurs,  pour  que  cette  dernière  condition 
soit  remplie,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira,  en  vertu  du  huitième  théo- 
rème du  paragraphe  II,  que  G,  M  se  réduisent  à  des  fonctions  de  la 
somme 

1)1+ I)}+I)^ 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème.  —  Pouj^  que  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits 
d'un  système  homogène  de  molécules  soient  indépendantes ^  dans  leur 
forme,  de  la  direction  attribuée  aux  axes  coordonnés^  il  est  nécessaire  et 
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il  suffit  que  les  fonctions  de 

représentées  par 

(i,     H. 

et  déterminées  par  les  formules  (f>)  et  (7)  ou  (6)  et  (8),  se  réduisent  à 

des  fonctions  de 

ir-  +  (^2  +  w'-  ^  Dl  -+-  \)i  -^  D  : . 

Posons  maintenant,  pour  abréger, 

Lorsque  G,  H  se  réduiront  à  des  fonctions  de  u'^  -hv-  -i-w-,  par  consé- 
quent de  k^,  alors,  en  prenant 

(10)  E  —  (j  4-  -r  -TT'  t  = 


A  (lA  A-         ^A- 

on  lirera  des  formules  (2), 

j  L  =  E  +  F«^         M  =  E  +  Fr2        N  =  E  +  F»v2, 
(P  =  ¥v^^^.  O  — F.ï-M,  Kr=F//i', 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(  L  =  E  +  F  \)l,         M  =  E  +  F  D;,         N  =  E  +  F  I)| , 

/    P=rFI)^l),.  0=:FI)J)^.  HzizFD^I)^, 

Donc  alors  les  formules  (i)  se  réduiront  aux  suivantes 

[   (E-I)n^  4-Fl),(l)^,^-4-l),r;  +  IKÇ)=o, 

(i3)  V   (E-|);)r;-f-FI),.(I)x;-+-l),ri  +  l),C)  =  o, 

(  (E  — I);)C +FI):(l)^-;^l)r^ +-DcO  =  o. 

Au  reste,   à  l'aide  des   principes  établis  dans  le   paragraphe  11,  on 
s'assurera  sans  peine  qu'eifectivement  les  équations  (i3)  ne  changent 
pas  de  forme  quand  on  change  la  direction  des  axes  coordonnés. 
Il  est  bon  d'observer  que,  si  l'on  pose 

(i4)  u  =  I),ï  +  I),-^  +  D,Ç, 

la  nouvelle  variable  u  représentera  toujours,  abstraction  faite  du  signe, 
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la  dilatation  ou  la  condensation  du  volume,  mesurée  au  point  (07,7,2), 
dans  le  système  de  molécules  donné.  Cela  posé,  les  équations  (i3) 
pourront  être  présentées  sous  la  forme 

(i5)     (D;^  — E)>=FJ)^u,         (l)f-E)r)  =  FI)vt^,         (D?  — E):  =  FI),u, 

et  l'on  tirera  de  ces  mêmes  équations,  respectivement  multipliées 

par 

D^,    I)^,    D-, 

puis  combinées  entre  elles  par  voie  d'addition, 

(.6)  [I)|_E-F(Dl^-[)^^.+  I)|)]•J  =  o. 

Lorsque  dans  un  système  homogène  de  molécules,  les  équations  des 
mouvements  infiniment  petits  prennent  une  forme  indépendante  delà 
direction  des  axes  coordonnés,  ce  système  est  évidemment  du  nombre 
de  ceux  où  la  propagation  du  mouvement  s'effectue  en  tous  sens  suivant 
les  mêmes  lois.  Or,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  les  mouvements 
infiniment  petits  d'un  semblable  système  peuvent  être  représentés 
par  les  équations  (i3),  dans  lesquelles 

E     et    F 
sont  deux  fonctions  déterminées  de 

ou  bien  encore,  par  les  formules  (i 5)  jointes  à  l'équation  (16).  D'ail- 
leurs il  est  important  d'observer  :  i"  que  la  dilatation  du  volume  peut 
se  déduire  immédiatement  de  l'intégration  de  la  seule  équation  (tG); 
2°  que,  cette  dilatation  une  fois  connue,  les  valeurs  de  ;,  de  yj  et 
de  '(,,  se  trouveront  déterminées  chacune  séparément  par  les  trois 
formules  (i5). 

Nous  observerons  encore  que  des  formules  (i5),  combinées  entre 

elles,  on  tire 

1   (I);^-E)(]Kr.-IVC)  =  o, 

(-7)'  ;  (D;-E)(n,C-D,c:)=o, 

(I);^-E)(D,;-i)xri)  =  o. 
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§  IV.  —  De  la  forme  que  prennent  les  équations  des  mouvements  Infini- 
ment petits  d'un  système  homogène  de  molécules^  dans  le  cas  où.  elles 
deviennent  indépendantes  de  la  direction  assignée  à  deux  des  trois  axes 
coordonnés. 

Après  avoir  réduit  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits 
d'un  système  homogène  de  molécules  aux  équations  (i)  du  para- 
graphe m,  concevons  qu'on  fasse  tourner  deux  des  axes  coordonnés 
autour  du  troisième,  par  exemple  les  axes  des  ^  et  des  y  autour  de  l'axe 
des  z,  et  considérons  en  particulier  le  cas  où,  pendant  cette  rotation, 
G, 11,  qui  ne  changeront  pas  de  valeur,  ne  changeraient  pas  non  plus  de 
forme.  Il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  la  forme  des  équations  des  mouve- 
ments infiniment  petits  restera  elle-même  invariable,  pendant  la  rota- 
tion des  axes  des  x  et  des  y.  Il  y  a- plus  :  pour  que  cette  rotation  ne 
fasse  pas  varier  la  forme  des  équations  du  mouvement,  il  sera  néces- 
saire qu'elle  laisse  invariables  les  formes  de 

L,     M,     N,     P,     Q,     H, 
exprimées  en  fonction  des  caractéristiques 

à  l'aide  des  formules  (2)  du  paragraphe  III,  jointes  aux  formules  (5), 
(6)  et  (7)  du  même  paragraphe;  par  conséquent  il  sera  nécessaire 
qu'elle  laisse  invariable  la  forme  des  fonctions  de  D^,  D,,  D^,' repré- 
sentées par  G,  II.  C'est  du  moins  ce  qu'on  démontrera  sans  peine,  par 
des  raisonnements  entièrement  semblables  à  ceux  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  le  troisième  paragraphe. 

Ainsi,  en  résumé,  pour  que  les  équations  des  mouvements  infini- 
ment petits  d'un  système  homogène  de  molécules  offrent  une  forme 
indépendante  de  la  direction  assignée,  dans  le  plan  des  x,y,  aux  axes 
rectangulaires  des  x  et  desj,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les 

fonctions 

1)..     I),,    D„ 
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représentées  par 

G,     H, 

et  déterminées  par  les  formules  (G),  (7  )  du  paragraphe  III,  conservent 
non  seulement,  comme  il  arrive  toujours,  la  même  valeur,  mais  aussi 
la  même  forme,  après  le  changement  de  deux  variables  indépendantes, 
correspondant  au  déplacement  de  deux  des  trois  axes  coordonnés. 
D'ailleurs,  pour  que  cette  dernière  condition  soit  remplie,  il  sera  néces- 
saire, et  il  suffira,  en  vertu  du  septième  théorème  du  paragraphe  III, 
que  G,  II  se  réduisent  à  des  fonctions  de  la  somme 

SI  les  axes  déplacés  sont  ceux  des  x  et  desv,  par  conséquent  à  des 
fonctions  de  la  somme 

SI  les  axes  déplacés  sont  au  contraire  ceux  des  y  et  des  z.  On  peut 
donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème.  —  Pour  que  les  écj nations  des  mouvements  infiniment  petits 
d'un  système  homogène  de  molécules  offrent  une  forme  indépendante  de 
la  direction  assignée,  dans  le  plan  des  7,  z,  aux  axes  coordonnés  rec- 
tangulaires des  y  et  des  z,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  fonctions 
de 

a  =  I)^,         V  —  D^ ,         (v  =  I)., 

représentées  par  G,  H,  et  déterminées  par  les  formules  (6),  (7)  du  para- 
graphe III,  se  réduisent  à  des  fonctions  de 

Posons  maintenant,  pour  abréger. 

Lorsque  G,  II  se  réduiront  à  des  fonctions  de  u-  et  de  c- -t-  w-,  par 
conséquent  à  des  fonctions  de  M  et  de  ^,  alors,  en  prenant 

/'  0/i  h       d/i      '        ^-  — Ô7i 
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on  tirera  des  formules  (2)  du  paragraphe  III 
3  \  M=rE  +  F('^         N  =  E-+-Fu-, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 
,  j  M  =  E  +  FI)^         N  =  E  +  FD,', 

(    P^FI^D,,  Q  =  KI)„  RnzrKl),. 

Donc  alors  les  formules  (r)  du  paragraphe  III  se  réduiront  aux  sui- 
vantes 

(5)  (D;-L)t  — K(n,.-/]  +  D,C)  =  o. 

i  (Df-E)r,-I),.[K-:  +  F(l),-r)-+-l),C)]  =  o. 
/  (|);-E)Ç  -  D,  I  Kç  ^  F(l),.r,  +  I),:)]  =  0. 

D'ailleurs  on  tire  des  formules  (G),  non  seulement 

(7)  [l);-E-F(Dj.  ^F),^)](D,-/) +  0,0- K(|)j. +  1)1)^  =  0, 
mais  encore 

(8)  (I);-E)(I),r,-D,.Ç)  =  o; 
puis  des  formules  (5)  et  (7),  combinées  entre  elles, 

(9)  î[D/-E-F(l)^-^l);](l)^-E)-KMI)^+I)?):ç=o. 

Lorsque,  dans  un  système  homogène  de  molécules,  les  équations 
des  mouvements  infiniment  petits  prennent  une  forme  indépendante 
de  la  direction  attribuée  aux  axes  rectangulaires  des  y  et  4es  ^,  ce 
système  est  évidemment  du  nombre  de  ceux  dans  lesquels  la  propa- 
gation du  mouvement  s'effectue  de  la  même  manière  en  tous  sens 
autour  d'un  axe  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  .r.  Or,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  dire,  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits 
d'un  semblable  système  peuvent  être  représentées  par  les  équations  (5) 

et  (6),  dans  lesquelles 

E,     F,     K.     L 

sont  des  fonctions  déterminées  de 
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Observons  d'ailleurs  que  les  deux  variables 

dont  la  seconde  représente  la  dilatation  superficielle  du  système  molé- 
culaire dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  y,  z,  se  trouvent  simul- 
tanément déterminées  par  les  formules  (5),  (7),  tandis  que  la 
variable 

se  trouve  déterminée  par  la  seule  formule  (8). 

§  V.  —  De  la  forme  que  prennent  les  équations  des  moui'ements  infini- 
ment petits  de  deux  systèmes  homogènes  de  molécules  qui  se  pénètrent 
mutuellement,  dans  le  cas  où  ces  équations  deviennent  indépendantes 
de  la  direction  des  a. ces  coordonnés. 

Les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  de  deux  systèmes 
de  molécules,  qui  se  pénètrent  mutuellement,  renferment  avec  les 
déplacements  moléculaires 

H,    fi,    C        ou        l,,    n^,    Cy, 

mesurés  dans  le  premier  ou  dans  le  second  système,  parallèlement 
à  trois  axes  rectangulaires,  quatre  variables  indépendantes,  savoir, 
les  coordonnées  ce,  y,  s,  relatives  aux  trois  axes  dont  il  s'agit,  et  le 
temps  /.  Ces  mêmes  équations,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  un  pré- 
cédent Mémoire,  peuvent  s'écrire  comme  il  suit 

i     (L-I),^)^+     l{r;+     QÇ-f-    Lr^,-+-  l\,-n,+    Q.C,  =  o, 
(0    .        •    HH+  (M   — l);)-^^     P:+    l\,l-h  Mri,+   l\K,  =  o, 
Q^+  Vn  +  (N    -DDÇ-t-    0,2,+  P,n,+  N,Ç,  =  o; 

(2)  j  ^K^  +  ,Mn  -t-.PÇ    +    R.a.+  (M,    -D?)r),+    P,C,  =  o, 

l,Q^  +  .P^+.NC    4-   0.ç,-f-P/o, +  (N,     _DJ)Ç,=ro, 

L,  M,  N,  P,  Q,  R,  L,,  AI,,  ...,  Q,,,  R,,  désignant  des  fonctions  des 
caractéristiques 

OEuvres  de  C.  —  S.   U,  t.   XL  2  1 
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D'arlleurs  comme  on  l'a  prouvé,  si  l'on  développe  ces  fonctions  sui- 
vant les  puissances  entières  de  D^,  D,,  D^,  les  coefficients  de  ces  puis- 
sances ou  de  leurs  produits  pourront,   dans'  beaucoup  de  cas,  être, 
sans  erreur  sensible,  considérés  comme  constants.  C'est  ce  qui  pourra 
en  effet  arriver  si,  le  second  système  de  molécules  étant  homogène, 
le  rapprochement  des  molécules  est  beaucoup  plus  considérable  dans 
le  premier  système  que  dans  le  second.  Alors  les  sommes  qui  repré- 
senteront les  coefficients  dont  il  s'agit  seront  les  unes  constantes,  les 
autres  variables,  et,  pour  qu'on  puisse,  sans  erreur  sensible,  sAibsti- 
tueraux  sommes  variables  leurs  valeurs  moyennes,  il  suffira  que  ces 
sommes  reprennent  périodiquement  les  mêmes    valeurs,    quand  on 
fera  croître  en  progression  arithmétique  chacune  des  trois  coordonnées 
X,  y,  ^,  et  que  les  produits  de  ces  sommes  par  les  rapports  des  trois 
progressions   arithmétiques   correspondantes  aux  trois  coordonnées 
soient  très  petits. 
Les  coefficients  que  renferment  les  fonctions 

L,     M,     N,     P,     Q,     H;         L„     M, Q,,,     l\„ 

étant  regardés  comme  constants  ;   si,    pour  représenter  les  caracté- 
ristiques 

Dx^     Dj.     D-, 

on  emploie  de  simples  lettres 


on  aura 

(3) 


!    L^G+I),^H,  M  =  G  +  DrH,  N  :=.  G  +  D.^ll, 

(    V  =  1)/I)„,H,  Q  =  l)„,D„H,  H  =  l)„  U,I1; 

^    L,=  r,^+i)f,H,,  M,  =  G,+  I)^H,,  N  =:G,+  I).tH,. 

/    l>  =  |).,I)..,H„  Q=]),,|)„H,,  R^uj)^n. 

I    L  z=G  +  D,^  Fï,  M=,r,  4_D.!H,  ,N  ^G+I),t  H, 

'I  ,P  =  l).D..H,  ,Q  =  D»  l)„.H,  ,n  =  I)„I).,H; 

I    L,=:G,+  D^H,,  M,=  G,+  I);:H,,  N,=  (;,  +  ])^H„ 

'    P,-I),I).,H.  Q,=  l)..l)„H,,  H,-|)„1),H,; 

G,  H,  G  ,  H  ,  ^G,   \\,  G  ,  H^^  désignant  huit  fonctions  entières  de  D^, 


(4) 
(5) 
(6) 
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D^,  D^,  composées   chacune   généralement   d'un    nombre   infini  de 
termes. 

Si  l'on  nomme 

les  coordonnées  rectangulaires  d'une  molécule 

m         ou         m. 


du  premier  ou  du  second  système; 


la  distance  de  cette  molécule  m  ou  m,  à  une  molécule  voisine  m 
ou  m,  ; 

X,     y,     z 

les  projections  algébriques  de  la  distance  r\ 

mmr  f{r) 

l'action  mutuelle  de  deux  molécules  m,  m  du  premier  système,  prise 
avec  le  signe  -f-  ou  avec  le  signe  —  suivant  que  ces  molécules  s'attirent 
ou  se  repoussent; 

mm^rf^{r)  et  '";  ^î'" /,('") 

l'action  mutuelle  d'une  molécule  m  ou  m  du  premier  système  et  d'une 
molécule  m,  ou  m^  du  second;  enfin 

l'action  mutuelle  de  deux  molécules  m^  et  m^  du  second  système;  alors 
en  posant,  pour  abréger, 

(  7  )  A  =  e'^"+y''+^"'  —  I , 
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on  trouvera 

^    G  =      S[m/(r)A]-S[m,/(/-)], 


(8) 


(9) 


(10) 


\m   d f{r) 
H  =      ^  <  —  — -, — 
/•        ar 


I  A  —  (  X  » 

f/??^  dfX')  {ii\-^  <\v  +  't'y-)' 

L  /•       dr  1 


(xif 


w 


zw)- 


] 


(!•) 


.^'  - 

.H 

G 

H 


S[m,/('-)('  +  A)], 


S 


m,df,{r) 


(i  +  A) 


=     S 


m    dfXr) 


■(•+A)    ; 


S[m,/,(/-)A]-S[m/(/-)], 


S 


I    r        dr 


A  —  (x«  +y  ('  +  ziïO 


(xM  -t-yc  4-  z(v)^ 


Tm  df^(r)  {ux  +  c y  4-  n'z)n 
'"  [V       d7-  2  J 


le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  entre  eux,  et 
relatifs  aux  diverses  molécules  m  ou  m„  voisines  de  m  ou  de  m,. 

Concevons  maintenant  que,  pour  opérer  un  changement  de  variables 
indépendantes,  on  fasse  tourner  ou  les  trois  axes  coordonnés  d'une 
manière  quelconque  autour  de  l'origine,  ou  les  axes  desj  et  z  autour 
de  l'axe  des  x.  Il  suit  évidemment  des  formules  (3),  (4),  (  >).  (^)» 
que  la  rotation  dont  il  s'agit  ne  changera  pas  la  forme  des  équations 
des  mouvements  intiniment  petits,  si  elle  ne  change  pas  les  formes 

de 

(i,     H,     G„     H,,     ,G,     ,H,     G„     H„. 

De  plus,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  nous 
sommes  servis  dans  les  paragraphes  III  et  IV,  on  démontrera  sans 
peine  que,  si  le  déplacement  des  axes  coordonnés  laisse  invariable 
la  forme  des  équations  du  mouvement,  il  laissera  pareillement  inva- 
riables les  formes  des  différentielles  totales  du  second  ordre  de 


G,     (t^,     ,G,     (s/i, 
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considérées  comme  fonctions  de  u,  v,  w,  et  les  formes  des  différentielles 
totales  du  second  ordre  de 

H,     H,,     ,H,     H,. 

Donc  alors  les  fonctions 

G,     G^,     ^G.     G^^, 

qui  se  réduisent  respectivement  à 

-S[m./(r)],     S[m,/(r)],     S[m/(,-)],     -S[m/(/-)],_ 

quand  on  y  remplace  u,  v,  w  par  zéro,  ne  changeront  pas  de  forme; 
et  l'on  pourra  encore  en  dire  autant  :  i°  des  fonctions 

qui  s'évanouiront  avec  leurs  différentielles  totales  du  premier  ordre, 
quand  on  y  remplacera  u,  v,  w  par  zéro;  i""  de  la  somme  des  termes 
qui,  dans  chacune  des  fonctions 

seront  par  rapport  "i^  u,v,  w  d'un  ordre  supérieur  au  premier. 

Ainsi,  en  résumé,  pour  que  la  rotation  des  trois  axes  coordonnés 
autour  de  l'origine,  ou  des  axes  des  y  et  des  :;  autour  de  l'axe  des  x, 
n'altère  pas  la  forme^  des  équations  (i),  (2),  il  sera  nécessaire  et  il 
suffira  que  cette  rotation  n'altère  ni  les  formes  de 

G,    G^,     ^(ï,     G^^,     H,     H^^, 

considérées  comme  fonctions  de  u,  v,  w,  ni  les  formes  des  expressions 
auxquelles  se  réduisent  les  deux  fonctions 

lorsque,  dans  ces  dernières,  on  conserve  seulement  les  termes  d'un 
degré  supérieur  au  premier.  D'ailleurs,  pour  que  ces  dernières  condi- 
tions soient  remplies,  il  suffira,  en  vertu  des  théorèmes  7  ou  8  du 
paragraphe  II,  que  les  six  fonctions 

G,     G^,     ^G,     (i^,     H,     H^^, 
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et  les  parties  conservées  des  deux  fonctions 

se  réduisent  à  des  fonctions  de  la  somme 

1)1+  I)^+  W:  =  «^+  ('2+  (ï'^ 

ou  de  la  somme 

On  peut  donc  énoncer  les  propositions  suivantes. 

Premier  Théorème.  —  Pour  que  les  équations  (i)  et  (2)  soient  indépen- 
dantes, dans  leur  forme,  de  la  direction  des  axes  coordonnés,  supposés 
rectangulaires  entre  eux,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  six  fonctions 
de  u,  V,  w,  représentées  par 

G,     G^,     ^G,     G^,     H,     H^^, 

et  les  sommes  des  termes  du  second  degré  ou  d'un  degré  plus  élevé,  renfer- 
mées dans  chacune  des  fonctions 

se  réduisent  à  des  fonctions  de  la  somme 

„2  ^   j,2  ^   ,^,2  _  1)^  ^  J)2  +  1)2  _ 

Deuxième  Théorème.  —  Pour  que  les  équations  (i)  et  (2)  offrent  une 
forme  indépendante  de  la  position  assignée,  dans  le  plan  des  y,  z,  aux 
axes  coordonnés  rectangulaires  des  y  et  des  z,  il  est  nécessaire  elil  suffit 
que  les  six  fonctions  de  //,  v,  w,  représentées  par 

G,     G,.     ^G,     G^,     H,     Ujj, 

et  les  sommes  des  termes  du  second  degré,  ou  d'un  degré  plus  élevé,  ren- 
fermées dans  chacune  des  fonctions 

H,         et         H, 

se  réduisent  à  des  fonctions  de  u  et  de  la  somme 

v^  +  w''  —  \y-,+-\)i. 
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Posons  maintenant,  pour  abréger^ 

k'-  r=  «î  -+-  V'-  +  U«  =:  1)2  +  D^  +  l)| . 

Lorsque  les  six  fonctions 

(j,     G  ,     ^G,     G,^,     H,     H^^ 

et  les  sommes  des  termes  du  second  degré  ou  d'un  degré  supérieur 

dans  les  fonctions 

H„     .H, 

se  réduiront  à  des  fonctions  de  u-^v--\-w'^y  par  conséquent  à  des 
fonctions  de  k  ;  alors,  en  raisonnant  comme  dans  le  paragraphe  III,  on 
trouvera 

M  =  E  +  F  D^, 

0*=F  IKI),, 

M,  ==  E,  +  F,  I);, 

Q^=  F,  I)J)., 

,M*=,E  +,F  Dj-, 

^Q  =^F  DJ),, 

M  —  E  +  F  I)- 

E,  F,  E^,  F^,  ^E,  ^F,  E^,,  F^,  désignant   des   fonctions  entières  de  la 

somme 

D^+D?  +  D?, 

mais  généralement  composées  d'un  nombre  infini  de  termes;  et  par 
suite,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

les  équations  (i)  et  (2)  deviendront 

I  (D;-E  Yi  -E,;,,  =!),(  F.  +  F/., 
('7)  !  (D.'-E  )n  -E,Y],r^D^(  Yj  +  V,u, 

(Df  -  E  )Ç  —  E,C,  =  \),  {¥'j  +  F^  -j^ 

(D;-EJç,-,E;  =:I).,(,F-.  +  F,v, 
(18)  I  (D|-EJ-^,-,E-/)  =\}y{^j  +  V,-j, 

(D,^-EJÇ, -,EÇ  =D,(,Fu  +  F,u, 


(12) 

(.3) 

(i4) 
(.5) 


î    L  =  E  -h  F  Di, 
I    P  =  F  I)^  I)„ 
(    L,  =  E+F,l)^, 
!    P.-FJ)JK, 

(  ,L  ==,E  +,F  1)^ 
'  .P-=.F  1),1)„ 

^    L,=  E,+  FJ)^, 


N  =  E  -h  F  l)|, 
R  =  F  1),D,; 

n,=  e,+  i;d|, 

R,=  FJ),I)^; 

N  =,E  4-, F  D?, 
;R  =.F  l),l),; 

N,=  E,+  FJ)|, 
H,=  FJ)J),, 


(16) 
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On  tire  d'ailleurs  des  équations  (17)  ou  (18),  respectivement  multi- 
pliées par 

l):c,      Dr,      I)., 

puis  combinées  entre  elles  par  voie  d'addition, 

Les  nouvelles  variables  qui  sont  ici  représentées  par  u,  u^,  et  qui  peuvent 

être  séparément  déterminées  à  l'aide  des  formules  (19),  ne  sont  autre 

chose  que  les  dilatations  de  volume  mesurées,  au  point  (^,  r,  5),  dans 

les  deux  systèmes  de  molécules  qu'on  considère.  Ces  dilatations  étant 

calculées,  si  l'on  nomme 

a,     b,     c 

les  cosinus  des  angles  formés  par  un  axe  fixe  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  et 

les  déplacements  moléculaires,   mesurés  dans  les  deux  systèmes  de 
molécules  parallèlement  à  cet  axe;  alors  des  formules 

(    «   =  «^   +  ÔY)   +  CÇ, 
(20)  < 

combinées  avec  les  équations  (17)  et  (18),  on  tirera  les  suivantes 

et  l'on  pourra  déduire  immédiatement  de  ces  dernières  les  valeurs  des 
déplacements  a,  a,. 

Si  l'on  élimine  u^  ou  u  entre  les  formules  (19),  et  «^  ou  a  entre  les 
formules  (21),  alors,  en  posant  pour  abréger 

(^2)  V'=(I),^-E)(I);-I^,)-,EE,, 

^^       ^  V''=.[l)^-E-FiJn-i-l)}+l)!)][l)F-E,-F,(I)^+ 1)^+1):)] 
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et 

(^^^  (    □=F(I)|-EJ+,FE,,         n,z.-F,(D,^-E,)+F,E„ 

1    ,n=,F(D;-E   )4-,EF,  D,:rrF,(I),^-E   )+,EF,, 

on  trouvera 

(20)  V"v  =  o,         V"-j,=  o, 


et  de  plus 

(26) 


V'8  ={a\)^+bJ)y-i-cD.){  nv4-  D/J;). 


Enfin,  si  Ton  pose 

(27)  V'V^V, 

on  tirera  des  formules  (2.0)  et  (2G) 

(28)  Va  =  o,         V8,=  o, 
et  par  conséquent 

^      ^  (  V^  =0,         Vt)  —  o,         VC^o, 

Lorsque,  dans  un  double  système  de  molécules,  les  équations  des 
mouvements  infiniment  petits,  prenant  une  forme  indépendante  de  la 
direction  des  axes  coordonnés,  se  réduisent  auxformules(i7)ou  (18), 
ce  double  système  est  évidemment  du  nombre  de  ceux  dans  lesquels 
la  propagation  du  mouvement  s'effectue  en  tous  sens  suivant  les  mêmes 
lois.  Alors,  après  avoir  déterminé  les  dilatations  de  volume 

à  l'aide  des  formules  (25),  on  pourra  obtenir  les  valeurs  des  déplace- 
ments 

en  intégrant  les  seules  formules  (21)  ou  (26).  Au  reste,  les  déplace- 
ments 

8,       8/ 
OEuures  de  C—  S.  H,  t.  X[.  22 
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et 

^    m,    ç,    Ij^    Y),,    Kl 

sont,  en  vertu  des  formules  (28),  (29),  des  intégrales  d'une  même 
équation  aux  différences  partielles,  dont  la  forme  dépend  de  la  carac- 
téristique V. 

Nous  observerons  encore  que  des  formules  (17)  ou  (18),  combinées 
entre  elles,  on  tire 

(D;-E  )(D,y)  -\)yK  )=E,(I),Y],-D.,C,), 
(3o)  {  (D;-E  )(D,C  -\),i  )=E,(I),?,-D,^,,  ), 

(D,^-E  )(I),.^-l),n)z=E,(lV^,-D,-/îJ, 

(D,^-E,)(D,r),-n,CJ::=,E(I),-o-D,.:  ). 

(3i)  {  (I);-EJ(J),Ç,-]K;J=:,E(I),C  -I),?   ). 

(l);-EJ(IV|,-l),y),)=:,E  (1),,^  -l),n  ); 

et  par  suite 

(  V'(IKri  _I),Ç)=o,        V'(I)^:-l)4)=o,        V'(]V?— l),yi)  =  o, 
/  V'(r),ri, -DyC,)  =  o,       V'(l)^C,-I),,;j=o.       V'( 0,-1,-1), Y), )=o. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  les  six  fonctions 
G,     G,,        ,G,     G,,,        H,     H,, 

et  les  sommes  des  termes  du  second  degré  ou  d'un  degré  supérieur, 
renfermées  dans  les  fonctions 

H„     H. 

se  réduisent  à  des  fonctions  de  u  et  de  v^  4-  w-  ;  alors,  on  raisonnant 
comme  dans  le  paragraphe  IV,  on  trouve 

y  M  =  E  + 

(33)        ^ 

'    P  =  F  1)^  I),.  Q  =  K  D, 

\  M,  =  E,  4- 

(34) 

/     P,=  F,D,  I)„  Q,  =  KJ),, 

(35) 

'   ,P=,F  D,1K,         ,Q  =,K  l)„ 

i  ,  M,=  E,+  ] 

(36)       ) 


F  D^, 

N  =  E  +  F  0?, 

R  =  K  1),; 

F^D^, 

N,  =  E, -t-  F,I)?, 

R.=  KJV; 

F  D,^ 

,N  =,E  -h, F  D|, 

,\\  =,K  ]),; 

F  1)2 

■  ^=E,+  Fjn, 

R,=  K,D,; 

(38) 


(4o) 
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et  par  suite 

(37)  (L  -1)?)^  +K  (l)^rj  +  I),C)        +     LX'\-  K,(D,.Y),-l-IKC,)  =  o, 

I  (E  -ïyf)n  -+-D,.[k  l  +F  {[)y-n  +  I),Ç)]  -t-  K,ri,  +  \)y[  K,£,+ FXI),.y},+  D,C,)]  =  o, 

i  ^E  -l)f)Ç  +I).[K  ç  -+-F  (Dv-0  +  l).n]  +  »^.C/ -*-«>=  [I^.^/+FXI)_,r;, -h  I).Ç,)]  =  o; 

(39)  i^L^-\)J)l^^Kjl),-n,^\).X)      -+-    ,L^   +,K(D,.r)+IKC)  =  o, 

I  (E,-Dj)C;+nc[K„^,+  F,(Drri,-f-I),C;;]+,EC  +DJ,K|  +^F  (D.y) +D,0]  =  o; 

E,  F,  K,  L;  E„  F  ,  K,,  L  ;  ,E,  F,  ,K,  L;  E,,,  F,,   K,,,  L,  désignant  des 
fonctions  entières  de  u  =  D^,  et  de  la  somme 

mais  généralement  composées  chacune  d'un  nombre  infini  de  termes. 
D'ailleurs  on  tire  des  formules  (38)  et  (4o),  non  seulement 

[1)2_    E  -  F  (D2  +  I)?)](]),ri  +D,Ç)-  K  (l)^,+  D?)^ 

-  [F,-+-  F,(Dj.  +  D?)](l),.r],+  l),C,)-K,  (1)^^.4- D?)^,=  o, 

(40    \ 

1  [D^-    E,-F,(l);+l)?)](l)vYî,+  IKCJ-  K,(I)^+1)|)^. 

(  -[,E  -f-,F  (I)^,-4-U?)](I),r,  +D,r  )-,K  (D^.-f- D|)4  =  o, 

mais  encore 

^  (l),^-E  ).(D,rî  -D.Ç  )-E,(I)3Yi,-D,.Ç,):=o, 
^'^'^  i  (l)f_E,)(lKY)-I),Ç,)-,E(D,ri-D,C)  =  o; 

puis  des  formules  (4'-^)»  combinées  entre  elles, 

\  [I)f-E)(l);-EJ-,EEJ(D,-/i-lVn  =  o, 
^     ^  ■'  [D,^-E)(D,^-EJ-,EEJ(I),n,-D,.C.)  =  o. 

Lorsque,  dans  un  double  système  de  molécules,  les  équations  des 
mouvements  infiniment  petits,  prenant  une  forme  indépendante  de  la 
direction  assignée  aux  axes  rectangulaires  des  j  et  s,  se  réduisent  aux 
formules  (3;),  (38),  (39),  (4o),  ce  double  système  est  évidemment  du 
nombre  de  ceux  dans  lesquels  la  propagation  du  mouvement  s'effectue 
entons  sens  suivant  les  mêmes  loisautour  d'un  axe  quelconqueparal- 
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lèle  à  l'axe  des  x.  Alors  les  sommes 

représentent  les  dilatations  en  surface,  mesurées,  pour  les  deux  sys- 
tèmes de  molécules,  dans  un  plan  parallèle  au  plan  des/,  z;  et  les 
équations  (37),  (39),  (4i)  déterminent  séparément  ces  dilatations,  avec 
les  déj)lacements  moléculaires 

l    l 

mesurés  parallèlement  au  même  plan. 

Quant  aux  équations  (43),  elles  déterminent  séparément  les  deux 
différences 

et  se  confondent  avec  la  première  et  la  seconde  des  formules  (3-2). 

Les  diverses  formules,  rappelées  ou  obtenues  dans  ce  paragraphe, 
paraissent  spécialement  applicables  à  la  recherche  des  lois  suivant 
lesquelles  les  ondulations  de  l'éther  se  propagent  à  travers  les  diffé- 
rents corps  solides  ou  lluides.  Dans  cette  recherche,  les  équations  (17), 
(18)  doivent  correspondre  aux  corps  isophanes,  les  équations  (37), 
(38),  (39),  (4o),  aux  cristaux  qui  offrent  un  seul  axe  optique,  et  les 
équations  (i),  (2),  aux  cristaux  qui  présentent  deux  axes  optiques 
distincts  l'un  de  l'autre. 


MEMOIRE 


SUR 


LA  RÉFLEXION   ET  LA  RÉFRACTION 

D'UN  MOUVEMENT  SIMPLE 

TUANSMIS 

D'UN   SYSTÈME   DE   MOLÉCULES   A   UN   AUTRE, 

CHACUN  DE  CES  DKUX  SYSTÈMRS  ÉTANT  SUPPOSÉ  HOMOGÈNE  ET  TELLEMENT 
CONSTITUÉ  QUE  LA  PKOPACATION  DES  MOUVEMENTS  INFINIMENT  PETITS  s'y 
EFFECTUE    EN    TOUS    SENS    SUIVANT    LES    MÊMKS    LOIS. 


Considérations  générales. 

Pour  résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes  de  Physique  mathé- 
matique, et  en  particulier  le  problème  de  la  réflexion  ou  de  la  réfraction 
d'un  mouvement  simple,  il  fallait  d'abord  trouver  un  moyen  d'obtenir 
les  équations  de  condition  relatives  aux  limites  des  corps  considérés 
comme  des  systèmes  de  molécules.  Tel  est  l'objet  d'un  Mémoire  que 
j'ai  publié  il  y  a  quelques  mois,  et  qui  a  pour  titre  Méthode  générale 
propre  à  fournir  les  équations  de  condition  relatives  aux  limites  des 
corps,  etc.  (?)oir  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  pour  le 
premier  semestre  de  l'année  iS'k)  (*),  et  aussi  l'Ouvrage  intitulé 
Recueil  de  Mémoires  sur  divers  points  de  Physique  mathématique).  Je  me 
propose  maintenant  d'appliquer  la  méthode  générale,  exposée  dans  le 
Mémoire  que  je  viens  de  rappeler,  à  la  rec^herche  des  lois  suivant  les- 
quelles un  mouvement  simple,  propagé  dans  un  système  homogène  de 

.    (')  Œuvres  de  Cauclij,  série  I,  l.  IV,  exlrails  33,  3i,  35,  p.  igS,  199,  ■îij. 
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molécules,  se  trouve  réfléchi  ou  réfracté  par  la  surface  qui  sépare  ce 
premier  système  d'un  second.  Pour  fixer  les  idées,  je  considère  spé- 
cialement ici  le  cas  où  chacun  des  systèmes  donnés  est  du  nombre  de 
ceux  dans  lesquels  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits 
prennent  une  forme  indépendante  de  la  direction  des  axes  coordonnés, 
et  dans  lesquels,  en  conséquence,  la  propagation  du  mouvement  s'ef- 
fectue en  tous  sens  suivant  les  mêmes  lois.  Jo  suppose  encore  qu'on 
peut,  sans  erreur  possible,  réduire  les  équations  dont  il  s'agit,  à  des 
équations  homogènes,  comme  on  le  fait  dans  la  théorie  de  la  lumière, 
lorsqu'on  néglige  la  dispersion.  Enfin,  je  considère  un  mouvement 
simple  dans  lequel  la  densité  reste  invariable.  Cela  posé,  en  joignant 
aux  équations  des  mouvements  infiniment  petits  les  équations  de 
condition  relatives  à  la  surface  de  séparation  des  deux  systèmes,  j'éta- 
blis les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  des  mouvements  infini- 
ment petits.  Ces  lois  sont  de  deux  espèces.  Les  unes,  indépendantes 
de  la  forme  des  équations  de  condition,  ont  été  déjà  développées  dans 
un  Mémoire  antérieur  sur  la  réflexion  et  la  réfraction  de  la  lumière. 
Elles  sont  relatives  aux  changements  qu'éprouvent  les  épaisseurs  des 
ondes  planes  et  les  directions  de  leurs  plans,  quand  on  passe  des 
ondes  incidentes  aux  ondes  réfléchies  ou  réfractées.  Les  autres  lois 
dépendent  de  la  forme  des  équations  de  condition,  et  se  rapportent  aux 
changements  que  les  amplitudes  des  vibrations  des  molécules,  et  les 
paramètres  angulaires,  propres  à  déterminer  les  posi  tions  des  plans  qui 
terminent  ces  ondes,  éprouvent  en  vertu  de  la  réflexion  et  de  la, réfrac- 
tion. Elles  sont  exprimées  par  des  équations  finies  qui  renferment  avec 
les  angles  d'incidence  et  de  réfraction,  non  seulement  les  amplitudes 
et  les  paramètres  angulaires  relatifs  à  chaque  espèce  d'ondes,  mais 
encore  deux  constantes  correspondant  à  chaque  milieu.  Lorsqu'on 
suppose  ces  équations  finies  applicables  à  la  théorie  de  la  lumière, 
il  suffit  de  réduire  à  l'unité  la  seconde  des  deux  constantes  dont 
nous  venons  de  parler,  et  d'attribuer  à  l'autre  une  valeur  réelle  pour 
obtenir  les  formules  de  Fresnel,  relatives  à  la  réflexion  et  à  la  réfrac- 
tion opérées  par  la  première  ou  la  seconde  surface  des  cor[)s  transpa- 


D'UN  MOUVEMENT  SIMPLE,  ETC.  175 

rents  ;  et  alors  il  existe  toujours  un  angle  de  polarisation  complète, 
c'est-à-dire  un  angle  d'incidence  pour  lequel  la  lumière  est  complète- 
ment polarisée  dans  le  plan  de  réflexion.  Lorsqu'en  réduisant  la 
seconde  constante  à  l'unité,  on  attribue  à  la  première  une  valeur  ima- 
ginaire, on  obtient  les  formules  dont  il  est  question  dans  une  lettre 
que  j'ai  adressée  de  Prague  à  M.  Libri,  et  qui  a  été  insérée  dans  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  en  l'année 
i836  (voi>  la  séance  du  i  mars)(');  formules  dont  plusieurs  ne  dif- 
fèrent pas  au  fond  de  celles  que  M.  Mac-Cullagh  a  données  dans  un 
article  publié  sous  la  date  du  i\  octobre  de  la  même  année.  Enfin, 
lorsqu'en  supposant  la  première  constante  réelle  ou  imaginaire,  on 
suppose  la  seconde  différente  de  l'unité,  alors,  en  considérant  les  for- 
mules auxquelles  on  arrive  comme  applicables  à  la  théorie  de  la 
lumière,  on  trouve,  dans  la  réflexion  opérée  sur  la  surface  d'un. corps 
transparent,  une  polarisation  qui  demeure  incomplète  sous  tous  les 
angles  d'incidence,  comme  l'est  eff'ectivement  la  polarisation  produite 
par  le  diamant,  et  l'on  obtient,  pour  représenter  les  rayons  réfléchis 
ou  réfractés  par  un  corps  opaque,  des  formules  distinctes  de  celles  que 
j'avais  trouvées  en  i836.  Des  expériences  faites  avec  beaucoup  de 
soin  pourront  seules  nous  apprendre  si  les  phénomènes,  déjà  repré- 
sentés avec  une  assez  grande  précision  par  les  anciennes  formules,  le 
seront  mieux  encore  par  les  autres. 

La  bienveillance  avec  laquelle  les  géomètres  et  les  physiciens  ont 
accueilli  mes  précédents  Mémoires,  m'encourage  à  leur  présenter  avec 
confiance  ce  nouveau  travail,  dans  lequel  se  trouve  traité,  pour  la 
première  fois,  par  des  méthodes  rigoureuses  substituées  à  des  for- 
mules empiriques  ou  à  des  hypothèses  plus  ou  moins  gratuites,  le  pro- 
blème de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  des  mouvements  infiniment 
petits. 

(1)  OEuvres  de  Caucliy,  série  I,  t.  IV,  extrait  4.  p.  ii. 
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§  1.  —  Equations  des  mouvements  infiniment  petits  d'an  système  homo- 
gène de  molécules,  tîéduction  de  ces  équations,  dans  le  cas  oii  elles 
deviennent  indépendantes  de  la  direction  des  a.res  coordonnés. 

Pour  obtenir,  sous  la  forme  la  plus  simple,  les  équations  des  mou- 
vements infinimentpetits  d'un  système  homogène  de  molécules,  il  suffit 
de  réduire  à  zéro  les  variables  E^,  r\,,  'C,,  dans  les  équations  (6)  de  la 
page  Sg  qui  deviennent  alors 

(L  —\)J)l-^\U  +  QK^o, 
(i)  {   R>:-(M-nnri  +  PC=^o, 

QH-P-o-f-(N-l)J)Ç  =  o. 


Dans  ces  équations. 


0, 


sont  les  trois  déplacements  d'une  molécule,  considérés  comme  fonc- 
tions du  temps  /  et  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z-,  tandis 

que 

L,    M,    N,     P,    Q,    R 

peuvent  être  censés  représenter  des  fonctions  entières  des  caractéris- 
tiques 

î)x,    r),,    D,. 

Seulement,  dans  le  cas  général,  ces  fonctions  entières,  développées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  D^,  D,,  D,,  sont  composées  d'un 
nombre  infini  de  termes. 

Dans  le  cas  où  les  équations  (i)  prennent  une  forme  indépendante 
de  la  direction  des  axes  coordonnés  (yo«>les  pages  i34  et  suivantes, 
et  aussi  le  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  lumière,  lithographie  sous  la 
date  d'août  i836,  page  55  et  39)  (*  ;,  on  a 


L  — E+FD^, 

M=E  +  F1)^^ 

N  =  E  +  FI)?, 

P  =  FIVD„ 

Q  =  FI)J),, 

R=:FJ),D,, 

(1)  OpAivres  de  Cuuchy,  série  II,  t.  XV. 


D'UN  MOUVEMENT  SIMPLE,  ETC.  177 

E,  F,  désignant  deux  fonctions  entières  du  trinôme 

et  par  suite, 

(2)  (D;-E)|  =  FD,!.,         (DJ-E)r)=FD,-j,         (D,*- E)C  =  F  J),-j, 

u  désignant,  pour  le  point  (o^,y,  -),  la  dilatation  du  volume  déter- 
minée par  la  formule 

(3)  ,^^D,^  +  D,y)4-D,C, 

de  laquelle  on  tire,  en  la  combinant  avec  les  équations  (2), 

(4)  [l);-E-(l)^+D,^.-+-D|)F]ur=o. 

Soient  d'ailleurs 

«,     b,     c 

les  cosinus  des  angles  formés  par  un  axe  fixe,  prolongé  dans  un  cer- 
tain sens,  avec  les  demi-axes  des  ^,  v,  ^  positives;  et  a  le  déplacement 
d'une  molécule,  mesuré  parallèlement  à  cet  axe.  On  aura 

(5)  8  nr  «ç  -i-  ^Y]  -h  cC, 

et  l'on  tirera  des  formules  (2) 

(6)  {D^^  —  E)H  =  iaI):,-hbJ)y+cl),)F-j, 
puis  de  celle-ci,  combinée  avec  la  formule  (4), 

(7)  (D,^-E)[D?-E-(])i4-D)+D!)F]8  =  o. 

Lorsque  la  dilatation  u,  et  sa  dérivée  du  premier  ordre,  relative  à  t, 
savoir  D^u,  sont  nulles  à  l'origine  du  mouvement,  elles  sont  toujours 
nulles,  en  vertu  de  la  formule  (4).  Alors  la  densité  du  système  de 
molécules  donné  reste  invariable  pendant  la  durée  du  mouvement;  et 
c'est  ce  qui  paraît  avoir  lieu  à  l'égard  des  mouvements  infiniment  petits 
de  l'éther  qui,  dans  des  corps  isophanes,  occasionnent  la  sensation  de 
la  lumière.  Alors  aussi  la  formule  (3)  donne 

OEiwres  de  C.  —  S.  II,  t.  XI.  2  3 
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et  les  formules  (2)  se  réduisent  à 

(9)  (i)2_E)ç=z:o,        {\)f-Eyn=o,        (D?-E):  =  o. 

Lorsque  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  sont  homo- 
gènes, E  devient  proportionnel  à  D^ -h  DJ -+-  DJ,  et  F  se  réduit  à  une 
constante.  On  peut  donc  alors  supposer 

(10)  E  =  i{Dl+'Dl-i-Dl) 
et 

(M)  F=tf, 

i,  f  désignant  doux  constantes  réelles.  Cela  posé,  les  formules  (2),  (4) 
et  (7)  donneront 

I  [D|-t(Dl+in+m)]|=tfJ),u, 

f  [j)2_,(D^+l);^.+  J)|)]C=ztfI),-.; 
(.3)  [D;-t(i-+-f)(Di4-D^.+  I):0]u:=o, 

(r4)         [l);-t(Dl.+  D|.+  l)|)][I),^-t(i+f)(Di  +  DJ.  +  D:)]«t=o. 

§11.  —  Équations  symboliques  des  mouvements  infiniment  petits. 
Mouvements  simples. 

Les  équations  (i),  (2),  (3),  (4),  (7)»  ...  du  paragraphe  précédent 
se  trouveront  vérifiées,  si  l'on  prend  pour  ^' 

l,     rh     Ç,     «,     -J 

les  parties  réelles  de  variables  imaginaires 

ï,      ri,      Ç,      «,      -J 

propres  à  vérifier  des  équations  de  même  forme.  Ces  nouvelles  variables 
sont  ce  qu'on  peut  appeler  les  déplacements  symboliques,  mesurés 
parallèlement  aux  axes  coordonnés  ou  à  un  axe  fixe,  et  la  dilatation 
symbolique  du  volume.  Les  nouvelles  équations  dont  il  s'agit  peuvent 
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être  pareillement  désignées  sous  le  nom  d'équations  symboliques.  Dans 
le  cas  où  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  deviendront 
indépendantes  de  la  direction  des  axes  coordonnés,  on  aura,  en  vertu 
des  formules  (2)  et  (3)  du  paragraphe  I, 

(1)  (DJ-E)|r=FI),^,         (J);-E)^  =  FD,.Û,         (l),^-E)C=FD=v, 

la  valeur  de  u  étant 

(2)  :j  =  \)/^^\)^:;i^i)^l^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(  (I)/-E)f  =FD,(IU4-D,.^+.IKÇ), 

(3)  (r),^-E)^:=FJV(j),^+I)^-;^+l),C), 

Un  moyen  fort  simple  d'obtenir  un  système  d'intégrales  particulières 
des  équations  (3),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  équations  (i) 
et  (2),  est  de  supposer 

et  par  suite 

(  5  )  U  =  (  M  A    -f-   ('  lî   +  H'  C  )  e'"-+^/+lv:-;S/^ 

u,  V,  w,  s,  A,  B,  c  étant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires  propres 
à  vérifier  les  formules 

i  (52—  C)A  —  J«  («A  ^  ('B  -f  wC), 
(6)  <   (5^- t)B  =  .f(;  («A-f-j^B  +  wC), 

{s"- —  v;^)G  =  rFn'(MA  +  ('B  +  wC) 

C,     § 


dans  lesquelles 

représentent  ce  que  deviennent 


E,     F 

quand  on  y  remplace  les  lettres  caractéristiques 

I),,     I),,     1)„    D, 
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par  les  coefficients 

«,      <',      w,      s. 

D'ailleurs  on  pourra  toujours  supposer  que,  dans  les  formules  (4),  la 
partie  imaginaire  de  la  constante  s  est  le  produit  de  y/—  i  par  une 
quantité  positive. 

En  posant  pour  abréger 

(7)  u^ -^  v"" -\- w^  —  k\ 

on  tire  des  équations  (G),  respectivement  multipliées  par  u,  v,  w,  puis 
combinées  entre  elles  par  voie  d'addition 

(8)  is^—C—H-^){uA-+-ç}i  -F-n^'C)  =  o; 

et  à  l'aide  de  cette  dernière  formule,  on  reconnaît  facilement  que,  pour 
satisfaire  aux  équations  (6),  on  devra  supposer  ou 

(9)  .S^=r:o,  uA  -h  çJi  -h  wC  =  O, 

ou 

(10) 

On    arriverait  aux    mêmes  conclusions   en   observant  que,   si  l'on 

nomme 

a,     b,     c 

les  cosinus  des  angles  formés  par  un  axe  fixe  avec  les  demi-axes  des 
a?,  y,  z  positives,  «  le  déplacement  mesuré  parallèlement  à, cet  axe, 
et  «  le  déplacement  symbolique  correspondant,  on  aura,  en  vertu 
des  formules  (5),  (7)  du  paragraphe  1, 

(11)  8  =  a^  -h  6ï]  -+-  cÇ, 

(12)  (l);-E)[l),^-E-(Di+])?.+  I)|)Fl«  =  o, 

et  que  de  ces  dernières,  combinées  avec  les  formules  (4),  on  tirera 
(i3)  ■    {s^—C){s^—C  —  §k^)  —  o. 

Le  système  d'intégrales  particulières  des  équations  (3),  représenté 


ABC 

s''—C-^^k^, 

U             «'             IV 
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par  les  équations  (4)  jointes  aux  formules  (9)  ou  (10),  est  ce  que  nous 
appelons  un  système  à' intégrales  simples  ;  et  le  mouvement  représenté 
par  ces  intégrales  simples  est  un  mouvement  simple.  Dans  un  sem- 
blable mouvement,  si  l'on  pose  pour  abréger 

(i4)  aA  +  Z>B  +  cC  =  0, 

la  valeur  de  «  déterminée  par  la  formule  (i  i)  sera 

(i5)  «  =  Oe"'+''r+^*'— ■*'. 

Cela  posé,  soient 

(16)  Il  =.\]  -{-\}\J — I,  pz=rV  +  vv/— I,  «^  "  W  -h  W  y/—  1  , 

(17)  5  =  S  H-  s  \J—  I, 

(18)  0  =  he^v/=', 

u,  V,  w,  s,  U,  V,  W,  S,  h,  GT  désignant  des  constantes  réelles,  parmi 
lesquelles 

s,      h 

peuvent  être  censées  positives,  et  prenons  encore 


(19)  k  — ^u-i+v^-^- w^  K  =  v/U*+V^+WS 

(20)  kv  =  UJ7 -I- vj)' +  w^,         Kr  =  U^ -h  Vj -h  Ws. 

Les  valeurs  numériques  de 

t,       R 

exprimeront  les  distances  d'une  molécule  aux  deux  plans  invariables 
représentés  par  les  équations 

(21)  .  MX -t-  \y  4-  \V5  --0, 

( 22 )  U.r  -t-  \ y  +  Wj  =  o, 

et  la  formule  (i4)  donnera 

(28)  8  =  h  e^K-s^  g(kv-s/+ci)vCT  ^ 

puis  on  en  conclura 

(24)  8  z=  he*^""^' cos(kt  —  s^ +  7^). 
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En  vertu  de  cette  dernière  formule,  le  déplacement  «  s'évanouit  : 
1°  pour  une  molécule  donnée,  à  des  instants  séparés  les  uns  des  autres 
par  des  intervalles  dont  le  double 

(25)  •  1  =z 

s 

est  la  durée  d'une  vibration  moléculaire;  2°  à  un  instant  donné,  pour 
toutes  les  molécules  comprises  dans  des  plans  équidistants,  parallèles 
au  plan  invariable  que  représente  l'équation  (21),  et  séparés  les  uns 
des  autres  par  des  intervalles  dont  le  double 

est  la  longueur  d'une  ondulation,  on  l'épaisseur  d'une  onde  plane. 
L'exponentielle 

représente  le  module  du  mouvement  simple, 

K,     S 

étant  les  coefficients  d'extinction  relatifs  à  l'espace  et  au  temps  ;  m  dé- 
signe \^  paramètre  angulaire  relatif  à  l'axe  fixe  que  l'on  considère, 

h  e'^-'-s' 

la  demi-amplitude  des  vibrations  relatives  au  même  axe, et 

h 

la  valeur  initiale  de  cette  demi-amplitude  en  chaque  point  du  plan 
invariable  représenté  par  l'équation  (22).  Enfin  la  vitesse  de  propa- 
gation li  des  ondes  planes  est  déterminée  par  la  formule 

Dans  un  mouvement  simple,  déterminé  par  le  système  des  formules 
(4)  et  (9),  l'équation  (5) donne 

(28)  J=:o, 
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par  conséquent 

(29)  v  =  o. 

Donc,  dans  un  semblable  mouvement,  la  dilatation  du  volume  est 
nulle,  ou,  en  d'autres  termes,  la  densité  demeure  constante.  Tels 
paraissent  être,  dans  les  corps  isophanes,  les  mouvements  de  l'éther 
qui  donnent  naissance  aux  phénomènes  lumineux. 

De  la  seconde  des  formules  (9)  ou  ([o)  jointe  aux  formules  (4)  on 
tire 

(30)  „Ï  _|_   (,yj   4_(t.^  —  o 

ou 

(30  1  =  ^  =  1. 

D'ailleurs  la  formule  (3o)  ou  (3i)  entraine  la  suivante: 

(32)  u^-h  i'f]  -{-  wti=zo 

ou 

(33)  l=,!^:^i, 

Il  i'  w 

1°  lorsque  les  coefficients  u,  v,  w  sont  réels  ;  2°  lorsque  ces  coefficients 
n'offrent  pas  de  parties  réelles.  Dans  le  premier  cas,  les  formules  (32) 
et  (33)  donneront 

(34)  U^+ Vr)-f-WÇ  =  o, 

ou 

(35)  l^'l^l. 
^      '  U       V       W 

dans  le  second  cas  elles  donneront 

(36)  u^  4-  VY)  +  wÇ  =  o 
OU 

(37)  U^  =  I. 

U  V  w 
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En  conséquence  les  vibrations  moléculaires,  représentées  par  leséqua- 
tions  (4)  jointes  aux  formules  (9)  ou  (10),  seront,  dans  le  premier 
cas,  parallèles  ou  perpendiculaires  au  plan  invariable  représenté  par 
l'équation  (22),  et  dans  le  second  cas  parallèles  ou  perpendiculaires 
au  plan  invariable  représenté  par  l'équation  (21). 

Si  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  deviennent  homo- 
gènes, on  aura,  en  vertu  des  formules  (10),  (11)  du  paragraphe  1, 

(38)  C^il<\        .f=tf, 

i,  f  désignant  des  constantes  réelles,  et  par  conséquent  les  valeurs  de 
s"^  que  fournissent  les  équations  (9),  (10)  deviendront 

(89)  s'—r.k\        s^=i{i-^{)k\ 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


8  JII.  —  Sur  les  perturbations  qu'éprouvent  les  mouvements  simples, 
lorsque  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  sont  altérées 
dans  le  voisinage  d'une  surface  plane. 

Concevons  que,  les  molécules  qui  composent  le  système  donné  étant 
toutes  situées  d'un  même  côté  d'un  plan  fixe,  la  constitution  du  sys- 
tème, et  par  suite  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  se 
trouvent  altérées  dans  levoisinage  de  ce  plan.  Supposons,  par  exemple, 
que  toutes  les  molécules  étant  situées  du  côté  des  x  positives,  les 
équations  des  mouvements  infiniment  petits  conservent  constamment 
la  même  forme  pour  des  valeurs  de  x  positives  et  sensiblement  diffé- 
rentes de  zéro,  mais  que,  dans  le  voisinage  du  plan  des  y,  5, ces  équa- 
tions changent  de  forme  sans  cesser  d'être  linéaires,  et  de  telle  sorte 
que  les  coefficients  des  variables  principales 

et  de  leurs  dérivées,  devenus  fonctions  de  la  coordonnée  x,  varient 
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très  rapidement  avec  elle  entre  les  limites  très  rapprochées 

^  =r  O,  ûC  z=  £. 

Supposons  d'ailleurs  que,  dans  ces  mêmes  équations,  transformées 
d'abord  en  équations  différentielles  par  la  méthode  développée  dans 
un  précédent  Mémoire,  puis  ramenées  au  premier  ordre,  et  résolues 

par  rapport  à 

de        dn 

-7^5     -7—)      •  •  •> 

dx       ay 

les  produits  des  coefficients  ou  plutôt  des  variations  par  la  distance  £ 
restent  très  petits.  Alors  un  ou  plusieurs  mouvements  simples,  propa- 
gés séparément  ou  simultanément  dans  le  système  donné,  éprouveront 
dans  le  voisinage  du  plan  fixe  des  y,  z  des  perturbations  en  vertu 
desquelles  les  valeurs  des  déplacements  effectifs 

ç,     ri,      C 

et  par  suite  des  déplacements  symboliques 

L     n,    C 

se  trouveront  altérées  pour  de  très  petites  valeurs  positives  de  oc;  mais, 
à  l'aide  des  principes  établis  dans  le  Mémoire  dont  il  s'agit,  on  prou- 
vera que  les  valeurs  altérées  et  les  valeurs  non  altérées  sont  liées  entre 
elles  par  certaines  équations  de  condition  qui  subsistent  dans  le  voi- 
sinage du  plan  fixe,  et  spécialement  pour  une  valeur  nulle  de  la  coor- 
donnée £P.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  cas  où,  avant  d'être  altérées, 
les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  sont  homogènes  et 
indépendantes  de  la  direction  des  axes  coordonnés.  Alors  les  équations 
symboliques  de  ces  mouvements,  c'est-à-dire  les  équations  (3)  du 
paragraphe  II,  seront,  pour  des  valeurs  de  x  positives  et  sensiblement 
différentes  de  zéro,  déterminées  par  des  équations  de  la  forme 

i  [D^ - t(Di-H  1)^.+ mni  - n'i)^(i)^^  +  D,.^ -+- i),c), 

OEuvres  de  C.  —  S.  II,  t.   XI.  24 
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Alors  aussi  les  déplacements  symboliques,  correspondants  à  un  mou- 
vement simple,  seront,  pour  les  valeurs  de  .r  positives  et  sensiblement 
différentes  de  zéro,  déterminées  par  des  équations  do  la  forme 

les  constantes 

«,     (',     «v,    .y,        A,     R,     C 

étant  assujetties  à  vérifier  l'un  des  deux  systèmes  d'équations 

(3)  5-  =  t(a2+r2  +  (r2),  wA+ ('R  +  «^C=io, 

(4)  s'=t{i  +  f){ir--i-v^+iv'),  ARC 


a 


dans  lesquels  i,  f  représentent  deux  quantités  réelles.  Le  mouvement 
simple  dont  il  s'agit  sera  du  nombre  de  ceux  qui  ne  s'éteignent  point 
en  se  propageant,  si  les  coefficients  d'extinction  relatifs  à  l'espace  et 
au  temps  s'évanouissent,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  les  coeffi- 
cients 

des  variables  indépendantes  dans  l'exponentielle 

gUjr+t'y-hw  z  —st 

n'offrent  pas  de  parties  réelles,  par  conséquent  si  l'on  a 

(  5  )  «  =  u  y/ —  I ,  «'  rr:  V  \/ —  I  .  «'  =  w  y/ —  r ,  5  =  s  \/—  I , 

u,  V,  w,  s  étant  des  quantités  réelles.  Le  même  mouvement  simple  sera 
du  nombre  de  ceux  dans  lesquels  la  densité  de  l'éther  reste  invariable, 
si  les  valeurs  précédentes  de 

w,     ç,     w,     s 

vérifient  la  première  des  équations  (3),  réduite  à 
(6)  s2='.(u2+v2-}- w^), 

ce  qui  suppose  la  constante  i  positive.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par 
exemple,  si  en  posant  pour  abréger 


(7)  k  =  v/u-+  v--f-  w-,         £2  =  y/i, 
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on  prend 

(8)  &  =  ^k. 

Alors,  le  mouvement  simple  sera  représenté  par  le  système  des  équa- 
tions 

!ï     3—   J^  g(l'.«H-VV-(-W3— s/)  y'— 1 

jointes  à  la  formule   (8)  et  à  la  seconde  des  formules  (3),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  à  la  suivante 

(10)  uA  H- vB  +  wC  =  o. 

Si  d'ailleurs  on  pose 

('0  u^  +  vj -h  w-s  =1  kt 

et 

(12)  A-ae^v/^ï,  B  =  bef^v^,         C  =  ce''v/=î, 

a,  b,  c  désignant  des  quantités  positives  et  A,  m.,  v  des  arcs  réels,  les 
formules  (9)  deviendront 

(  1 3  )        I  =  a  gii^L— s/+>,)  y/^  ~  --  ^  g(kt-s<H-[A)  ^'~i^  Ç  =  C  e""-— s'+'^i  v'— î 

et  l'on  en  conclura 

(14)    |  =  acos(kt  — s^  +  A),  Y]=:bcos(kt  — s^  +  ,u),     C-=ccos(Rv  — s^ -4- v). 
Soient  maintenant 

.    -  X  c>c  (?r;  ^Ç 

et 

/  r\  àc-  an       -  0^       -T- 


et  nommons 
ou 


lo5      "Oo,      Co-      9o'      Zo,      'i^o 
Ç05        '^01        Ço'        ?0i        Xo'        Vo 
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ce  que  deviennent,  pour  a:  =  o,  les  valeurs  dos  variables  principales 

H-    Tn,    C,    9,    X,    J; 
ou 

ï,     ri,     Ç.      9,      '/.     if 

déterminées  par  le  système  des  formules  (i4)  et  (i5),  ou  (i3)  et  (lO), 
quand  on  commence  par  modifier  ces  valeurs,  de  manière  qu'elles 
vérifient  non  plus  les  équations  (i),  mais  ces  équations  altérées  par 
la  variation  que  subissent  les  coefficients  des  variables  principales  et 
de  leurs  dérivées  dans  le  voisinage  du  plan  des  r,  z.  En  vertu  des  prin- 
cipes établis  dans  le  Mémoire  ci-dessus  mentionné,  les  difierences 


^  —  ^0,     ri  —  r,o.     Ç  — Ço.     9  —  90^     y.  —  Zo'     ^  —  ^0 

vérifieront  certaines  équations  de  condition,  et,  pour  obtenir  celles-ci, 
on  devra  d'abord  chercher  les  divers  systèmes  d'intégrales  simples 
que  peuvent  représenter  les  équations  (2),  jointes  aux  formules  (3) 
ou  (4)»  quand  on  y  regarde  les  coefficients 

comme  invariables,  et  devant  acquérir,  dans  chaque  système  d'inté- 
grales simples,  les  valeurs  fournies  par  les  trois  dernières  des  équa- 
tions (5).  Or,  dans  cette  hypothèse,  on  tirera  des  équations  (3)  ou  (4), 
jointes  à  la  formule  (6)  et  à  la  première  des  formules  (7), 

(17)  n'-=  —  [:\  «A+ (vB  + vvC)  v/— ^=0 

r' 

OU 

A  R  C 


(18)  „2—  V2+VV'-  — 


I   -f-    I"  U 


\\/—l         \v  \/ 


Il  en  résulte  que,  dans  un  mouvement  simple  correspondant  aux 
valeurs  imaginaires  données  de  v,  w,  s,  le  coefficients  peut  acquérir 
quatre  valeurs  distinctes,  puisqu'on  peut  satisfaire  à  la  première  des 
équations  (17),  en  prenant  non  seulement 

(19)  u^^^f^x 
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mais  encore 

(20)  u  =1 —  u  y/ —  I, 

puis  à  la  première  des  équations  (18),  en  prenant 

1  1 

(21)  «:=/ _^^_v2- wM    v^— I,       OU       a  =  — ( ^_v-— wM   y/— I, 


si  l'on  a 

k* 

(22)  ^>v2  4-w-, 

et  en  prenant  au  contraire 

(28)       «^(v^H-w' -.)    ,  OU  «=:—  (v-+W-  — 


si  l'on  a 

(2^)  .  vî+w-> 


i  +  r 


Observons  à  présent  que,  si  la  formule  (22)  se  vérifie,  aucune  des 
quatre  valeurs  de  u  n'offrira  de  partie  réelle,  et  qu'en  conséquence 
aucune  d'elles  n'offrira  de  partie  réelle  négative,  ou,  en  d'autres 
termes,  inférieure  à  celle  de 


Donc  alors,  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  Mémoire  ci-dessus 
rappelé,  les  valeurs  de 


h     Ti,      C,      Q,     y,      <\t. 


relatives  au  mouvement  simple  qui  correspond  à  la  valeur  précédente 
de  u,  vérifieront  pour  x  =  o  les  équations  de  condition 

(  25  )      l  =  ïo,        n  =  -rio'        C  =  ?o^        9  =  oo,        z  —  Xo-        ^  =  ^0- 

Si,  au  contraire,  la  formule  (24)  se  vérifie,  alors  des  quatre  valeurs 
de  w,  celle  que  détermine  la  seconde  des  équations  (23)  offrira  seule 
une  partie  réelle  négative.  Donc  alors  les  valeurs  de  Ë,  y],  .. .  relatives 
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au  mouvement  simple  dont  il  s'agit  vérifieront  pour  x  =^  o  les  équa- 
tions de  condition  qu'on  obtiendra  en  supposant  dans  la  formule 

t  —  ço  _  n  —  ''io  _  C  — Co  _  ?  —  9o  _  X  ~  Xo  _  '-r^  —  'In 
A      ~       H      ~      C      ~~     i(A     ~     vB     ~     .tC    ' 

les  constantes 

u,     v,    w,        A,     R.     C 

choisies  de  manière  qu'on  ait 

U-=r  —  l),  c  :=:  V  sj —  1  ,  W  =  W  \! —  1  , 

la  valeur  de  t)  étant 

(26)  «=     v^+w^  — 


A  R 


"        V  \J —  I        \v  y —  I 


on  aura,  dans  co  cas,  pour  x  =  o, 

£  —  Ço  _   -fi  —  r,n   _     C  —  Co     _  ?  —  ?o  _         Z  ~  y."         _         '-^  -  'Io 


(27) 


V  v'^—  I        w  y/—  I  ^'"  —  V  V)  V  —  '        ~  wJL)  V—  • 


Avant  d'aller  plus  loin,  cherchons  à  reconnaître,  d'une  manière 
précise,  dans  quels  cas  subsistent  les  diverses  formules  ci-dessus 
établies. 

Pour  y  parvenir,  nous  remarquerons  d'abord  que  les  diverses  puis- 
sances des  caractéristiques 

renfermées  dans  les  équations  symboliques  des  mouvements  infini- 
ment petits  se  transforment  en  puissances,  de  mêmes  degrés,  des  coef- 
ficients 

quand  on  suppose  ces  mouvements  infiniment  petits  réduits  à  des 
mouvements  simples,  c'est-à-dire  quand  on  suppose  les  déplacements 
symboliques  proportionnels  à  une  seule  exponentielle  de  la  forme 

pux+vy+wz—st 
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Alors  les  fonctions  de  D^,  D^ ,  D^,  représentées  par 

L,     M,     N,     P,     Q,     R 

dans  les  équations  (i)  du  paragraphe  1,  se  transforment  en  des  fonc- 
tions de  u,  V,  w,  désignées  par 

-C,     OlL,     .X,     ^,      %     K 

dans  les  précédents  Mémoires.  Dans  cette  hypothèse,  réduire,  comme 
nous  l'ayons  fait,  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  à 
des  équations  du  second  ordre,  ou,  en  d'autres  termes,  réduire 

L,     M,     N,     P,     Q,     W 

à  des  fonctions  qui  soient  du  second  degré  par  rapport  au  système  des 
caractéristiques  D^,  D^,  D^,  c'est  évidemment  réduire 

i^,     011,     dXo,     ^S,     %     A 

à  des  fonctions  qui  soient  du  second  degré  par  rapport  au  système  des 
coefficients  u,  v,w.  D'ailleurs,  comme  on  l'a  vu  dans  le  Mémoire  sur 
les  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  de  molécules,  si  l'on 
nomme 

les  coordonnées  d'une  molécule  m  du  système  donné,  et 

les  coordonnées  d'une  autre  molécule  m,  les  valeurs  de 

j^,    oii,    X,    y;\    ^,    a 

seront  représentées  par  des  sommes  de  termes  correspondant  aux 
diverses  molécules  m  voisines  de  m,  et  dont  chacun,  considéré  comme 
fonction  de  u,  v,  w,  sera  proportionnel  à  la  différence 

mais  s'évanouira  sensiblement  hors  de  la  sphère  d'activité  de  la  molé- 
cule m.  Donc  réduire  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits 
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au  second  ordre,  c'est  négliger  dans  le  développement  de  cette  diffé- 
rence, c'est-à-dire  dans  la  somme 

-^  1.2  1.2.3  -^  •  •  •  : 

les  puissances  du  trinôme 

«X  H-  vy  -H  wz 

d'un  degré  supérieur  au  second.  Or,  il  sera  généralement  permis  de 
négliger  ces  puissances,  au  moins  dans  une  première  approximation, 

si  le  module  du  trinôme 

ux  -h-  cy  +  ivz 

reste  très  petit  pour  tous  les  points  situés  dans  l'intérieur  de  la  sphère 
d'activité  sensible  d'une  molécule  ;  et  cette  dernière  condition  sera 
remplie  elle-même,  si  le  rayon  de  la  sphère  dont  il  s'agit  est  très 
petit  par  rapport  aux  longueurs  d'ondulations  mesurées  dans  un  mou- 
vement simple  qui  ne  s'éteigne  pas  en  se  propageant.  En  effet,  dans 
un  semblable  mouvement,  m,  {>,  w  seront  de  la  forme 

u,  V,  W  désignant  des  constantes  réelles  ;  et  le  plan  d'une  onde,  paral- 
lèle au  plan  invariable  représenté  par  l'équation 

VIT  +  v/  -H  w:;  =  o. 

formera  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  des  angles  dont 
les  cosinus  seront  respectivement  proportionnels  à 

u,     V,     w, 

tandis  que  l'épaisseur  d'une  onde  sera  représentée  par 

, 27: 

'~T' 
la  valeur  de  k  étant 

k  =  \/i:^  +  v^  -h  VV-. 

D'autre  part,  si  l'on  nomme  rie  rayon  vecteur  mené  de  la  molécule  m 
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à  la  molécule  m,  et  o  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  r  avec  la  per- 
pendiculaire au  plan  d'une  onde,  on  aura 


h 
et  il  estclairque  le  produit 


ux  4-  vy  H-  wz  =  k  /•  cos  o  =  2  tt  y  cos  ù  ; 


2  7Ï-  C0S<5 


deviendra  très  petit  en  môme  temps  que  le  rapport 

/• 
T* 

Donc  le  module  du  trinôme 

«X  +  ry  4-  lï^z, 

représenté  dans  le  mouvement  simple  que  l'on  considère  par  la  valeur 
numérique  de  la  somme 

r 

UX  +  Vy  +  wz  =r  2  7;  j  COSO, 

restera  très  petit,  si  le  rayon  vecteur  r,  supposé  inférieur  ou  égal  au 
rayon  de  la  sphère  d'activité  sensible  d'une  molécule,  est  trèspetit  par 
rapport  à  la  longueur  d'une  ondulation. 

Lorsque  la  condition  ici  énoncée  sera  remplie,  et  qu'en  conséquence 
les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  pourront  être,  sans 
erreur  sensible,  réduites  à  des  équations  du  second  ordre,  ces  der- 
nières renfermeront  généralement  des  termes  du  premier  ordre  et  des 
termes  du  second  ordre.  Il  semblerait  au  premier  abord  que  ceux-ci 
devraient  encore  être  considérés  comme  très  petits  par  rapport  aux 
autres.  Mais  on  doit  observer  que  les  coefficients  des  dérivées  du  pre- 
mier ordre  seront  des  sommes  composées  de  parties,  les  unes  posi- 
tives, les  autres  négatives,  et  qui,  dans  beaucoup  de  cas,  se  détruiront 
réciproquement.  C'est  ce  qui  arrive,  en  particulier,  quand  le  système  de 
molécules  est  constitué  de  telle  manière,  que  la  propagation  du  mou- 
vement s'effectue  en  tous  sens  suivant  les  mêmes  lois.   Il  en  résulte 
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que,  loin  de  négliger  les  termes  du  second  ordre  vis-à-vis  des  termes 
du  premier  ordre,  on  devra  plus  généralement  négliger  ceux-ci  vis- 
à-vis  des  termes  du  second  ordre,  ce  qui  suffira  pour  rendre  homogènes 
les  équations  du  second  ordre  auxquelles  on  sera  parvenu. 

Considérons  maintenant  en  particulier  les  conditions  relatives  aux 
points  situés  dans  le  plan  fixe  des  y,  z.  D'après  ce  qu'on  a  dit,  ces 
conditions  supposent  qu'on  obtient  des  produits  très  petits  en  mul- 
tipliant la  constante  £,  c'est-à-dire  la  distance  au  plan  fixe,  en- deçà 
de  laquelle  les  perturbations  des  mouvements  infiniment  petits 
deviennent  sensibles,  par  certains  coefficients  renfermés  dans  ces 
mêmes  équations.  D'ailleurs,  en  vertu  des  principes  développés  dans 
le  Mémoire  qui  a  pour  titre  Méthode  générale  propre  à  fournir  les  équa- 
tions de  condition  relatives  aux  limites  des  corps,  les  coefiicients  dont  il 
s'agit  seront  généralement  ceux  par  lesquels  se  trouveront  multipliées 
les  variables  principales 

ï.     Y],     Ç,     ©,     y,     (} 

dans  les  équations  symboliques  des  mouvements  infiniment  petits, 
transformées  d'abord  en  équations  différentielles  par  la  substitution 
des  constantes 

V,      w,      s 

aux  caractéristiques 

Dr-     D„     I)„ 

puis  ramenées  au  premier  ordre  par  l'adjonction  des  variables  princi- 
pales o,  y,  Ç  aux  variables  principales  ^,y],ç,  et  résolues  par  rapport  à 

âc,        (hi        àiÇ,        â(^       dx       ^^ 
ÔJc  '     ()jo       à  V       Ojc       Ojo       dx 

Mais  il  est  important  d'observer  que,  si,  dans  un  mouvement  simple, 
l'épaisseur  1  des  ondes  planes  devient  très  petite,  les  constantes 

offriront  de  très  grands  modules  comparables  à  la  quantité 

k-— . 
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Alors  les  dérivées 

seront  elles-mêmes  comparables  aux  produits 

k:;,     kï),     kC; 

et  comme,  dans  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits 
réduites  à  des  équations  homogènes  du  second  ordre,  puis  trans- 
formées en  équations  dilFérentielles,  les  divers  termes  resteront  tous 
comparables  les  uns  aux  autres,  les  coefficients  qui,  multipliés  par  £, 
devront  fournir  des  produits  très  petits  seront,  dans  les  valeurs  de 

<)o        ôy        ô'i^ 
()x       àoc       ôx 

exprimées  en  fonctions  linéaires  de  * 

£,     Y),     Ç,      9,     y,     ^, 


les  coefficients  de 
ou  ceux  de 


kî,     k^,     kC. 


On  peut  ajouter  que  les  coefficients  de  o  dans  la  valeur  -^'  à^y  dans  la 
valeur  de  -r^»   ...   auront,  dans  le  mouvement  troublé,  des  valeurs 

UJC 

comparables  à  celles  qu'ils  acquièrent  dans  lemouvement  simple  et  non 
troublé,  c'est-à-dire  au  coefficient  u,  par  conséquent  à  la  constante  k. 
Donc,  en  définitive,  pour  que  la  valeur  de  la  distance  i  permette  aux 
conditions  relatives  à  la  surface  de  subsister,  il  suffira  que  le  pro- 
duit 

reste  très  petit,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  distance  £  soit  très 
petite  relativement  à  la  longueur  d'une  ondulation. 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  les  formules  (23)  ou  (27) 
subsisteront,  pour  .r=  o,  dans  les  circonstances  que  nous  avons  indi- 
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quées,  si  les  variables 

représentent  les  déplacements  symboliques  relatifs  à  un  mouvement 
simple  pour  l.equel  on  aurait 

u  =  u  s/ —  I . 

Il  y  a  plus  :  en  vertu  dos  principes  établis  dans  le  Mémoire  déjà  cité, 
on  arrivera  encore  aux  formules  (25)  ou  (27),  si  les  variables 

représentent  les  déplacements  symboliques  relatifs  à  un  mouvement 
simple  pour  lequel  on  aurait 

//  =  —  u  \/ —  I  , 

ou  même  les  déplacements  symboliques  relatifs  à  un  mouvement 
résultant  de  la  superposition  de  deux  mouvements  simples,  pour  l'un 
desquels  on  aurait 

//  =  u  s/—  I , 

tandis  qu'on  aurait  pour  l'autre 

Cela  posé,  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Considérons  un  système  homogène  de  molécules  situé  par 
rapport  au  plan  des  y,  z  du  côté  des  a:  positives,  et  pour  lequel  les  équa- 
tions des  mouvements  infiniment  petits,  indépendantes  de  la  direction  des 
axes  coordonnés,  puissent  se  réduire^  sans  erreur  sensible,  à  des  équa- 
tions homogènes  du  second  ordre,  par  conséquent  aux  formules  (i).  Sup- 
posons en  outre  que,  dans  le  voisinage  du  plan  des  y,  z,  et  entre  les  limites 
très  rapprochées 

^  =:  O,  X  ^=^  t. 

ces  équations  changent  de  forme,  les  coefficients  des  déplacements  effec- 
tifs ou  des  déplacements  symboliques  et  de  leurs  dérivées  devenant  alors 
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fonctions  de  la  coordonnée  x.  Nommons 

les  dérivées  premières  de 
relatives  à  x^  et 

ïo,       -no,       Ço,       ?o,      Zoi       4^0 

c<?  que  deviennent,  pour  .27  =  0,  /e^  valeurs  de 

l^    fi,    Ç.    9.    X'    ?. 

correspondant  à  un  mouvement  infiniment  petit,  propagé  dans  le  sys- 
tème de  molécules  donné^  quand  on  a  égard  aux  perturbations  de  ce 
mouvement  indiquées  par  V  altération  des  équations  {\^  dans  le  voisinage 
du  plan  des  y^  z.  Enfin,  supposons  que  le  mouvement  dont  il  s' agit  soit  un 
mouvement  simple  qui  ne  s'éteigne  point  en  se  propageant^  ou  bien  encore 
qu'il  résulte  de  la  superposition  de  deux  mouvements  simples  de  cette 
espèce,  correspondant  aux  mêmes  valeurs  imaginaires  des  coefficients 

mais  à  des  valeurs  imaginaires  de  u,  qui,  étant  égales  au  signe  près,  se 
trouvent  affectées  de  signes  contraires.  Si  d'ailleurs  la  distance  £  est  très 
petite  relativement  à  la  longueur  d'une  ondulation,  les  valeurs  de 


ç,      Ti,      C      o,      y.      ^, 

calculées  comme  si  le  mouvement  simple  n  éprouvait  aucune  perturbation 
dans  le  voisinage  du  plan  des  y,  z,  vérifieront,  pour  x  =  0,  les  conditions 
('2d)  ou  (^ly),  savoir  les  conditions 

si  l'on  a  , 

^'    >v*-^w^ 


1  +  I 
et  les  conditions 

\  —  U  _  -n  —  rt„   _    C  —  Co    _  9  —  ?n  _       X  —  7o       _       ^  —  'lo 


198    MÉMOIRE  SUR  LA  RÉFLEXION  ET  LA  RÉFRACTION 
si  l'on  a 


I  +  f 


Les  mêmes  principes  peuvent  servir  encore  à  établir  les  équations 
de  condition  auxquelles  devraient  satisfaire,  pour  x  =  o,  les  valeurs 

de 

?,    -n.     Ç,     9,     X,     ^. 

relatives  soit  à  des  mouvements  qui  s'éteindraient  en  se  propageant, 
soit  à  des  mouvements  accompagnés  d'un  changement  de  densité.  Mais, 
nous  bornant  pour  l'instant  à  indiquer  ces  diverses  applications  de  nos 
formules  générales,  nous  allons  nous  occuper  plus  spécialement  des 
formules  particulières  que  nous  venons  de  trouver  et  développer  les 
conséquences  qui  s'en  déduisent. 
Les  valeurs  de  (^,  w  étant 

(28)  Ç  =  V  \/—  ]  ,  H '  =  w 

la  formule  (27)  peut  s'écrire  comme  il  suit 


(29) 


ço  _-n  —  Yio  _  C  —  Co  _  ?  —  ?o-  _  X  ~  Zo  _  4^  —  'h 


D'ailleurs  on  tire  de  cette  dernière,  non  seulement 

7        T  r y- 

Il  —  'i\)  -5  —  so 

et 

î     ï  -  X - zo  -izii^, 

c  —  co  — — ' 

par  conséquent  , 

(3n)      ivr,  —  v';  =  ^vno-~vXo,  4' ~  "'^  -  'fo  ~  "'^"'  *'^' —  X  = '"Ço— '/o. 

mais  encore 

^       7         -       -         9  — ^„+a(c  — Co) +  €( -Yi rip) 

I  -        ï  -  _  c  —  £o  _  o  —  C0(.  _  _^^ y  *'  '' 

-  r,  -  - Tio  -  ^— ^  -      ^,^,      -  vr-—oc  V  +  6 
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quels  que  soient  les  facteurs  a,  ê,  et  par  suite 

p  n 

/  o    \  —  -co—        —  rO  — 

{il)  o  H- ac  H — -^=9u-+-a;oH r,o, 

l'  '  V 

si  l'on  choisit  a,  ê  de  manière  à  vérifier  la  formule 
(32)  t)*4_aO^S  — o. 


§  IV.  —  Sur  les  conditions  générales  de  la  coexistence  de  mouvements 
simples,  que  l'on  suppose  propagés  dans  deux  portions  différentes  d'un 
système  moléculaire,  diversement  constituées  et  séparées  l'une  de  l'autre 
par  une  surface  plane. 

Considérons  deux  systèmes  homogènes  de  molécules,  séparés  par 
une  surface  plane  que  nous  prendrons  pour  plan  desj,  s,  ces  deux' 
systèmes  n'étant  autre  chose  que  deux  portions  différentes  d'un  même 
système  dont  la  constitution  change  quand  la  coordonnée  x  passe  du 
négatif  au  positif,  et  reste  sensiblement  invariable  de  chaque  côté  de 
la  surface  de  séparation,  excepté  dans  le  voisinage  de  cette  surface. 
Soient 

h    fi,     X,        et        ç,    Yj,     : 

les  déplacements  effectifs  et  symboliques  d'une  molécule,  correspon- 
dant à  un  ou  à  plusieurs  mouvements  simples  propagés  dans  le  premier 
des  systèmes  donnés,  que  nous  supposerons  situé  du  côté  des  x  néga- 
tives ;  et  nommons 

les  dérivées  de  ces  déplacements  effectifs  ou  symboliques,  prises  par 
rapport  à  x.  Soient  pareillement 

les  déplacements  effectifs  ou  symboliques  correspondant  à  un  ou 
plusieurs  mouvements  simples  propagés  dans  le  second  système,  situé 
du  côté  des  .r  positives  ;  et  nommons  encore 

?'♦     Z'-     4*'         011         9',     //,     ^' 
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les  dérivées  de  ces  déplacements  effectifs  ou  symboliques,  prises  par 
rapport  à  x.  Soient  enfin 

ÇO)         f\^:         Coi         905         Zoi         "t^O 

OU 

Ço.      ■''Jo-       Co,       Ç'c,       '/oi       ^0 

ce  que  deviennent  les  déplacements  effectifs  ou  symboliques  et  leurs 
dérivées  pour  les  points  situés  dans  le  plan  des  j,  z.  Si  les  deux 
espèces  de  mouvements  simples  qu'on  suppose  propagésdans  les  deux 
systèmes  donnés  de  molécules  peuvent  coexister,  alors,  en  raisonnant 
comme  dans  le  paragraphe  II,  on  obtiendra  :  i°  entre  les  différences 


<;  — £o,     'O  —  Tïo,     Ç  — Ço,      ?  —  9oi     %  — Zo.     ^  —  ^0, 
2°  entre  les  différences 

des  équations  de  condition  qui  devront  se  vérifier  pour  une  valeur 
nulle  de  x  ;  puis,  en  éliminant 


CO'       "^io,       ^0,       9o,       Zoi       4^0 


entre   ces  deux  espèces  d'équations  de  condition,   on  en  obtiendra 
d'autres  entre  les  seules  variables 


l     r,,     Ç,     o,     X,     ^;  i\     ri'.     V,     cp',     -/>     ^'- 

Les  nouvelles  équations  de  condition,  ainsi  obtenues,  devront,  comme 
les  précédentes,  subsister  seulement  pour  une  valeur  nulle  de  ^,  et 
les  unes  comme  les  autres  seront  linéaires  par  rapport  aux  déplace- 
ments symboliques  et  à  leurs  dérivées.  En  conséquence,  après  l'éli- 
mination de 

Co,       "Oo,       Ço>       ?0i       Xo,       ^0, 

la  forme  la  plus  générale  d'une  équation  de  condition  sera 
(I)  r  +  r=:o, 
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r  désignant  une  fonction  linéaire  des  variables 


i-,     fi,     Ç,     9,     Z-     ']>, 


composée  de  six  termes  respectivement  proportionnels  à  ces  mêmes 
variables,  et  F'  une  fonction  de  la  même  espèce,  mais  composée  avec 
les  variables 

!',   V,   ç',   ?,   z',  ï'. 

Si  l'on  suppose  qu'un  seul  mouvement  simple  se  propage  dans  le 
système  de  molécules  situé  du  côté  des  x  négatives,  les  valeurs  de 


^^    ^'     Çi     ?i     Zî     ^1 
correspondant  à  une  valeur  de  x,  seront  de  la  forme 

Uyi'yWyS,  A,  B,  Cdésiguaut  des  constantes  réelles  ou  imaginaires;  et 
par  suite,  la  valeur  de  F  correspondant  k  x  =  o  sera  de  la  forme 

y  désignant  une  nouvelle  constante.  Si,  au  contraire,  plusieurs  mouve- 
ments sirnpies,  superposés  les  uns  aux  autres,  se  propagent  simulta- 
nément dans  le  premier  des  systèmes  donnés,  et  si  l'on  admet  que  les 
déplacements  symboliques  deviennent  proportionnels,  dans  l'un  de 
ces  mouvements  simples,  à  l'exponentielle 

gii  f-{-i>y+wz—.sl 

dans  un  autre  à  l'exponentielle 

la  valeur  de  F,  correspondant  à  .2^  =  o,  sera  de  la  forme 

(  2  )  T  -=y  e^r+ws-sï  _^  ,^^  ^>,,y+^,z-s,t  +  .  .  .  ^ 

y,  y,,  . . .  désignant  diverses  constantes.  Pareillement,  si  divers  mouve- 
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ments  simples  se  propagent  dans  le  second  système  de  molécules,  et 
si  l'on  admet  que  les  déplacements  symboliques  deviennent  propor- 
tionnels, dans  l'un  de  ces  mouvements  simples,  à  l'exponentielle 

pll'x•+^''y+w'z  -  s't 

dans  un  autre  à  l'exponentielle 

gU"jr-h(^"y+i\'"z—s"f 

la  valeur  de  F  ,  correspondant  à  ^  =  o,  sera  de  la  forme 

(  3  )  r'  —  -/  g^y+^^■z-s■t  ^ 

Cela  posé,  l'équation  (i),  réduite  à 

(4  )  y  e'^y^'"'-"  +  y^  e"..>+'v,:-.,/  4-  .  .  .  +  y  e^'y+w-^~s'i  ^  _  .  —  ^^ 

entraînera  la  formule 

(5)  y4-y^  +  ...a_y'  +  ...  —  o, 

à  laquelle  elle  se  réduira  identiquement  si  l'on  a 


(6)  '    iV—-Wi  =  .  .  .:=w'  =  .  .., 

'      5  =:    5^  =  .  .  .  =    5'  =  .  .  .  . 

11  y  a  plus  :  si  les  constantes 

y,    7/,     •••,       y',     ■•• 

diffèrent  de  zéro,  l'équation  (4),  qui  doit  subsister  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  aux  variables  indépendantes  y,  s, /,  entraînera  tou- 
jours non  seulement  l'équation  (5),  en  laquelle  elle  se  transforme  quand 
on  réduit  j,  z  et  ^  à  zéro,  mais  encore  les  formules  (()).  C'est  ce  qu'on 
démontrera  sans  peine  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

L'équation  (4),  devant  subsister  quels  que  soient  y,  z  et  /,  donnera, 
pour  2:  =  o  et  /  =  o, 


ye^'J'+y,  e''.>'+...+  y'e 


-,',yy-i-        — 


y    +7/ 

•+-.  . 

..  +  7'      +.. 

.=:  O, 

yv  -+-7,« 

•/  +•• 

.  .+  y'(^'  -f- . . 

.=  o, 

yr^  +  y,( 

';-+-•• 

.  .+  -/'(''2  4-.. 

,  .  =  o, 
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Si,  dans  cette  dernière  équation,  et  dans  ses  dérivées  des  divers  ordres 
relatives  à  y,  on  pose  y  =  o,  on  trouvera 


(7) 


Or,  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  équations  (7),  dont  on  peut  sup- 
poser le  nombre  égal  à  celui  des  coefficients 

7,     7/,     ...,        7''     •••^ 

entraînent  la  première  des  formules  (6).  En  effet,  admettons,  par 
exemple,  que  ces  coefficients  se  réduisent  à  trois 

7^     7/'     i- 

Alors,  en  éliminant  deux  d'entre  eux  des  équations  (7),  c'est-à-dire 

des  formules 

7  +7/  -^7'  =0^ 
yc  +y,i',  4-yV  =0, 
y.^+y,c'f  +  y'.'^=o, 

on  trouvera  successivement 

y((^  —  v^){v  —  v')7=zo,  y,{v—  v'){v^—v)  =  o,         y'(p'— (;)((/ -(;J  —  o; 

et,  par  suite,  si  ' 

7'    yn   y' 

diffèrent  de  zéro,  les  trois  différences 

devront  s'évanouir,  en  sorte  que  la  première  des  formules  (6)  devra 
être  vérifiée.  Eu  égard  à  la  forme  des  équations  (7),  la  même  démons- 
tration reste  applicable  quoi  que  soit  le  nombre  des  coefficients  y, 
y^,  . .  . ,  y,  . . . ,  et  d'ailleurs  on  pourra  évidemment  établir  de  la  même 
manière  la  seconde  et  la  troisième  des  formules  (6). 

Lorsqu'un  mouvement  simple  propagé  dans  un  système  de  molécules 
atteint  une  surface  plane  qui  sépare  ce    premier  système  d'un   se- 
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cond,  il  donne  très  souvent  naissance  à  d'autres  mouvements  simples, 
les  uns  réfléchis,  les  autres  réfractés,  qui  coexistent  tous  ensemble, 
mais  qui  ne  pourraient  plus  coexister,  dans  le  double  système  de 
molécules  que  l'on  considère,  si  l'on  venait  à  supprimer  quelques-uns 
d'entre  eux.  Ainsi,  par  exemple,  lorsque  ces  deux  systèmes  sont  tels 
qu'un  mouvement  simple,  propagé  jusqu'à  leur  surface  de  séparation, 
donne  naissance  à  deux  mouvements  de  cette  espèce,  l'un  réfléchi, 
l'autre  réfracté,  on  ne  saurait  concevoir  deux  de  ces  trois  mouvements 
propagés  seuls  dans  le  double  système  de  molécules.  Donc  alors  l'équa- 
tion (i)  ou  (4)  ne  peut  subsister,  lorsqu'on  supprime  l'un  des  trois 
mouvements  simples;  ce  qui  aurait  lieu,  toutefois,  si  l'une  des  cons- 
tantes 

y^   yn   y' 

venait  à  s'évanouir.  Donc,  si  l'on  applique  l'équation  (i)  ou  (4)  à  la 
réflexion  et  à  la  réfraction  des  mouvements  simples,  elle  entraînera 
généralement  les  formules  (6). 

Supposons  l'équation  (/[)  eff'ectivement  appliquée  à  la  réflexion  et 
à  la  réfraction  d'un  mouvement  simple  ;  et  soient  dans  cette  même 
équation 

le  terme  qui  correspond  aux  ondes  incidentes, 

ceux  qui  correspondent  aux  ondes  réfléchies;  enfin 

ceux  qui  correspondent  aux  ondes  réfractées.  Si  l'on  pose,  comme 
dans  le  paragraphe  II, 

(8  )  a  =  U  +  u  y/—  I ,  t^  =1  V^  -h  V  v/ —  f ,  (v  =1  W  -I-  w  v/—  i. 

(9)  s  —  ^  +  ^\/~^, 


(ro)  k=:\/u'+ V^'+wS  K  =  v/U'+V2-f-W% 

dO  l=-j^,  T=-, 

(-)  ^  =  ÏÏ-T' 
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u,  V,  w,  s,  U,  V,  W,  S  désignant  des  quantités  réelles,  parmi  les- 
quelles s  pourra  être  censée  positive,  les  constantes  réelles 

K,     S 

représenteront,  dans  le  mouvement  incident,  les  coefficients  d'extinc- 
tion relatifs  à  l'espace  et  au  temps,  et 

T 

la  durée  des  vibrations  moléculaires,  tandis  que 

l 
représentera  l'épaisseur  des  ondes  planes,  et 

a 

leur  vitesse  de  propagation.  De  plus,  les  plans  des  ondes  étant  tous 
parallèles  au  plan  invariable  représenté  par  l'équation 

(i3)  UJ7 -I- vy  +  ws  =  o, 

et  la  constante  u  devant  être  positive  dans  le  cas  où,  comme  on  doit 
le  supposer,  les  ondes  incidentes  en  se  propageant  se  rapprochent  du 
plan  des  j,  3;  si  l'on  nomme  1  l'angle  d'incidence,  c'est-à-dire  l'angle 
aigu  formé  par  une  droite  perpendiculaire  aux  plans  des  ondes  avec 
l'axe  des  x,  on  aura,  dans  le  cas  dont  il  s'agit, 


COST  = 


et  par  suite 


SUIT 


\/v'  +  ^'"^       _  y/v^  -f-  w^ 


puis  on  en  conclura 


(i4)  u=:kcosT,         y/v"^4-  w^  =  ksinT. 

Quant  au  plan  invariable  représenté  par  l'équation 

(i5)  Ua:-^Vy-hWz  =  i, 

il  sera  celui  duquel  s'éloignent  de  plus  en  plus  les  molécules  dont  les 
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vibrations  deviennent  de  plus  en  plus  petites,  et  disparaîtra  si  le  mou- 
vement incident  est  du  nombre  de  ceux  qui  ne  s'éteignent  point  en  se 
propageant. 

Soient  maintenant 

u,,     V,,     w,,     s„     U,,     V,,     W,,     S,,     k,,     K,,     1,,     1\,     i2,,     -,     ... 
OU 

u',     v',     w',     s',     U',     V,     W,     S',     k',     K',     1',     T',     il',     r',     ... 

ce  que  deviennent  les  constantes  réelles 

u,     V,     w,     s,     U,     V,     W,     S,     k,     K,     I,     T,     o,     t,     ... 

quand  on  passe  des  ondes  incidentes  aux  ondes  réfléchies  ou  réfrac- 
tées. Les  formules  (6),  jointes  aux  équations(8),(9),(io),  (ii),(i2), 
(i4),  entraîneront  évidemment  les  suivantes  : 


(i6) 

(J7) 
(.8) 

(  =  9) 


S=     S,= 


=:  V 

=  W 

—  V 

=  s 


On  tirera  d'ailleurs,  de  la  formule  (17), 
(20)  T=    T,  =  ...=   T 

et,  des  formules  (lO), 


y/v- -I-  w^  =  \f^\;  +  wf  =. . .  —  y/v'^ -h  vv'^ 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 
(21)  k  siriT  =  k^  sinT/  =  . .  .  —  k'  sint'^. 

et  par  suite 
(22) 


SUIT sinr^ 

~T~  ~      I, 


SUIT 
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Il  résulte  de  la  formule  (20)  que  la  durée  des  vibrations  moléculaires 
reste  la  même  dans  les  mouvements  incidents,  réfléchis  et  réfractés.  Il 
résulte  de  la  formule  (22)  que  l'angle  d'incidence  t,  l'angle  de  ré- 
flexion -z,,  . . . ,  C angle  de  réfraction  t'  . . .  offrent  des  sinus  respective- 
ment proportionnels  aux  épaisseurs  1,  I„  ...,!',...  des  ondes  inci- 
dentes réfléchies  et  réfractées.  De  plus,  comme  les  plans  invariables, 
représentés  parles  formules  (i3)  et  (i5),  ont  pour  traces,  sur  le  plan 
desj,  z,  les  droites  représentées  par  les  équations 

(23)  vy  -h   w^  =  o, 

(24)  Vr  +  W:;=:o, 

il  résulte  des  formules  (16)  et  (18)  que  ces  traces  restent  les  mêmes 
quand  on  passe  du  mouvement  incident  aux  mouvements  réfléchis  ou 
réfractés.  Donc  les  plans  des  ondes  incidentes,  réfléchies  et  réfrac- 
tées coupent  le  plan  des  j,  z  ou,  en  d'autres  termes,  la  surface  réflé- 
chissante suivant  des  droites  qui  sont  toutes  parallèles  les  unes  aux 
autres  ;  et,  si  par  un  point  donné  de  la  même  surface  on  mène  des 
perpendiculaires  aux  plans  de  ces  différentes  espèces  d'ondes,  ces  per- 
pendiculaires seront  toutes  renfermées  dans  un  plan  unique  qu'on 
peut  appeler  indifféremment  \q  plan  d'incidence  ou  \e  plan  de  réflexion 
ou  le  plan  de  réfraction. 
On  tire  des  formules  (22) 

,    -,  sinr         I  sirir         1 

(20)  ^ =  -=...  et  - — -—-— 

suiT^        1^  suit'        r 

Donc  le  rapport  du  sinus  d'incidence  au  sinus  de  réflexion  est  en  même 
temps  le  rapport  entre  les  épaisseurs  des  ondes  incidentes  et  réfléchies, 
tandis  que  le  rapport  entre  les  sinus  d'incidence  et  de  réfraction  se  con- 
fond avec  le  rapport  entre  les  épaisseurs  des  ondes  incidentes  et  réfrac- 
tées. Le  premier  de  ces  rapports  est  ce  que  nous  nommerons  Vindice 
d'incidence,  le  second  est  celui  qu'on  nomme  Vindice  de  réfraction. 

Lorsque  le  premier  système  de  molécules  sera  du  nombre  de  ceux 
dans  lesquels  la  propagation  du  mouvement  s'effectue  en  tous  sens 
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suivant  les  mêmes  lois,  et  que  pour  cette  raison  nous  appellerons  iso- 
tropes, s  deviendra  fonction  de  la  somme  u-  +  v-  -^  w'\  à  laquelle  s'^ 
sera  même  proportionnel  si  les  équations  des  mouvements  infiniment 
petits  sont  homogènes.  Alors  le  mouvement  incident,  que  nous  sup- 
poserons simple,  pourra  donner  naissance  à  un  seul  mouvement 
simple,  réfléchi  ;  etl'équation 

entraînera  la  suivante 

U-  -+-  ('"  +  W-  =z  UJ  -+-  i'J  -+-  WJ . 

Celle-ci,  jointe  aux  équations 

donnera 

(26)  M^=  «f  ; 

et,  comme  on  ne  pourrait  supposer  à  la  fois 

sans  rendre  parallèles  les  plans  des  ondes  incidentes  et  réfléchies,  ce 
qui  ne  permettrait  plus  de  vérifier  les  équations  de  condition,  et  ce  qui 
est  efi'ectivement  contraire  à  toutes  les  expériences,  la  formule  ('2G) 
entraînera  l'équation 

(27)  «,  =  -«, 

par  conséquent  aussi  l'équation 

(28)  u,  =  — u. 

Or  de  cette  dernière,  jointe  aux  formules 

V^=  V,  w^  —  w, 


on  tirera 

\/u;  -H  v;'  -t-  Wf  =  v/u'  -t-  v^  -+-  W'^ 

ou 

, 

(29) 

k,=  k, 

et  par  sui 

te 

(3o) 

1=1. 
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Cela  posé,  la  première  des  formules  (25)  donnerasin  t,  =  sin  t, 

(3i)  -=r. 

Donc,  dan^  un  milieu  isotrope,  l'angle  de  réflexion  est  toujours  égal  à 
l'angle  d'incidence. 

Supposons  maintenant  le  second  système  de  molécules  isotrope, 
comme  le  premier.  Alors  le  mouvement  incident,  étant  simple,  pourra 
donner  naissance  d'une  part  à  un  seul  mouvement  simple,  réfléchi, 
d'autre  part  à  un  seul  mouvement  simple  réfracté.  Si,  d'ailleurs,  ces 
trois  mouvements  simples  sont  du  nombre  de  ceux  qui  ne  s'éteignent 
pas  en  se  propageant,  on  aura 


I    "  =  i'  V  —  •'  «'  =  V  \A^,  w  —  ys  ^—\,  5  =  s  v/—  I , 

(  m'=u'\/— '•  «''  =  v'  \J—  I ,  w'  —  w'  si —  I ,         ,«'  =  s' si —  I . 

Dans  ce  cas  particulier,  s  étant  fonction  de 

ic  -h  v""  +  w'-  =—  (u^  +  v^  +  w-  )  =  —  lv^ 

et  s  fonction  de 

à  une  valeur  déterminée  de  s,  et  par  suite  de  s'  ^^s,  correspondront 
des  valeurs  déterminées  non  seulement  de  k,  mais  aussi  de  k',  quel 
que  soit  d'ailleurs  l'angle  d'incidence  t.  Donc  alors,  l'indice  de  réfrac- 
tion, savoir 

sinr        1        k' 


sinr 


sera  indépendant  de  V angle  d' incidence . 


§  V.  —  Sur  les  lois  de  la  réjlexion  des  mouvements  simples 
dans  les  milieux  isotropes. 

Pour  obtenir  complètement  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction 
des  mouvements  simples  dans  les  milieux  isotropes,  il  faut  joindre 

OEwres  de  C.  —  S.  II,  t.  XI.  27 
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aux  lois  générales  établies  dans  le  paragraphe  précédent  celles  qui 
résultent  de  la  forme  particulière  sous  laquelle  se  présentent  les  équa- 
tions de  condition  relatives  à  la  surface  de  séparation  de  deux  sem- 
blables milieux.  Pour  fixer  les  idées,  nous  nous  bornerons  ici  à  con- 
sidérer le  cas  où,  dans  chaque  système  de  molécules,  les  équations 
des  mouvements  infiniment  petits  peuvent  être  réduites  sans  erreur 
sensible  à  des  équations  homogènes  du  second  ordre  ;  et  nous  suppo- 
serons que  le  mouvement  incident,  étant  simple,  donne  naissance 
d'une  part  à  un  seul  mouvement  simple  réfléchi,  d'autre  part  à  un 
mouvement  simple  réfracté,  ces  trois  mouvements  étant  du  nombre 
de  ceux  dans  lesquels  la  densité  reste  invariable.  Enfin  nous  pren- 
drons la  surface  réfléchissante  pour  plan  des  y,  s.  Gela  posé,  soient 
pour  le  premier  milieu,  situé  du  côté  des  x  négatives, 

£,     Y],     ^,      o.     y,     <h 

les  déplacements  symboliques  d'une  molécule  et  leurs  dérivées  rela- 
tives 'A  oc,  dans  le  mouvement  incident,  ou  dans  le  mouvement  réflé- 
chi, ou  bien  encore  dans  le  mouvement  résultant  de  la  superposition 
des  ondes  incidentes  et  réfléchies.  Soient,  au  contraire,  pour  le  second 
milieu  situé  du  côté  des  x  positives, 

l',  V,  r,  ?.  z'-  ? 

les  déplacements  symboliques  d'une  molécule  et  leurs  dérivées  rela- 
tives à  X  dans  le  rayon  réfracté.  Les  valeurs  Ë,  y),  Z,  relatives  au  mou- 
vement incident,  seront  de  la  forme 

les  constantes  réelles  ou  imaginaires  u,  v,  w,  s.  A,  B,  G  étant  liées 
entre  elles  par  les  équations 

(2)  s'-=L{u''+i>''-\-w''),  A« +  Bp  +  C(^'  =  o, 

et  la  lettre  i  désignant  une  constante  réelle.  Si  maintenant  on  passe 
du  mouvement  incident  au  mouvement  réfléchi  ou  réfracté,  les  valeurs 
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de 

resteront  les  mêmes,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  VI  ;  mais 
on  ne  pourra  en  dire  autant  des  coefficients 

M,    A,    B,    C 

qui  feront  place  à  d'autres  représentés  par 

«,,    A,,    B„    C, 
ou  par 

u\    A',     B',     C, 
la  valeur  de  u^  étant 

(3)  a,=:-u. 

F]n  conséquence,  les  valeurs  de  ^,  y],  J,  relatives  au  mouvement  réfléchi, 
seront  de  la  forme 

(4)  ^  =  A/  g-u.r+i.y+wz-st^      -        ^  —  g^  g-„.v+i'y-^wz-sl ^  Ç  =  C    e-"J:-+'7-+W3-*/^ 

les  coefficients  A,,  B,,  C,  étant  liés  k  u,  ç,  w  par  la  formule 

(  5  )  _  A,  a  4-  B,  (^  -H  C,  HP-  --=  o, 

et  pareillement  les  valeurs  de  l',  y]',  l',  relatives  au  mouvement 
réfracté,  seront  de  la  forme 

(6)  ^'  z=  A'  e"'-^+''y-t-»'=--<-'^         y/  =  B'  e"-^+''j+«'=--»'  T'  zzz  C'  e"'->-t-»'j-t- '*'=-•" 

les  constantes  u',  v,  ir,  s.  A',  B',  C  étant  liées  entre  elles  par  les 
équations 

(7)  52zzz['(«'2+p^+i^*),         A'«'+ B'p-i-C'(v  =  o, 

et  i'  étant  ce  que  devient  la  constanle  réelle  i  quand  on  passe  du  pre- 
mier milieu  au  second.  Ajoutons  que,  si,  dans  le  premier  milieu,  on 
considère  à  la  fois  les  ondes  incidentes  et  réfléchies,  la  superposition 
de  ces  ondes  produira  un  mouvement  dans  lequel  les  valeurs  de  ç,  y[,  s 
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deviendront 

,       7r=  A  gu.r+fy-hwz-st  _|_  ^    g-ux+i'y+wz-sl ^ 


C'est  entre  les  valeurs  de  ^,  y],  l,  9,  ^,  -J;  et  de  ^',  y]^,  f,  9^,  yj,  1/, 
tirées  des  formules  (6)  et  (8),  que  devront  subsister,  pour  x  =  o,  les 
équations  de  condition  relatives  à  la  surface  réfléchissante. 

Considérons  spécialementle  cas  où  les  mouvements  incident,  réfléchi 
et  réfracté  sont  du  nombre  de  ceux  qui  ne  s'éteignent  pas  en  se 
propageant,  et  où  l'on  a  par  suite 


(9) 


"    =  U  \/ —  I ,  r  r^  V  y/ —  I ,  «^  =  w  \/ —  I 


I,  5  =:  S  V/—  J. 


t  , 


u,  v,  w,  s,  u'  désignant  des  quantités  réelles.  Posons  d'ailleurs 

(10)  k  =  y/u"'' +  v^  +  w^         k'=  v/u'"^H-  v^+  w-. 

Comme  les  formules  (-ï)  et  (7),  jointes  aux  formules  (9)  et  (10),  don- 
neront 

_  s'"  /_  s' 

il  est  clair  que  les  constantes  réelles  i,  t'  seront  positives.  Soient 
maintenant 

£o'      Y]o.      ^01       9o*      XO'       T» 

ce  que  deviennent  les  déplacements  symboliques  d'une  molécule  et 
leurs  dérivées  relatives  à  x,  en  un  point  de  la  surface  réfléchissante, 
quand  on  tient  compte  des  perturbations  qu'éprouvent  dans  le  voisi- 
nage de  cette  surface  les  mouvements  infiniment  petits.  On  obtiendra 
pour  ^  =  o,  entre  les  expressions 


c.      ri,      ç.      o,      /_,      ^ 
et 


Ço'        "^iu'        Co<        9o'        7,0'        Yo- 

des  équations  de  condition  représentées  par  les  formules  (25)  ou  (27) 
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(lu  paragraphe  III.  Donc  alors,  si  la  constante  réelle  que  nous  avons 
désignée  par  f  est  telle  que  l'on  ait 

(11)  7^f>^''+w'' 
on  trouvera 

(12)  l"  =  ^o,  ri  —  TtQ.  ?=Ço.  9  =  ?0'  X  =  Xo:  $  =  4^0- 

Si  au  contraire  on  a 

(i3)  -^,<v^+wS 

alors  les  équations  de  condition   se  trouveront  comprises  dans  la 
formule 

(    f  \  ^"  — lo  _  ^  —  ^0  _  C— ^0  __  ?  — ?o  _  Z  —  Xo   _  '^—^'^ 

le  valeur  de  x?  étant 

(i5)  f)^_(^v^  +  w'-  — ^ 

Pareillement,  si,  en  nommant  f  ce  que  devient  f  quand  on  passe  du 
premier  milieu  au  second,  l'on  a 

(16)  -!^,>v2  +  w^ 

^  I  -h  i 

on  trouvera 

(17)     ^'=^0.  Y)'  =  Tno,  C'=Ço,  ?'=©o,  z'=Xo^  ^f'^^'o- 

Si  l'on  a  au  contraire 

(•8)  -^r,  <V2+W^ 

I  -(-I 

on  trouvera 

/       X  ï'-  lo  _  -^  -  ^.0  _  C'—  ^0  _  ?'—  ?o  _  7/—  Xo  _  'P'  —  4^0 

^  y^  —V)'  p  tï'  rV2  —  i')'p      _i')'n.' 

la  valeur  de  X3'  étant 

1 

/  k'- 

(20)  X3'=(v^+\V^-  y-p^ 
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Gomme  on  ne  connaît  pas  a  priori  h  loi  des  actions  moléculaires, 
ni  par  suite  les  valeurs  des  constantes  f,  P,  le  seul  moyen  de  savoir  si 
ces  constantes  vérifient  les  formules  (i  i)  et  (i6)  ou  (i3)  et  (i8),  estde 
chercher  les  conséquences  qui  se  déduisent  de  l'une  et  l'autre  suppo- 
sition, et  de  les  comparer  aqx  résultats  de  l'expérience.  Or,  si  l'on 
admet  les  formules  (ii)  et  (i6),  alors  les  conditions  (12)  jointes  aux 
conditions  (17)  donneront,  pour  x  =  o, 


K 

_  B,  _  C, 
~  B  ~  C 

a  —  u' 

A 

~"  «  H-  u' 

A' 

B'       C 

2« 

A 

"~  B  ~  C 

~"  u  -h  u' 

(21)  l  =  ^\     ri=zn',     Ç  =  C',     9  =  ©',     •/  =  '//,     '|  =  'y. 

De  ces  dernières  équations,  combinées  avec  les  formules  (6),  (8),  on 
tirera 

(       A  +  A,   =     A'.  B  +  B,  =      B',  C-hC,   =     C, 

}  «(A-AJ  =  m'A',         «(B-BJ  =  «'B',         n{C~C,)=:u'C', 

et  par  suite 

(23) 
(24) 


puis  de  ces  dernières,  jointes  aux  formules  (2),  (3)  et  (7),  on  con- 
clura 

/        Au  -i-  \iv  -\-  Cw  =  o, 

(25)  '   — Au  +  Bv  -h  Civ  =  0, 

!       Au'-\-hi'  +  Cn'  =  o. 

D'ailleurs  on  tire  des  formules  (23) 

(26)  Au  =  \u'j:r:0,  B^'-|-Cw^  =  0, 

puis  de  celles-ci,  combinées  avec  les  formules  (9)  et  (i), 

(27)  Au=:A'u'=:0,  Bv  +  Cw=:0 

et 

(28)  i]|  =  u'^  =  o,         'vri  4- wÇ  =  o; 


D'UN  MOUVEMENT  SIMPLE,  ETC.  215 

par  conséquent 

(29)  uE  =  v'l  =  o,  VY]  +  WC  =  0. 

Enfin,  pour  satisfaire  à  la  première  des  équations  (29),  il  faut  supposer 
que  l'on  a 

(30)  u  =  u'=o, 

c'est-à-dire  que  les  plans  des  ondes  incidentes  et  réfractées  sont  paral- 
lèles au  plan  des  y,  z,  ou  que  l'on  a 

(3i)  ^  =  0, 

c'est-à-dire  que  les  vibrations  des  molécules  sont  perpendiculaires  à 
l'axe  des  ^.  Donc,  lorsque  les  formules  (11)  ou  (16)  se  vérifient,  un 
mouvement  incident,  que  nous  supposons  simple,  ne  peut  donner 
naissance  à  un  seul  mouvement  simple  réfléchi,  et  à  un  seul  mouve- 
ment simple  réfracté,  que  dans  des  cas  très  particuliers,  savoir, 
lorsque  les  plans  des  ondes  ou  les  directions  des  vibrations  molécu- 
laires sont  parallèles  à  la  surface  réfléchissante. 

Au  contraire,  un  mouvement  simple  pourra  se  réfléchir  et  se  réfrac- 
ter, quelle  que  soit  la  direction  des  plans  des  ondes  ou  des  vibrations 
moléculaires,  si  l'on  suppose  vérifiées  non  plus  les  formules  (11) 
et  (16),  mais  les  formules  (i3)  et  (18).  Alors  les  variables 


^,      Y],       Ç,       0,       y,       (|; 

d'une  part,  et  les  variables 

î\    V,     ?',     ?,     x',    $' 
d'autre  part,  se  trouveront  liées  à 

SO'      "Oo^      •^01      ©0?      Zo>      Yo 

par  les  formules  (i4),  (19),  dont  chacune  comprendra  cinq  équations 
distinctes  ;  et  l'élimination  de 

lo^    -no,    fo,     9o^    Zo;     ^0 


216     MEMOIRE  SUR   LA  RÉFLEXION  ET   LA  RÉFRACTION 

entre  les  dix  équations,  dont  le  système  est  représenté  par  ces  deux 
formules,  fournira,  entre  les  seules  variables 


ti     ^'     C,     9,      X,      ^, 
f,    V,     Ç',    ?,     x'^    ?, 

quatre  équations  de  condition  qui  devront  subsister  pour  .r  =  o.  Pour 
obtenir  ces  équations  de  condition,  on  observera  qu'en  raisonnant 
comme  dans  le  paragraphe  III,  on  tire  des  formules  (i4)  et  (19)  non 
seulement 

et  •     .  ..^.r     

(vr/  —  cÇ'  =  wfio  —  i'Ço,  ï'  —  «'I'  =  $0  —  '^îo,  t'^'  —  Z'  —  »'ïo  —  Xo, 

mais  encore 

^g__        ^       g_ 

co  H-  a£  H r,  =  ©0  +  a£o  -i —  "»lo 

et 

^      g-      _        -       g- 

9'  +  oci' -ï ri'=  ©o-t-  «Ho  +  -'Oo, 

pourvu  que  l'on  choisisse  a,  ^  de  manière  à  vérifier  simultanément 
les  deux  formules 

(32)  r)2-at)  +  g  =  o,         l')'2— aO'4-g  =  o. 
On  devra  donc  avoir  alors,  pour  ^  =  o, 

(33)  «.^_i.Çz=ivV-''C',  ^-aï  =  ^'-n^l',  r|-x:=»'?'--x' 

et 

(34)  c?  +  a£  +  -Ti  =  cp'-H  at'+  -r/'. 

De  plus,  comme,  en  vertu  des  équations  (32),  xd,  xi'  sontles  deux  ra- 
cines de  l'équation  du  second  degré 

•K^ •  OCX  4-  g  =  o, 
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on  aura  nécessairement 

(35)  a^zo  +  i')',       s  =  vvy, 

et  par  suite  la  formule  (34)  pourra  être  réduite  à 

(36)  ô  +  (O  +  Vy)l  +  -^;^=:  ^'+  (o  +  xD')l'  4-  —^'. 

Les  formules  (33)  et  (36)  seront  précisément  les  quatre  équations  de 
condition  demandées. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  d'observer  qu'en  vertu  des 
formules  (G),  (8),  les  équations  (33)  peuvent  être  réduites  aux  trois 
suivantes 

desquelles  on  tire  évidemment 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

i  ^  _  ^  —  ^  _  ^ 
i   6^-         ày  ^   dz         Oy  ' 

(39)  ]'^-^  =  K^K, 

\  (Jx        dz         <)x         ôz 

I  ^  —  "tl  —  El  _  ^]lL 
I    ây        i)x        <)y        dx 

Les  formules  (39)  sont  précisément  les  trois  premières  des  quatre 
formules  que  j'ai  données  en  i836  comme  propres  à  représenter  les 
équations  de  condition  relatives  à  la  surface  réfléchissante.  (Voir  les 
Nouveaux  Exercices,  p.  2o3)  ('). 

(»)  Œuvres  de  C.  S.  II,  t.  X,  p.  4-25-4.46. 

OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  XI.  28 
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Ajoutons  que  l'équation  (36)  peut  s'écrire  comme  il  suit 

(40)  ^+D,(^^l,  +  ik,)i  =  ^'+D,(^  +  J^-.il^)f.       ■ 

Observons  encore  ({u'en  vertu  des  formules  (i)  et  (2)  ou  (4)  et  (5), 
on  vérifiera  l'équation 

(40  I).|4-IV^  +  l)=C  =  o, 

en  supposant  les  déplacements  symboliques 

l     ri,     l 

relatifs  au  mouvement  incident,  on  au  mouvement  réfléchi,  par  consé- 
quent aussi,  en  supposant  ces  déplacements  symboliques  relatifs  au 
mouvement  résultant  de  la  superposition  des  ondes  incidentes  et  réflé- 
chies. Pareillement  il  suit  des  formules  (6)  et  (7)  que  les  déplacements 
symboliques 

l',  V,  r, 

relatifs  au  mouvement  réfracté,  vérifient  la  formule 

(42)  i)^?'+n,v+i).r=o. 

Au  reste,  les  formules  (4i)  et  (42)  entraînent  les  deux  suivantes 

(43) 

I  I),^'+l),.r)'-f-I),r  =  o, 

qui  se  déduisent  immédiatement  do  l'hypothèse  admise,  puisqu'elles 
expriment  que  les  mouvements  propagés  dans  chaque  système  de 
molécules  ont  lieu  sans  changement  de  densité.  On  tirera  d'ailleurs 
des  formules  (40'  (^^) 

D.(l-î')  +  n,(^-v)  +  iK(c-c')  =  o,. 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  équations  (G)  et  (8), 
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et  par  conséquent 

j    r(^-V)  +  «^(C-Ç')=-I>:r(?-î)- 

1  ^'(z-Z')-+-'^(^-4^')  =  -D^(I-l'), 


(44) 


quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  variables  x,  y,  -. 

Les  quatre  équations  de  condition  (37)  et  (4o)  peuvent  être  rem- 
placées par  d'autres  que  l'on  déduit  aisément  des  formules  (1/4)  et  (19) 
combinées  avec  les  équations  (44)-  En  effet,  les  formules  (i4)  et  (19) 
donnent  non  seulement 


et  par  suite 


z  -  Zo  _ 

_  r         Yn 

z'  —  Zo  _ 

n  - 

-    -'i!, 

(î  - 

-  r^o  _ 

Çn 


(45)  ^_i'=.x:iix  ^izii.,       ■^i^:!L 


»'  il' 


mais  encore 

^  /O  o  ^ 

9  -f-  a;  H-  -  u  —  9u  +  a;o  ^-  -  "^i,.,  o'  +  ac'  -T-  -  r/  —  z>^>  4-  xfo  -+-  -  fit,, 

et  par  suite 

(46)  ô-9'+aQ-!')+7(-^-V)  =  o, 

pourvu  que  l'on  suppose 

Or  les  formules  (45)  et  (4G),  qui  ne  diffèrent  pas  au  fond  des  formules 
(33),  (34),  donneront  d'abord 

(47)  -^^  =  1^,       -^-^  =  1=^, 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(48)     D,^  -  D,-:  =  i),:;;'—  D^ç'.        D,(D,^  -  \)yl)  =  i)^(i)^ v_  D,.Ç'); 
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puis,  eu  égard  aux  formules  (44)t 


(a +  I):r)  (!-;') 


n  —  Ti 


et  par  conséquent 

[  [êD,-(i'*-+-M.^)(aH-I),)](^-ï')=o, 


(49) 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  formules  (35), 


(5o) 


=  [d._(D^M)|)(^  +  ^ 


l')l')' 


D'ailleurs  on  tirera  immédiatement  des  formules  (48)  et  (5o) 
(5i)     D.Y) -DyC^D^Y)  —  DyC,         l).r{i)zri  —  l)yK)=\)x{lK^'—^h^') 


(5r 


Les  équalions  de  condition  (5i)  et  (52)  offrent  cela  de  remarquable, 
que  les  deux  dernières  renferment  seulement  les  déplacements  ^,  ^' 
mesurés,  dans  l'un  et  l'autre  milieu,  suivant  des  droites  perpendicu- 
laires à  la  surface  réfléchissante,  tandis  que  les  deux  premières  ren- 
ferment seulement  les  déplacements  y],  ^,  ou  y]',  T,  mesurés  suivant 
des  droites  parallèles  à  cette  surface. 
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Posons  maintenant  pour  abréger 

(53)       A-' =  w' -^  ('« -+- w'*  =  —  k-         et         k'^—u'^+v''+w'': 
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k'^ 


Les  conditions  (48),  (5o),  qui  doivent  subsister  pour^=o,   étant 
jointes  aux  formules  (6),  (8),  donneront 

B(r— C('4-B/v  —  C,c  — B'(V-C'r, 

«[(B<v  — (:(')-(B,<r  -C,p)]  =  «'(B'»v  — C'<'), 


et 


A-^(A  +X,)~k'-k\ 


l')V)' 


^M  .  -  "^^^^^  ( A  --  A,)-  (;îr  +  -Î^T  )  ("^ -+-  '^*)  (A  +  A,) 


t')       l'r 


«'-(.•■  +  "-')(^  +  ^  +  ^,)]a'. 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

B' u-  —  C t'  _  ( B iT'  -  C (')  ^  ( B, w  —  Cy>  __  (Bup»  — C(')-(B,<v  — C,(0 


u 

A  +  A, 


A^'  M       1 


t'K')' 


/.'•^  «     I 


t')r)' 


A  — A, 


\  r)i')'    /      ^  '^  ^  Mx')      t)' 


par  conséquent 


(5^) 


B,.^-C,r=^^-^(Bu.-Ci'), 


B'«-CV 


//  -I-  « 

2</ 


U  -H  « 


.(B,v  — C<0. 


A.=  ^ ^- 7-^ — -f  A, 


(k'^u-^kUi'){  I 


(55) 


1)1')' 


(A'^_A-^)(^,3+,v^)(__  +  _ 


A'  = 


('2+  ir- 


(A'-^,.  +  A-./)    .-^-^:;^     +(A''^-A■')(.^+.^^)l--^- 


A. 
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Comme,  en  vertu  des  formules  (53),  on  a 

k'^-—  k^z^{u'—  u)(u'+  II), 
k"^  a  —  k-  (i'=z{  V-  -+-  w-  —  au'  )  (  «  —  «'  ), 
k'^u  H-  k-u'  =  (t'^+  (V-+  m/')  {u  +  //'), 

il  est  clair  que  les  équations  (55)  peuvent  s'écrire  comme  il  suit 

(56)    /  ^  ^  ^  ^ 

\  V)V'      I -2  11 

Les  équations  (54)  et  (55)  ou  (56),  jointes  aux  formules  (5)  et  (7), 
suffisent  pour  déterminer  complètement  les  valeurs  des  constantes 

A,,     R,,     (;.         et         «',     A'     R'     C 

relatives  aux  mouvements  réfléchi  et  réfracté,  quand  on  connaît  les 
valeurs  des  constantes 

H,    V,    w,    s,    A,    R,    C 

relatives  au  mouvement  incident. 
Si  l'on  veut,  dans  les  valeurs  de 

A,     R,     C,     A',     R',     C, 

introduire  les  coefficients  réels 

u,     V,     w,     u', 

à  la  place  des  coefficients  imaginaires 

il   suffira  d'avoir   é^ard  aux  formules  (9).  Alors  les  formules   (54) 


(,-,8) 
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et  (56),  jointes  aux  formules  (5)  et  (7),  donneront 

/  H,vv  —  (].\      V  —  i' 
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liw  —  Cv 
B'w— C'v 


A/ 
A 


(v--t-  w-  —  uu')(  I 


H  w     -  Gv 

V'4-  \V 


U  4-  t 

2U 

U  -+-  II' 


V)l)' 


+  (u'+U)(v-+wM(i^4-:^)v/-.^,_,^. 


(v--i-  \\--\-  fu')  (  I  — 


kH  1 


V--+-  W 


L  H-  U 


(v^+w^  +  uu')    I 


v^  -i-  w^ 


_+.(u'_i;)(y^+VvM(:^  +  ^Jv'- 


u  -h-  U 


et 

(59) 


—  AjV  -+-  BjV  -+-  C^W  =r  o, 

A'ij'  H-  B'v  -I-  C'vv  =  o. 


Les  calculs  se  simplifient  lorsqu'on  suppose  l'axe  des  s  parallèle 
aux  traces  des  plans  des  ondes  sur  la  surface  réfléchissante.  Alors,  la 
formule  (23)  du  paragraphe  IV  devant  se  réduire  à 

7  —  0. 
on  aura  nécessairement 

w  =  o,  w  =1  w  \J —  r  =  o, 

et  par  suite  les  formules  (i),  (4),  (6)  deviendront 


(60)  ^  =  A  e"-^-*-"^'-*', 

(61)  l  =  A,e^"''+''y-'^, 
( 62  )  1'=  \'  e«'•^^-''r-.«', 


r/  —  B'  e"'-^+''y--''. 


'^  —  Ce^^'^^y-"', 


Alors  aussi,  les  valeurs  des  déplacements  symboliques  étant  indépen- 
dantes de  z,  dans  chacun  des  mouvements  incident,  réfléchi  et  réfracté, 
les  dérivées  de  ces  déplacements,  relatives  à  z,  s'évanouiront  dans  les 
formules  (4^)  ^t  (jo)  qui  se  réduiront  aux  suivantes 

(63)  D,.C-^  !),.?',       l)xD.,C  =  J).JVÇ', 

(I)|+  1)^)1  rrz(D^4-I)^)?', 

(64) 

)  11)^—  1)2  I  J_  _^  _  ^  ^ 


h-"H5-i^-è 


1). 


224    MEMOIRE  SUH  LA   RÉFLEXION  ET  LA   RÉFRACTION 

Comme  on  pourra  d'ailleurs,  dans  celles-ci,  remplacer  D^  par  t^,  les 
formules  (63)  donneront 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Ces  dernières,  qui  se  trouvent  déjà  comprises  parmi  les  conditions 
(21),  donneront  encore 

C  +  C,=  C',         a(C_C^)-^'C', 
par  conséquent 
(65)  '''       "-"'  <"  ^'^ 


(^  u  +  u'  C         a  H-  Li'  ' 

et  l'on  tirera  des  formules  (64) 

(P=—  ««')  (    I —\  +   {u'  +  u)  V^  (—  -h   —\ 

(66)    ^  ^^       ^'^^'^^  Vv>      ir; 


A. 


A'  y~\^' 


1  'V       oi')7  U')      1')'/ 

D'antre  part,  en  vertu  des  formules  (2),  (5),  (7)  et  (53),  on  aura  non 
seulement 


(67) 

Am  + 

R 

('  =:  0 

et 

(68) 

—  A^  M  H-  R^  (•  z=.  0, 

A'«'-f-R'p  =  o, 

mais  encore 

(69) 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les   mouvements 
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incident,  réfléchi  et  réfracté  sont  du  nombre  de  ceux  qui  ne  s'éteignent 
pas  en  se  propageant.  Alors  les  valeurs  de  //,  v,  .v,  a'  sont  de  la  forme 

(70)  uz=\isj — 1,  r^vv'— l,  5  =  SV^—  I,  «'=  m'  \/—  I, 


et  par  suite  la  partie  réelle  de  a'  s'évanouit,  aussi  bien  que  la  partie 
réelle  de  //.  Mais  les  formules  trouvées  s'étendent  à  des  cas  mêmes  où 
cette  condition  ne  serait  pas  remplie.  Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  a 

lv'<lv, 

la  valeur  de  //'-,  déterminée  par  l'équation  u''^  -f-  c^^  -h  w'-  =  k'^,  ou 

(71)  «'-^^v'  +  w^— k'% 

pourra  s'écrire  comme  il  suit, 

et  cette  valeur  deviendra  positive  quand  on  aura 

«-<  k-—  k'-. 

Donc  alors  l'équation  (71)  fournira  pour //' deux  valeurs  réelles  qui 
ne  s'évanouiront  pas,  savoir 

(72)  «'1=:—  y/v-+  W- —  k'-.  ;^'z=;^V''+  w-—  k  ^- 

et,  comme  de  ces  deux  valeurs  réelles  la  première  sera  négative,  elle 
indiquera  un  mouvement  réfracté  qui  s'éteindra  en  se  propageant 
dans  le  second  milieu.  Cela  posé,  si  l'on  a 

(73)  ^,<,, 
et  par  suite 


I  4-  1 


il  est  clair  que  des  valeurs  de  u  ,  fournies  par  l'équation  (71)  et  par  la 
suivante  » 

OEiwres  de  C.  —  S.  11,  t.  XI.  29 
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une  seule,  savoir  la  racine  négative  de  l'équation  (74),  sera  inférieure 
à  la  racine  négative  de  l'équation  (71),  c'est-à-dire  à  la  valeur  de  m' 
fournie  par  la  première  des  formules  (72).  Donc  alors,  en  vertu  des 
principes  établis  dans  le  Mémoire  sur  les  équations  de  condition  rela- 
tives aux  limites  des  corps,  les  valeurs  de 

A,     B,     C,        A,,     B,.     C„        A',     B',     C, 

correspondant  aux  mouvements  incident,  réfléchi,  réfracté,  seront 
encore  liées  entre  elles  par  les  formules  (54)  et  (56). 


MEMOIRE 

SUR 

LA  TRANSFORMATION  ET  LA  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES  GÉNÉRALES 

d'un 

SYSTÈME   D'ÉQUATIONS   LINÉAIRES 

AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES. 


Considérations  générales. 

Considérons  un  système  d'équations  linéaires  aux  différences  par- 
tielles entre  plusieurs  variables  principales 

ç,     r/,     Ç,      ... 

et  des  variables  indépendantes 

X,     y,     z,     t 

qui,  dans  les  problèmes  de  Mécanique,  représenteront,  par  exemple, 
trois  coordonnées  rectangulaires  et  le  temps.  Comme  je  l'ai  prouvé 
dans  un  précédent  Mémoire,  on  pourra,  en  supposant  connues  les 
valeurs  initiales  des  variables  principales  et  de  quelques-unes  de  leurs 
dérivées,  réduire  la  recherche  des  intégrales  générales  des  équations 
proposées  à  l'évaluation  d'une  seule  fonction  des  variables  indépen- 
dantes, que  j'ai  nommée  \2i  fonction  principale.  Cette  fonction  principale 
n'est  autre  chose  qu'une  intégrale  particulière  de  l'équation  unique 
aux  différences  partielles,  à  laquelle  doit  satisfaire  chacune  des 
variables  principales,  ou  même  une  fonction  linéaire  quelconque  de 
ces  variables;  et,  si,  dans  tous  les  termes  de  cette  équation  aux  diffé- 
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rences  partielles,  on   efface  la  lettre  employée  pour  représenter  la 

fonction  principale,  on  obtiendra  entre  les  puissances  des  signes  de 

difïerentiation 

I),,     ]),,    D„    D,. 

ce  qu'on  peut  appeler  Véqualion  caractéristique.  Ajoutons  :  i°  que 
l'ordre  n  de  cette  équation  caractéristique  est  généralement  la  somme 
des  nombres  qui,  dans  les  équations  données,  représentent  les  ordres 
des  dérivées  les  plus  élevées  des  variables  principales,  différentiées 
par  rapport  au  temps/;  'i^  que  la  fonction  principale,  assujettie  à 
s'évanouir  au  premier  instant,  c'est-à-dire  pour  /  =  o,  avec  ses  dérivées 
relatives  au  temps  et  d'un  ordre  inférieur  kn  —  i,  doit  fournir  une 
dérivée  de  l'ordre  n  —  i,  qui  se  réduire  alors  à  une  fonction  de  oc,  y,  z 
choisie  arbitrairement.  x\insi  déterminée,  la  fonction  principale  peut 
toujours  être  représentée  par  une  intégrale  définie  sextuple,  relative 
à  six  variables  auxiliaires,  et  qui  renferme  sous  le  signe  /*  une  expo- 
nentielle trigonométrique  dont  l'exposant  est  une  fonction  linéaire 
des  variables  indépendantes. 

Observons  maintenant  que,  dans  beaucoup  de  cas,  on  peut  abaisser 
l'ordre  de  l'équation  caractéristique.  De  plus,  l'intégrale  définie  sex- 
tuple, qui  représente  la  fonction  principale,  peut  souvent  être  rem- 
placée par  des  intégrales  d'un  ordre  moindre,  ou  se  réduire  même  à 
une  expression  en  termes  finis.  En  conséquence,  les  intégrales  géné- 
rales d'un  système  d'équations  linéaires  peuvent  admettre  des  trans- 
formations et  des  réductions  qu'il  est  bon  de  connaître,  et  dont  nous 
allons  maintenant  nous  occuper. 

I.  _  Sur  la  réduction  de  l'équation  caractéristique. 

Concevons,  comme  dans  le  ^Mémoire  ci-dessus  mentionné,  que  les 
variables  indépendantes 

œ,     j,     z,     t 

représentent  trois  coordonnées  et  le  temps  ;  et  considérons  en  parti- 
culier le  cas  où,  dans  les  équations  données,  les  dérivées  des  ordres 
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les  plus  élevés  par  rapport  au  temps  /  se  trouvent  multipliées  par  des 
quantités  constantes,  sans  être  soumises  à  des  diflerentiations  rela- 
tives aux  coordonnées  x,y,  z.  Si  l'on  nomme  «  l'une  quelconque  des 
variables  principales,  et  si  l'on  élimine  toutes  les  autres  entre  les 
équations  linéaires  données,  en  supposant  les  seconds  membres 
réduits  à  zéro,  on  obtiendra  une  équation  résultante 

(,)  V«r=0, 

dans  laquelle  V  sera  une  fonction  entière  des  caractéristiques 

D^,     D,,     D„-,     I),; 

et  l'on  vérifiera  l'équation  (i)  en  prenant  pour  «,  non  seulement  l'une 
quelconque  des  variables  principales,  mais  encore  une  fonction 
linéaire  quelconque  de  ces  variables. 

Cela  posé,  nous  appellerons  équation  caractéristique  la  formule  sym- 
bolique 

(2)  V  =  0 

à  laquelle  on  parvient  en  effaçant  la  variable  principale  «  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (i)  ;  ou  bien  encore,  l'équation 

(3)  ^S  =  o 

qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  la  formule  (i), 

0^.    I),,    D„    n, 
par  de  simples  lettres 

a,      f,      iï%     s. 

Si  la  fonction  symbolique  V  est  du  degré  n  par  rapport  à  D^,  on  pourra 
y  supposer  le  coefficient  de  D"  réduit  à  l'unité,  et  le  nombre  n  repré- 
sentera Xordre  ou  le  degré  de  l'équation  caractéristique.  Si  d'ailleurs 

on  nomme 

Ts{x,  r,  s) 

une  fonction  quelconque  des  trois  coordonnées  r,  j,  z  ; 

>.,       f^,       V,       L,       V,       w 

des  variables  auxiliaires  et  réelles  ; 

II.      (',      w 
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des  variables  imaginaires  liées  à  u,  v,  w  par  les  formules 

et  m  la  fonction  principale,  on  trouvera 

(4)    e=^  r  r  r  r  r*  r-.,::-'-..-^.— 


,  ^  ,  (ît,  dv  du.  d\  ''/y  r/w 

-Î7Ï 


((«)) 


;i  71        -iT. 


le  signe  ^  du  calcul  des  résidus  étant  relatif  à  la  variable  s  considérée 
comme  racine  de  l'équation 


o. 


Ajoutons  que  la  fonction  principale  m,  dont  la  formule  (4)  fournit  la 
valeur,  sera  complètement  déterminée  par  la  double  condition  de 
vérifier,  quel  que  soit  t,  l'équation  aux  différences  partielles 

(3)  VCT  =  O, 

et,  pour  une  valeur  nulle  de  t,  les  formules 

(6)     rs  =  o,       I),GT  =  o,  ...,  \)'l- '- Tss  —  o,         \yi-'-G5=zvs{x.  y,  z). 

Cela  posé,  nous  allons  indiquer  les  avantages  que  peut  offrir  la  réduc- 
tion de  l'équation  caractéristique 


à  une  autre  plus  simple  et  de  la  même  forme. 

Admettons  d'abord  que  chacune  des  équations  linéaires  données  ait 
zéro  pour  second  membre.  Alors,  les  valeurs  initiales  des  variables 
principales  ^,  y],  t,  . . .  et  d'un  nombre  suffisant  de  leurs  dérivées  rela- 
tives à  t,  étant  supposées  connues,  les  valeurs  générales  de 

par  conséquent  aussi  la  valeur  générale  d'une  fonction  linéaire  «  de 
ces  variables  et  de  leurs  dérivées,  se  composeront  de  termes  de  la 

forme 

Dm, 
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D  désignant  une  fonction  entière  de 

I),,    D,,     D„     D„ 

et  xTjÇx,  y,  z)  l'une  des  valeurs  initiales  données  des  variables  princi- 
pales ou  de  leurs  dérivées  relatives  à  /.  Or  le  teruie 

pourra  être  réduit  à  une  forme  plus  simple,  si  D  et  V  ont  un  commun 
diviseur  algébrique.   C'est  ce  que  l'on  prouvera  sans  peine,  en  cher- . 
chant  l'intégrale  définie  sextuple  qui,  eu  égard  à  la  formule  (4),  devra 
représenter  Dgt,  ou  bien  encore,  en  raisonnant  comme  il  suit. 

Soit  ÎB  un  commun  diviseur  algébrique  de  V  et  de  D,  représenté 
par  une  fonction  entière  des  caractéristiques 

I)x.    D,.,    l),,     D„ 
en  sorte  qu'on  ait 

v=:iv,      et,      a  =  Dn„ 

V,,  D,  désignant  encore  deux  fonctions  entières  des  mêmes  caracté- 
ristiques. Si  l'on  nomme  n^  le  degré  de  V^  par  rapport  hDc,  n  —  a^  sera 
celui  de  P,  et  l'on  pourra,  dans  les  fonctions  symboliques  B,  V,, 
comme  dans  la  fonction  V,  supposer  les  coefficients  des  puissances 
de  D^  les  plus  élevées  réduits  à  l'unité.  Gela  posé,  il  est  clair  d'une 
part  que  l'équation  (5)  prendra  la  forme 

(7)  V^IIgt  =  o, 

et  que  les  conditions  (6)  relatives  à  une  valeur  nulle  de  /  entraîneront 
les  suivantes 

(8)  1Dgt=io,      Dt^xnzzzo,      ...,      D'i"-^Buj  =  o,      D;"-'®nj  =  cî(^,  j,  2); 
d'autre  part,  que  l'on  aura  identiquement 

Faisons  maintenant,  pour  abréger. 
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l'équation  (7)  deviendra 

(9)  V^ro,  =  o, 

et,  en  vertu  des  conditions  (8),  on  aura,  pour  une  valeur  nulle  de  /, 


ncT=  d.Dct 


tandis  que  la  formule 
donnera 

(n)  DtrynzD/GT^. 

D'ailleurs  les  formules  (9),  (10),  qui  suffisent  pour  déterminer  com- 
plètement la  fonction  cr^,  sont  entièrement  semblables  aux  for- 
mules (5),  (G),  qui  déterminent  la  fonction  cr;  et,  pour  passer  des 
unes  aux  autres,  il  suffit  de  réduire,  dans  la  recherche  de  la  fonction 
principale  gt  ou  gt^,  l'équation  caractéristique 

à  l'équation  caractéristique  plus  simple 

dont  le  premier  membre  est  par  rapport  à  1\,  non  plus  du  degré  n, 
mais  seulement  du  degré  n^.  En  conséquence,  la  formule  (11)  entraî- 
nera la  proposition  suivante: 

Premier  Théorème.  —  Soit  donné  entre  les  variables  principales 

ç,      1,      -,      •  •  . 

et  les  variables  indépendantes 

x^    y,     z^     i, 

un  système  d' équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients 
constants,  dans  lesquelles  les  dérivées  des  ordres  les  plus  élevés  par  rap- 
port à  t  se  trouvent  multipliées  par  des  constantes^  sans  être  soumises  à 
des  différentiations  relatives  aiiv  coordonnées  x,  y,  ^  ;  on  pourra  siip- 
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poser,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  caractéristique^  le  coefficient 
de  la  puissance  de  D^  la  plus  élevée  réduit  à  l'unité.  Cela  posé ^  soit 

l  un  des  termes  dont  se  composera  la  valeur  générale  de  l'une  des  variables 
principales,  ou  d' une  fonction  linéaire  «  de  ces  variables  et  de  leurs  déri- 
vées, la  lettre  m  désignant  dans  ce  même  terme  la  fonction  principale. 
S'il  existe  un  commun  diviseur  algébrique  D  entre  le  premier  membre  de 
r équation  caractéristique  et  la  fonction  de 

D:,,     Dv.     D„     D„ 

désignée  par  D,  on  pourra,  dans  la  recherche  de  la  fonction  princi- 
pale ~i^  qui  correspond  au  terme  Dcj,  réduire  l'équation  caractéristique 
à  une  forme  plus  simple^  en  divisant  par  1^  le  premier  membre  de  cette 
équation,  pourvu  que  ion  divise  aussi  par  D  la  valeur  trouvée  de  D  . 

Corollaire.  —  Si  El,  étant  diviseur  de  V,  c'est-à-dire  du  premier 
membre  de  l'équation  caractéristique,  est  aussi  diviseur  de  D  dans 
chacun  des  termes 

dont  se  compose  la  valeur  générale  d'une  fonction  linéaire  «  des 
variables  principales  et  de  leurs  dérivées  ;  alors,  dans  la  recherche  de 
la  fonction  principale  correspondant  à  chaque  terme  de  la  valeur 
générale  de  «,  on  pourra  réduire  le  premier  membre  V  de  l'éq^uation 
caractéristique  au  rapport 

pourvu  que  l'on  divise  aussi  par  Jl,  dans  chaque  terme  Dcû,  la  valeur 
de  D.  Mais  alors  «  pourra  être  représenté  par  une  somme  de  termes 
de  la  forme 

pour  chacun  desquels  la  fonction  principale  ci  vérifiera  la  formule 

V  C7^  :=  o  ; 
OEuvres  lie  C.  -  S.  M.  t.  \l.  3o 
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et  par  suite  on  aura  encore,  quel  que  soit  /, 

Le  cas  où  la  réduction  indiquée  s'appliquerait  à  tous  les  termes  com- 
pris dans  la  valeur  de  «  est  donc  précisément  le  cas  où,  des  équations 
linéaires  données,  jointes  à  la  formule  qui  détermine  «  en  fonction  de 
^,  Y],  t,  ...,  on   pourrait  déduire   par  élimination,    non  seulement 

l'équation 

V«  =  o, 

mais  encore  une  équation  plus  simple 

V,  étant  le  quotient  de  V  par  un  diviseur  algébrique  P.  Réciproque- 
ment, si  la  variable  «  satisiait  en  général  non  seulement  à  Féquation 

Va  =  o, 
mais  encore  à  une  équation  plus  simple 

dans  laquelle  on  ait 

le  troisième  théorème  du  paragraphe  IV  du  Mémoire  sur  l'intégration 
des  équations  linéaires  pourra  être  appliqué  à  la  détermination  des 
variables  principales  ^,  y],  t,  ...  et  par  suite  à  la  détermination  de  la 
variable  a,  de  telle  sorte  que  chaque  terme  de  «  se  présente  successi- 
vement sous  la  forme 


°  r  n 

—  V  cj  =  Dm, 


puis  sous  la  forme  plus  simple 


V, 


Il  en  résulte  évidemment  qu'on  pourra  substituer  au  théorème  dont  il 
s'agit  la  proposition  suivante  : 
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Deuxième  Théorème.  —  Soient  données  entre  plusieurs  variables  prin- 
cipales 

et  les  variables  indépendantes 

X,     y,     z,     t 

des  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  con- 
stants^ en  nombre  égala  celui  des  variables  principales .  Concevons  d'ail- 
leurs que  l'ordre  des  dérivées  de\^  yj,  v,  .  . . ,  relatives  à  /,  puisse  s'' élever 
jusqu  à  n'  pour  la  variable  principale  ^^  jusqu'à  n"  pour  la  variable  prin- 
cipale 7],  . ..,  les  coefficients  de 

t-C,       1>,    Y),        ... 

étant  indépendants  de  D^,  D,.,  D^,  et  se  réduisant  en  conséquence  à  des 
quantités  constantes.  Supposons  les  variables  principales 

l    -n,    K^     ... 

assujetties  non  seulement  à  vérifier,  quel  que  soit  t,  les  équations  linéaires 
données,  mais  aussi  à  vérifier.^  pour  t  =^  o,  les  conditions 

l  —  o{x,y,z),         \)il  =  o,{x,y,  z),  ...,         D;"->  |  =  ©„'_,(^,  7,  c), 


Soient  encore 


une  fonction  linéaire  des  variables  principales  (,  y],  '(,  ...  et  de  leurs 

dérivées  de  divers  ordres,  et 

V«  =  o 

r équation  différentielle  la  plus  simple  à  laquelle  a  doive  généralement 

satisfaire  en  vertu  des  équations  données.,  V  étant  une  fonction  entière 

des  caractéristiques 

D,.     D^,     D,,     D„ 

tellement  choisie  que  le  coefficient  de  la  puissance  de  D^  la  plus  élevée  s'y 
réduise  à  l'unité.  Enfin,  supposons  la  fonction  principale  m  déterminée 
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de  manière  qu'on  ait  :  i"  quel  que  soit  /, 

VcTj  =  o; 
1'' pour  t  =  o, 

53 -- o,         D,cT  — O,         ...,         I)p-cj  =  o,         IVt'^Tjs  =  m{x.  y.  z), 
i  désignant  le  degré  de  ^  par  rapport  à  D;  ;  et  nommons 

9,     9/,      9/r-i' 


ce  ^r/e  devient  gt  quand  on  rédidt  CT(.r,  j^,  :;)  à  /'//«e  des  fonctions 

o{x,y\z),     cp^(.r,j-,^) 9„_,(.r.  _v,  3), 

X(.r,j,  :;),     7.,(.r.  v,  c),      ...,     7.„."-,  (.r.  ,v.  c  ), 


Powr  obtenir,  dans  V hypothèse  admise,  la  valeur  générale  de  x,  il  suffira 
de  remplacer^  dans  les  équations  linéaires  données,  les  dérivées 

D.;      1)^; I)?-'; 

I>,r,.     D^Yi l);'"-'v,. 


par  les  différences 

1),;  — V'j.    d; -;-V('j,  +  i),9),    ..., 

d;"^'  ;  -  v(9„--,  + . . . 4- 1)?'-^ 9,+  t>r-'  es), 

l),r,  -V/.     Drn— V(x  4-  Dr/.),      •••, 

Dr  'n  -  V(/.„...,  -4-. . .  +  d;'"-^/.,4-  d;'"-'  /), 

^/«>  d'éliminer  ;,  y],  '^,  . . .  ew^re  /^^  nouvelles  équations  ainsi  obtenues  et 
celle  qui  fournit  la  valeur  de  a,  en  opérant  comme  si 

D^,     J),,     D3.     D, 

étaient  de  véritables  quantités. 
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Corollaire.  —  Le  théorème  précédent  ofï're  le  moyen  d'obtenir  sous 
une  forme  plus  simple  les  valeurs  générales  des  variables  principales 
elles-mêmes,  lorsque  l'équation  aux  différences  partielles  la  plus 
simple,  à  laquelle  chacune  de  ces  variables  puisse  satisfaire,  est,  par 
rapport  à  /,  d'un  ordre  inférieur  à  la  soinme 

n  =  n'  +/*"  +  .... 

Si,  comme  il  arrive  ordinairement  dans  la  Mécanique,  les  équations 
linéaires  données  ne  contiennent  d'autres  dérivées  relatives  au  temps 
que  des  dérivées  du  second  ordre  dont  les  coefficients  se  réduisent  à 
l'unité,  alors,  au  lieu  du  deuxième  théorème,  on  obtiendra  la  propo- 
sition suivante  : 

TiiOisu^ME  Thkoukme.  —  Soient  données,  entre  n  imriahles principales 

Ç,        Ci,       Ç,         ... 

et  les  variables  indépendantes 

n  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants  j 
qui  renferment,  avec  les  variables  principales  et  leurs  dérivées  de  divers 
ordres  obtenues  par  des  différentiations  relatives  aux  coordonnées  .x,  y,  z^ 
les  dérivées  du  second  ordre  relatives  au  temps,  savoir 

DK^     Dfr^,       D^^     ..    , 

les  coefficients  de  ces  dernières  dérivées  étant  égaux  à  l'unité.  Supposons 
d'ailleurs  les  variables  principales 

l     fi.     %,     ... 

assujetties  non  seulement  à  vérifier,  quel  que  soit  t,  les  équations  données ^ 
mais  aussi  ci  vérifier,  pour  t  =  o,  les  conditions 

lz=  ro{x,y,  z),              r,  =:x(.r,  j,  g),               ^=  ^{x,  y,  z), 
I),ïz=.(I»(.r,  jK,  -),         \)rn=:\U.y,  z),         [)t^  =  W{x,y,  z) 
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Soient  encore 

l'une  quelconque  des  variables  principales 

l,     n,    Ç,     ... 

ou  bien  une  fonction  linéaire  de  ces  variables  et  de  leurs  dérivées  de  di^^ers 
ordres,  et 

l'équation  aux  différences  partielles  la  plus  simple  à  laquelle  «  doive  géné- 
ralement satisfaire,  en  vertu  des  équations  données,  V  étant  une  fonc- 
tion entière  des  caractéristiques 

D^c,     D,,     D,,     1), 

tellement  choisie  que  le  coefficient  de  la  puissance  de  D^  la  plus  élevée  s\y 
réduise  à  l'unité.  Enfin,  soit  i  le  degré  de  cette  puissance,  qui  pourra  être 
ou  égal  ou  inférieur  à  in;  supposons  la  fonction  principale  gî  déterminée 
de  manière  que  l'on  ait  :  i"  quel  que  soit  t, 

\w  =.  o, 
oy  pour  t  =  o, 

CJ  =  o,  D/TO  =:  o,  ..,,  1)^"'' CT  rr:  O,  D'<~' CT  =  GT  (^,  / .   5  ), 

et  nommons 

o,     x^     J^.     •••>     ^>     X>     'ï^     ••• 

ce  que  devient  gt  quand  on  réduit  cT(i»7,  y,  z)  à  l'une  des  fonctions 

Pour  obtenir,  dans  l'hypothèse  admise,  la  valeur  générale  de  8,  il  suffira 
de  remplacer,  dans  les  équations  linéaires  données,  les  dérivées  du  second 

ordre 

I)?;.     ^Vn.     I)K,     ••• 
par  les  différences 
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puis  d'éliminer  ^,  yj,  '(,  ...  entre  les  nouvelles  équations  ainsi  obtenues  et 
celle  qui  fournit  la  valeur  de  «,  en  opérant  comme  si 

D,,     D,,     D„     D, 

étaient  de  véritables  quantités. 

Les  théorèmes  deuxième  et  (roisième  supposent  que  les  seconds 
membres  des  équations  linéaires  données  se  réduisent  à  zéro.  Si  ces 
seconds  membres  devenaient  fonctions  des  variables  indépendantes 

X,     y,     z,     t, 
on  pourrait  appliquer  à  la  détermination  des  valeurs  générales  de 

t.    vî,    C.     ... 

le  théorème  [V  du  paragraphe  IV  du  Mémoire  sur  l'intégration  des 
équations  linéaires,  en  combinant  ce  théorème  avec  les  propositions 
nouvelles  que  nous  venons  d'établir. 

IL   —  Sur  la  décomposition  de  la  fonction  principale. 

La  fonction  principale  gt,  relative  à  un  système  d'équations  linéaires 
aux  différences  partielles,  peut  être,  comme  on  l'a  dit,  représentée  par 
une  intégrale  définie  sextuple,  savoir,  par  celle  qui  constitue  le  second 
membre  de  l'équation  (4)  du  paragraphe  I.  Dans  cette  intégrale,  la 
fraction  rationnelle 

dépend  des  variables  auxiliaires 

et  se  décompose  en  fractions  plus  simples,  lorsque  le  polynôme  ^, 
considéré  comme  fonction  de  s,  est  lui-même  décomposé  en  facteurs 
de  degré  moindre.  Or,  la  décomposition  de  la  fraction  rationnelle 

i 
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en  plusieurs  autres,  entraîne  évidemment  la  décomposition  corres- 
pondante de  l'intégrale  sextuple  qui  représente  ou  la  fonction  princi- 
pale ts,  ou  l'une  de  ses  dérivées  prises  par  rapport  au  temps,  en  d'autres 
intégrales  de  même  espèce.  Il  peut  d'ailleurs  arriver  que  ces  dernières 
représentent  de  nouvelles  fonctions  principales  correspondant  à  de 
nouvelles  équations  caractéristiques,  ou  que,  sans  les  représenter, 
elles  leur  soient  respectivement  proportionnelles.  C'est  ce  qui  aura 
lieu,  par  exemple,  si,  le  degré  n  de  l'équation  caractéristique  étant  un 
nombre  pair,  le  premier  membre  V  de  cette  équation  se  présente  sous 
la  forme 
(i)  V  =  (D;-rx)(D;-H)..., 

G,  H,  ...  désignant  des  fonctions  qui  renferment  seulement 

D,.     D,.     1)„ 

et  qui  soient  entre  elles  dans  des  rapports  constants.  En  effet,  sup- 
posons que,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  différentie 
m  fois  par  rapport  à  /,  la  fonction  principale  cr  déterminée  par 
l'équation  (4)  du  paragraphe  I.  On  trouvera 

. ,     ,  ,       ,     ,dA'Jv  dadv  dv  d\\ 

v^    gll{Jl-  — /,)  +  {>()■  — \L}+W{Z'--/)-^St  "  

2  7Ï  '2  71  'IT. 

le  signe  ^  du  calcul  des  résidus  étant  relatif  aux  diverses  racines  de 

l'équation  ^' 

S  —  o. 

D'autre  part,  si  l'on  nomme 

(j.  ii.  •  •  • 
ce  que  deviennent 

G,  H,  ... 
quand  on  y  remplace 

I)^.     ])j,     D;        par        «,     i',     tv, 

on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (i), 

(3)  S=.{s'--(J)is-^-,*j).... 
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et  par  conséquent 

/  /  X  5'"  S'  h 

les  numérateurs  ^,  ^,  ...  désignant,  en  général,  ainsi  que  cj,  ^,  ..., 
des  fonctions  des  seules  variables  u,  v,  w.  Mais  ce  qu'il  importe  de 
remarquer  c'est  que,  dans  l'hypothèse  admise,  où  les  fonctions 
G,  H,  ...  et  par  suite  les  fonctions  d',  /j,  ...  sont  entre  elles  dans  des 
rapports  constants,  le  numérateur^,  ou  la  véritable  valeur  acquise 
par  la  fraction 

quand  on  pose  s-  =(],  se  réduira  simplement  à  une  constante  si  l'on 

prend 

,       ■  m  =--  «  —  2, 

attendu  qu'alors 

,,m        et        {3"--^))...^-^— 

n 

deviendront  proportionnels  à^'^  .  La  même  remarque  étant  applicable 
à  chacun  des  numérateurs 

il  est  clair  que,  si,  dans  les  équations  (2)  et  (4),  on  pose  m=  n —  2, 
on  en  tirera 


Dr^nT  = 


^W_J_J_J_J_J_((.^-(/)) 

■2  T.  27:  2  TT 

2  7T  27:  2  71 


Soient  d'ailleurs 


CT].       TS^t 


les  fonctions  principales  correspondant,  non  plus  à  l'équation  carac- 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  XI.  3  I 
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téristique 

V=:0, 

mais  aux  suivantes 

I)|  — G  =  o,         D,2  — H  =  o 

11  est  clair  que,  pour  obtenir  les  valeurs  de 

GTi.       5T2.        .... 

exprimées  par  des  intégrales  définies,  il  suffira  de  remplacer  succes- 
sivement dans  la  formule  (4)  du  paragraphe  I,  la  fonction 

S 
par  chacun  des  binômes 

à  ij ,  ^  ^),  .  .  .  • 

On  aura  donc  encore 

_     .  «  ..  r  f  r^o-^f----) 
~w_j_.J_j_.j_j_„((.^^-(,')) 


,     , ,     ,       ,      ,  ,cfkdv  du  d\  dv  dw 

^  gu(x—^)+i'(y—\L)+iviz—'//+sl '  , 

2  T.  2Tr  2r. 


et  par  suite  la  formule  (5)  donnera 

f 
v 

(7)  l)  i"^  rj5  =  g^TSi -h  hrsSi -h.  .  .. 

Donc,  si  l'on  difïerentie  n  —  2  fois,  par  rapport  à  /,  la  fonction  princi- 
pale GT  correspondant  à  l'équation  caractéristique 

la  dérivée  ainsi  obtenue  se  composera  de  plusieurs  termes  respective- 
ment proportionnels  aux  fonctions  principales 
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Observons  d'ailleurs  :  i°  que  la  fonction  principale  cr  est  complètement 
déterminée  par  U  double  condition  de  vérifier,  quel  que  soit  /, 
l'équation 

(8)  Vvu  —  o, 

et  pour  t  =  o,  les  formules 

(g)     5J  :=^  o,         D,TXJ  =  o,  ,..,  D"~^nT  =  o,         D"~*ct  =  GT(.r,  j.  z); 

2°  que  pareillement  les  fonctions  principales  gt,,  gj.^,  ...  sont  com- 
plètement déterminées  par  la  double  condition  de  vérifier,  quel  que 
soit  t,  les  équations 

(lo)  (D;— G)cT,  =  o,         {Df  —  U)w^=o. 

et  pour /  =  o,  les  formules 

i        uy^z^O,  îïJ,=;  o,  .  .  .  , 

('0  { 

Cela  posé,  si  l'on  indique  à  l'aide  des  caractéristiques 

n-i       n^      n^ 

une,  deux,  trois  . . .  intégrations  effectuées  par  rapport  à  ^,  à  partir  de 
l'origine  /  =  o,  on  tirera  évidemment  de  la  formule  (7) 

(12)  î;t  =  D7"'-2'(^5t, +  AnT, +  ...)• 

11  est  bon  de  remarquer  encore  que,  dans  le  cas  où,  m  étant  égal 
à  n  ~  '1,  les  numérateurs  g,  h  deviennent  constants  dans  la  for- 
mule (4  ),  cette  formule  entraine  la  suivante 

(i3) 


V     -  d;  —  G       1),^  -  II 

Effectivement,  lorsque  les  fonctions 

Dx.     Dy,     D„ 

représentées  par  gji,  . . .,  sont  entre  elles  dans  des  rapports  constants, 
il  résulte  de  la  formule  (i)  qu'on  peut  satisfaire  à  l'équation  (i3),  en 
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attribuant  à  g,  h  des  valeurs  constantes.  Ces  valeurs  sont  précisément 
celles  qu'il  convient  d'employer  dans  la  formule  (7)  ou  (12). 

Au  reste,  sans  recourir  à  la  transformation  de  la  fonction  princi- 
pale GT  en  intégrale  définie,  on  peut  établir  directement  la  formule  (7) 
ou(i2),  en  prouvantque  la  valeur  de  cr,  déterminée  par  la  formule  (12), 
vérifie  non  seulement  les  conditions  (9),  mais  encore  l'équation  (8)  ; 
et  d'abord  il  est  clair  que  cette  valeur  et  ses  dérivées,  prises  par  rap- 
port au  temps,  mais  d'un  ordre  inférieur  à  n  —  i,  s'évanouiront 
pour  /  =  0.  De  plus,  on  tirera  de  la  formule  (12)  :  1°  quel  que  soit  /, 

2"  pour  /  =  G,  ayant  égard  aux  formules  (i  i), 

et,  comme  d'autre  part  on  conclura  de  l'équation  (i3),  en  réduisant  les 
deux  membres  au  même  dénominateur, 

on  peut  affirmer  que  la  valeur  de  gt,  déterminée  par  l'équation  (12), 
vérifiera  encore  la  dernière  des  conditions  (9).  Il  reste  à  prouver  que 
la  même  valeur  vérifiera,  quel  que  soit  t,  l'équation  (8).  Or  consi- 
dérons, par  exemple,  le  cas  où  l'on  aurait  n  =  4.  Dans  ce  cas,  la  for- 
mule (i3),  réduite  à 

»>?  _      g       ,        h 

(D;  -  G  )  ( D;  -  H )  ~  D;  -  G  "^  J)|  -  H  ' 

donnera,  non  seulement 

g-\-h  —  \, 

mais  encore 

^H-+-/«G^o,        /<Gr^-^H; 

et  de  l'équation  (7),  réduite  à  la  forme 

(l4)  D?nT  =  ,^CTi  +  /iCT,. 

on  tirera 
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puis,  en  ayant  égard  aux  formules  (lo"), 

D?GW  =  D2^'-(GT,  — 70,), 

et,  en  intégrant  deux  fois  de  suite,  à  partir  de  ^  —  o, 

(i5)  GcT  =  ^(gti  — 5T.2). 

Si  maintenant  on  combine  entre  elles  les  formules  (i4)>  (i5)>  <>"  ^^ 
conclura 

(D,^-G)GT  =  (^  +  /0^2, 

et  par  suite,  eu  égard  à  la  seconde  des  formules  (10), 
(r6)  (D,^-G)(D;-H)nT  =  o. 

Or  l'équation  (16)  est  précisément  celle  à  laquelle  se  réduit  l'équa- 
tion (8),  dans  le  cas  où  l'on  suppose  /i  =  4  •  par  conséquent 

V=(D;-G)(D;-H); 

et  il  est  aisé  de  s'assurer  que  des  raisonnements  semblables  suffiraient 
pour  déduire  l'équation  (8)  de  l'équation  (12)  dans  le  cas  même  où  le 
nombre  n  deviendrait  supérieur  à  4- 

Ajoutons  que  la  proposition  contenue  dans  la  formule  (12)  peut  être 
généralisée  ;  et,  en  effet,  on  peut  établir,  à  l'aide  des  mêmes  raison- 
nements, celle  que  nous  allons  énoncer. 

Théorèmk.   —  Supposons  que,  dans  l'équation  caractéristique 

la  plus  haute  puissance  de  D,  ait  pour  coefficient  l'unité,  et  que  le  pre- 
mier membre  V  de  cette  équation  soit  décomposable  en  facteurs  de  même 
forme,  en  sorte  qu'on  ait 

v  =  v'v^... 

Soient  d'ailleurs 

C7,       GTi.       CTi),        ... 
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les  fonctions  principales  correspondant  aux  équations  caractéristiques 

si  l'on  a  identiquement 

07)  -^  =  ^  +  ^-1-..., 

gyh^  ...  désignant  des  quantités  constantes^  on  en  conclura 

et  par  conséquent 

(i8)  w—\>-"'{gm,  +  hw^  +  ...). 

III.  —   Transformation  de  la  fonction  principale. 

Soit 

V  =  F(I),,IV,D„I),) 

le  premier  membre  de  l'équation  caractéristique  correspondant  à  un 
système  d'équations  linéaires  qui  renferment  les  variables  indépen- 
dantes X,  y,  z,  t.  Soit  encore  n  l'ordre  de  cette  équation,  dans  laquelle 
nous  supposerons  le  coefficient  de  D^'  réduit  à  l'unité  ;  et  nommons 

(i)  S  =  ¥{u,ç,w,s) 

ce  que  devient  le  premier  membre  V,  quand  on  y  remplace 

D^,        l)y,        D„       D, 

par  de  simples  lettres 
Enfin,  représentons  par 

U,       V,       W,  1,       fJ.,       V 

six  variables  auxiliaires,  dont  les  trois  premières  soient  liées  avec 
u,  V,  w  par  les  formules 

(a)  MrrrU^/ —  l,  (' ;=  Vy/—   I,  W=z  \^ \J —  i; 
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et  considérons  s  comme  une  fonction    de   u,  v,  w  déterminée  par 
l'équation 

(3)  ê^o. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  la  fonction  principale  gj,  assujettie  à 
vérifier,  quel  que  soit  t,  l'équation  linéaire 

et,  pour  ^  =  o,  les  conditions 

CT  :=  O,  D/t»T  =  O,  .  ,  .,  D"~*C7=:0,  D'}' '^  W  :=  TÏS{x,  y ,  z), 

sera  déterminée  par  la  formule 


(4; 


\  ,     \,     ,       s      ,     .y     .ff^dv  dix d\  d^j  d^ 


\  27r        2  t:        27: 

le  signe  ^  du  calcul  des  résidus  étant  relatif  aux  différentes  valeurs 
de  s  qui  vérifient  l'équation  (3).  Par  suite,  si  l'on  nomme  m  un  nombre 
entier  quelconque,  on  trouvera 


(5) 


i  ^  ^„(^_x,+.„-^,+.v(,-v;+..  'I^  ^f^^^  ^^'^^^ 

f  271  27:  27: 


Or  les  valeurs  précédentes  de  la  fonction  principale  cr  et  de  sa  dérivée 
de  l'ordre  m,  c'est-à-dire  de  D"'gj,  peuvent  subir  des  transformations 
diverses  que  nous  allons  indiquer. 

Si  l'on  considère  les  trois  variables  auxiliaires 


U,       V,       VV 


comme  représentant  des  coordonnées  rectangulaires,  on  pourra  les 
transformer  en  trois  coordonnées  polaires,  dont  la  première  sera  le 
rayon  vecteur  k  mené  de  l'origine  au  point  (u,  v,  w),  c'est-à-dire  au 
point  qui  a  pour  coordonnées  rectangulaires  u,  v,  w,  à  l'aide  d'équations 


248  MÉMOIRE  SUR  LA  TRANSFORMATION 

de  la  forme 

(6)  u  =  kcosp,         V  =:ksinp  cosq,         w  =  k  sinp  sinq. 
Pareillement,  si  l'on  considère  les  trois  variables  auxiliaires 

'^,     F-,    V, 
ou  plutôt  les  trois  différences 

l  —  a:,     IX— y,     v  —  z, 

comme  représentant  des  coordonnées  rectangulaires,  on  pourra  les 
transformer  en  trois  coordonnées  polaires,  dont  la  première  soit  le 
rayon  vecteur  p  mené  du  point  (a?,  y,  z)  au  point  (X,  u.,  v),  ou  plutôt 
de  l'origine  au  point  (1  —  x,  (/.  —  j,  v  —  z),  à  l'aide  d'équations  de 
la  forme 

(7)  A  —  jc—p  CQsd,         juL  —  j  =  p  sin0cosr,         v  —  c  =  p  sinG  sinr. 

Soit  d'ailleurs  o  l'angle  compris  entre  les  rayons  vecteurs  k,  p;  on 


aura 


,,       u>.— ;r)  +  v(u.—  v)-+-w(v  —  ^) 

COS  0  = -^ -^, — --^ ^^ 

ko 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(8)       COS  ô  =  eosp  COS  0  -f-  sin  p  cos  q  sin  9  cost  +  sin  p  sin  q  sin  9sin  t. 
Cela  posé,  comme,  en  désignant  par 

une  fonction  quelconque  des  trois  variables  ce,  y,  s,  on  aura  géné- 
ralement, eu  égard  aux  formules  (6), 

I  /{v,\,w)dv  dvdw  =z     f  /{v,y,  w)k^  s'\i)pd[)dqdk 

'■'—  oc  *^—  X  "  -  X  <^0       «-0  "^0 

—  -     /  /  /  /(  ^''   ^''   ^^   )  ^'  ^'"  P  ^P  ^^  ^^* 
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et,  ou  égard  aux  formules  (7), 

fil      /(^  —  ^, '[J- — fy^  —  z)d'kdixdv 

*J ac*-—   00*-'  00  . 

=     I      j        I     f{l  —  x,ii.  —  y,v  —  z)p^?,\nddBdrdp 
-ïf    f      f     f{y.  —  x,ix—y,v  —  z)p-%\\\9d0didp, 
l'équation  (4)  donnera 

le  signe  ^  du  calcul  des  résidus  étant  toujours  relatif  aux  diverses 
valeurs  de  s  qui  vérifient  l'équation  (3). 
On  tirera  pareillement  de  la  formule  (5) 


i  ./    w  «  -..  ?  /—r  1  1   ,    •         .    ^dndqdk  d9  dz  do 


(.0) 

Admettons  maintenant  que 

F(I),,D,.,  IK,D,) 

soit  une  fonction  homogène  de 

J),,     D,,     l)„     D,. 
Alors,  si  l'on  pose 

(m)  5  =  kco  y/ —  I , 

la  formule  (i\  jointe  aux  équations  (2),  (6)  et  (i  i),  donnera 

^  —  (ky/—  i)"  F(cosp,  sinp  cosq,  sinp  sinq,  w); 
et,  par  suite,  l'expression 

r  7 e'' 

^■((-^)) 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  XI.  3^ 
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se  transformera  dans  la  suivante 

ds         .,  *         co'"(kv'^^)"'-"^' 


S' 


<^ 


__   j^  uj     yivy—  1/ gkw/y/-! 


g!>i  '_^^    I     : : : 

(i^^))       dui      *^(^(F(cosp,  sinp  cosq,  sinp  sinq,  w))) 


lorsqu'on  supposera  le  signe  ^  relatif,  non  plus  à  la  variable  s,  mais 
à  CD  considéré  comme  racine  de  l'équation 

(12)  F(cosp.  sinpcosq,  sinp  sinq,  (o)  =  o 

{voir  le  Tome  I  des  Exercices  de  Mathématiques,  p.  171)0.  Cela  posé, 
la  formule  (10)  donnera 

(i3)     [ 

i  ,,      ,  ;.,./— G)'"p- sinpsinÔ7rj(}.,fjL,v)rfp  <Yq  (ikfl^Qr/rû^p 

f  ((F(cosp,  sinpcosq,  sinp  siiiq,w))) 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  prend 

m  T=  n  —  3, 


afin  de  réduire  à  zéro  l'exposant  de  ky  —  i,  on  trouvera  simplement 

I  ■"      '•  l,'o         «^0  i/_ao«^0        "^0  •^—  30 

1  ,,    ,  y    ,—  (,)"-^p-s\nri^\n9mO.,u.,v)dnd(\dkdddzdp 

1  v^    gk  (  O)  «  —  p  COi  C/  i  y'—  1   T E ;^ '        i [ ] L    • 

[  ((F(cosp,  sin p  cosq,  sinp  sinq,  w))) 

et  si,  dans  la  formule  (i4))  on  remplace 

k        par 


cosô 


on  devra  en  même  temps,  pour  que  les  limites  de  l'intégration  rela- 
tives à  k  ne  soient  pas  interverties  quand  cos  0  changera  de  signe, 
remplacer 


c/k  pnr 


y/cos-â 
(•)  Œuvres  de  Caiichy,  série  II,  t.  VI,  p.  •?-i/|,  2i5. 
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En  conséquence,  la  formule  (i4)  donnera  encore 


l  f.j"   -^p- sitip  sin^G7(>.,  fx,  y)  «ip  d{\  dV  rIO  dz  dp 

f  ((F(cosp,  sinp  cosq,  sinp  sinq,  0))))  y^cos-ô 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  r  une  quantité  quelconque,  et  par/(r) 
une  fonction  quelconque  de  r,  on  aura,  en  vertu  d'une  formule 
connue, 

/       f    f  { p)  e^^'- pW~'dk  dp  =--2t: /{/•); 

et  par  suite,  en  ayant  égard  aux  équations 

(i6)      X  — x4-pcos6,        /J^  =  j  4- p  sinêcosr,         v  =  ^  •-+- p  sinô  siiir, 
qui  se'déduisent  immédiatement  des  formules  (7),  on  trouvera 

je    7osô      P^        p2c7(?,,/JL,v)^k^p 

^_  oc  «^  -  00 

W^t-         /  (lit  ,  0)^        .      .  w^        .      ^     . 

==  2  77 T^CT   ^H ^cos^,  Y  -\ ^sin&cosT,  z  -\ ^sin  6  SUIT 

cos-o     \         coso  ^        coso  coso 

Donc  l'équation  (i5)  entraînera  la  suivante 

«^  0  •-  0  •-  0  "^  0 
(17)  < 

w"~'<- sinp  sin0nT(>i,  ]JL,  v)  dpdqdôdz 


(^(F(cosp,  sin  p  cosq,  sinp  sinq,  co)))  cos^ôy/cos-'ô 

le  signe  ^  étant  relatif  aux  diverses  valeurs  de  co  qui  vérifient  l'équa- 
tion (12),  et  les  valeurs  de  A,  a,  v  étant  données,  non  plus  par  les  for- 
mules (iG),  mais  par  celles-ci 

(18)       A  =  j?  H ^cos9,     u.  —  V -I ^sm9cosT,     v  :=  c  h ^sinysinr. 

coso  "        cosô  coso 
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On  tirera  d'ailleurs  de  Téquation  (17), 


I  '^0       <^0  «^0       ^0 


(•9)       \ 

(o"-'^^sinpsin0cT(>i,  fz,  v  )  ^p  d(\  dO  dr 


X 


((F(cosp,  sinpcosq,  sin  p  sinq,  w)))  cos^ôv/cos-ô 
la  caractéristique 

|)-(n-3) 

devant  être  remplacée  par  l'unité  dans  le  cas  où  l'on  aurait 

/î  =:  3, 

et  indiquant,  lorsqu'on  suppose 

n  —  3  intégrations  eiïectuées  par  rapport  à  t,  à  partir  de  l'origine  ^  =  o. 

Si  l'on  supposait 

«  <;  3,  , 

par  conséquent, 

n  =z:  I  OU  n  =  2, 


l'équation  (i4),  réduite  ii  la  forme 


(20) 

w'-'^*  siup  sin  OrnO-,  [i,  v)  o^p  <:/(|  «^ôrfr 

X  — —  ■_^ —       —  > 

f  (F(cosp,  siup  cosc|,  sinp  sin(|,  oj))j  cos'^oy/cos-'5 

continuerait  de  subsister,  et  se  déduirait  directement,  à  l'aide  des 
raisonnements  dont  nous  avons  fait  usage,  non  plus  de  l'équation  (10), 
mais  de  la  formule  (5). 


\\ .  —  De  la  fonction  principale  qui  correspond  à   une  équation 
caractéristique  homogène  et  du  second  ordre. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où,  l'équation  caractéristique  étant 
homogène  et  du  second  ordre,  la  formule 
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se  réduit  à 

a,  h,  c,  d,  e, /désignant  des  quantités  constantes.  On  aura,  dans  ce 

cas, 

Vz3l(D^,  D,,1K,  D,) 

—  D?  — (aD^+  6D}+  cD!  -h  ac^D^  D,+  2e]KD;^4-  2/D^Dv); 

par  conséquent 

F(.r,  y,z-,t)  —t"^ — (a^-+  6r'-t-cc'4-  'xdyz  +  o.ezx  -i-  ifxy)\ 

et  comme  on  devra  poser  n  —  i  dans  laformule  (19)  du  paragraphe  IIJ, 
cette  formule  donnera 


j-=-^iX.(  XX 


(2) 

1  co^^sinp  singCT(>.,fx,  y) d\^  dç\  dB  dz 

[  ((F(cos|),  sinp  cosq.  siiip  sinq,  co)))  cos'ôv/cos'^o 

les  valeurs  de  X,  a,  v  et  de  cos  0  étant 

(3)  l=:x-i ^cos0,     fA=yH ^sinQcosT,     v  =  z -{ ^sin^smr, 

^    '  cosô  ^      -^       cosô  coso 

(4)  cosô  =  cosp  cos  9  4-  sinp  cosq  si n  9  cos r  +  sinp  sinq  sin9sinr, 

le  siijne   T  étant  relatif  aux  deux  valeurs  de  w  qui  vérifient  la  formule 

(5)  ■  F(cosp,  sinp  cosq,  sinpsinq,  w)  =  o. 

Lorsque  le  polynôme 

ax^-y-  by"-^  cz''-+i  dyz  4-  lezx  -\-  ifxy 

conserve  une  valeur  positive  pour  des  valeurs  réelles  quelconques  de  a:, 
/,  z,  les  deux  valeurs  de  to  fournies  par  l'équation  (j)  sont  réelles. 
Alors,  si  l'on  désigne  par  O  celle  des  deux  valeurs  qui  est  positive,  la 
valeur  négative  sera  —  12;  et,  comme  on  aura 

F(cosp,  sinp  cosq,  siii p  sitiq,  o)  —  w'—  £2-, 
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on  trouvera 

((fr(cosp,  sinpcosq,sinpsitiq,co))) 

P  W  /  Mt  ^  (,)t  7-r/  \ 


(6)  { 


2       \  COSO 


'0  COSO  COSO  y 

D'ailleurs,  si  les  quantités 

cosp,     sinpcosq,     siiipsinq 

Viennent  à  changer  de  signe,  ces  o  changera  de  signe,  mais  O  ne  variera 
pas;  et  comme,  en  supposant  les  intégrations  effectuées  par  rapport 
aux  angles  p,  q  entre  les  limites 

p  =  o,         p  =  7r,         q=o,         q=:2  7:, 

on  a  généralement,  quelle  que  soit  la  fonction  ^{x,y,  z), 

I      /       <(cosp, sinpcosq, sinpsinq)sinpt/p<^q 

=  1  1"(— cosp,  —  sinpcosq,— sinpsinq)sinpfi^p^q, 

on  trouvera  encore 


/T 


^  M?  H 5COS0.    Y -i =:Sin0COST, 


'0    ^0  ^  cos(5  '  ■'        cosâ 


^t     •    c    •        \    sinpdndn 
^sin&smr    '          r    i      i 


cobo  /cos^dVcos^Ô 

_  /•"  r-""    (         Ht                    Ot 
—  /      /       GTLr— - — ^cosô,  y KsinScosr, 

Jo     -^0  V  COSO  -^  COSO  ' 

^t     .  \    sinn<i^prfq 

^^^^  /  cos-ôy/cos*ô 

Cela  posé,  on  tirera  évidemment  de  l'équation  (2),  jointe  à  la  for- 
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mule  (G) 

(-\     „        '^'   r  r''- r""  r'"" ,,  .      ..   ,,       .diidqdodz 

(7)        ^---T^l      /        /      /       t'smpsin6m{l,ij.,v)       ^  , 

^  ~-  Jq    Jq      Jo    Jo  cosMvcos^o 

les  valeurs  de  X,  [x,  v  étant 

cosd  '        -        cosô  cosâ 

Concevons  maintenant  que  les  formules 

\  z=^ax  -\-  fy  +  ez, 
y  —  f^  +  by-i-  dz, 
z  irr  ex  +  dy  -\-  cz, 

en  vertu  desquelles  x,  y,  z  sont  des  fonctions  linéaires  de  x,y,  z, 
étant  résolues  par  rapport  à  oc,  y,  z,  on  en  tire 

^  =  ax  4-  fy  4-  ez, 

/  =  fx  -h  by  +  dz, 

j  izzex  -f-dy  +  cz; 

et  posons  pour  plus  de  commodité 

^(x,  y,  z,  t)  =  ^*—  (ax--i-by^4-  cz--i-  2dyz  -+-  aezx  +  afxy). 

Si  l'on  fait  pour  abréger 

t 
(9)  (S>  =  {abc  —  ad^—be-—cp^idef)-, 

les  coefficients 

a,     b,     c.     d,     e,     f, 

contenus  dans  la  fonction  #  (x,  y,  z,  t),  se  déduiront  des  coefficients 

a,     b,     c,     d,     e,    /, 

contenus  dans  la.  fonction  F  (a?,  y,  :;,  t),  à  l'aide  des  formules 

ca  —  e-  ab  —  /"* 

-,  C  = 


bc  —  d'- 

b 

^^_,e/-ad^ 

e 

(0-  C0-- 
fd  —  be                     de  —  cf 
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et,  comme  les  deux  polynômes 

a  a.'-  -+-  by-  -\r  cz^  -\-  n  dyz  -^  lezx  +  ifxy, 
a  V-  H-  by2  -h  cz^  -H  2  dyz  -h  2ezx  4-  sfxy 

seront  égaux  l'un  et  l'autre  à  la  somme 

•^x+yy +  ZZ, 

il  est  clair  qu'ils  seront  égaux  entre  eux,  et  que,  si  le  premier  reste 
positif  pour  des  valeurs  réelles  quelconques  des  variables  qu'il  ren- 
ferme, on  pourra  en  dire  autant  du  second.  Cela  posé,  on  pourra  satis- 
faire à  la  formule 

(11)  cf(cos0,  sin^cosT,  siii^siriT,  0)  =  0 

par  une  valeur  réelle  et  positive  de  0.  Si  l'on  adopte  cette  valeur,  et  si 
l'on  observe  d'ailleurs  qu'en   vertu  de  l'équation  (4)  et  de  la  suivante 

(12)  F(cosp,  sinp  cosf],  sinp  sinq,  i2)  =  o, 

cos  0  et  12-  son  t  deux  fonctions  homogènes  des  monômes 
cosp,     sinpcosq,     siupsiiK], 

l'une  du  premier  degré,  l'autre  du  second;  alors,  en  désignant  par  f(x) 
une  fonction  quelconque  de  x,  ou  tirera  d'une  formule  élablie  dans  la 
49*^  livraison  des  Exercices  de  Mathématiques  [i^oir  la  5'' année,  p.  16, 
formule  (47)]  (') 

(i3)  /      /       M-ô-    ô3 =  7ù  f(0  cosp)  sinp  ^p; 

puis,  en  remplaçant 


f(,r)         par  — ^=f^' 


on  trouvera 

.7:        .,1T. 


i     \x 


(i4)      f"  f  "{Y  "^  ^   siiiprfp^q    ^  271    r'^/       /       \ sin 


p^p 


'pV^cos''p 
C)  Œuvres  de  Cauclir,  série  II,  t.  IX,  p.  388. 
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et  par  suite  l'équation  (7)  donnera 

i),    r  r  r'".,  .:„„„:„«_..  ..  ..x     d^Mdz 


(i5)      rs--= 


-^  /      /      /       ^^sinpsin5cT(/.,  uL,v) !— 


■pv/cos^l) 
les  valeurs  de  X,  a,  v  étant  * 

(16)  X  =  :r  +  TT cos9,  u.=  y+  -r sin^cosT,  v  =  -•-!-  -r sinSsinr, 

^  0cosp  ^     "^       0cosp  0cosp 

D'autre  part,  on  aura  encore 


cosp/  cospv/cos^p 


sinp  (^p 
cosp/j   cos'^p 

f(0-i-f(-0 


Donc  si  la  fonction  f  (x')  s'évanouit  pour  des  valeurs  infinies  de  x^ 
ou  si  du  moins  elle  acquiert  pour  .r  =  —  ce  et  pour  ^  =  gc  deux  valeurs 
égales  au  signe  près,  mais  affectées  de  signes  contraires,  on  aura 


('7) 


t    \sinp«r/p_       f(OH-f(— 0 


0         xCOSp/   y'cos-p 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  remplace 


f(^)         par.        -^''^(1)' 


on  trouvera 


1         \0co 


siiipf/p 


—  t 


cosp/  cos''pv/cos*p 
Donc  la  formule  (i4)  entraînera  la  suivante 


i^-'H)] 


<-^'  "'Xï'^"<^ 


Ht  \    s\n\)d\)dq 


271      t 

cosôy  cos-ôv/cos^ô  ~       ®   ®' 
pourvu  que  le  produit 

OEuvres  de  C.  —  S.  U^t.  XI. 


K^)-(-^)]^ 


X'  i{x) 


33 
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s'évanouisse  quand  x  devient  infini,  ou  du  moins  change  alors  de  signe 
avec  X,  en  conservant  au  signe  près  la  même  valeur.  Donc,  par  suite, 
si  le  produit 

t^  m{a:  -h  t  coaO,  j  H-  ^  si  110  cosT,  z  +  /sinôsinr) 

s'évanouit  pour  des  valeurs  infinies  de  /,  ou  si  du  moins  il  acquiert 
pour  /  =  —  oo  et  pour  ;  =  oc  deux  valeurs  égales  au  signe  près,  mais 
affectées  de  signes  contraires,  la  formule  (7)  donnera 

7= /      ;       /  sin^crf  ^  +  —  cos5,  y -h  7r-sin0  COST, 


sino'  sinr 


(«9) 


0  .    ^ 


4-  - 
1 


'       /       ^siiiO'ïTl  J7  —  7tCos0,  r — ■— sinôcosT, 


t     .     rs    .        \dBdz 


—  Trsmw  sinr 


0  .    ^,    , 


et,  comme  les  deux  termes  compris  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (19)  seront  évidemment  égaux  entre  eux,  on  pourra  réduire  sim- 
plement cetteTormule  à  la  suivante 


clOdz 


(20)  w=-^—-  /       ^sin6'cT(/,^,v)-^ 

les  valeurs  de  X,  a,  v  étant 

(21)  >.  =  ^  4- TT cos 5,         |UL=  r-h  ^sin0cosT,         v  =  ;;  +  ^sin  9  sinr. 

Les  méthodes  dont  j'ai  fait  usage,  dans  le  précédent  paragraphe  et 
dans  celui-ci,  pour  réduire  l'intégrale  sextuple  qui  représente  la  fonc- 
tion principale  d'abord  à  une  intégrale  quadruple,  quand  l'équation 
caractéristique  est  homogène,  puis  à  une  intégrale  double,  quand  cette 
équation  homogène  est  du  second  ordre,  sont  précisément  les  méthodes 
qui  déjà  se  trouvaient  appliquées  à  de  semblables  réductions,  dans  un 
Mémoire  présenté  à  l'Académie  en  l'année  i83o,  et  dans  un  article  que 
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T^nî^vm^X^  Bulletin  des  Sciences  du  mois  d'avril  de  la  même  année. 
J'ai  d'ailleurs  indiqué  dans  cet  article  les  conséquences  remarquables 
qu'entraînent  les  réductions  dont  il  s'agit,  et  le  parti  qu'on  peut  en 
tirer  pour  déterminer  la  forme  des  ondes  sonores,  lumineuses,  etc., 
qui  se  propagent  dans  l'espace,  sans  laisser  de  traces  de  leur  passage, 
quand  l'équation  caractéristique,  étant  homogène,  se  rapporte  à  une 
question  de  physique  mathématique.  Au  reste,  c'est  là  un  sujet  que  je 
me  propose  de  traiter  avec  plus  de  détail  dans  un  nouveau  Mémoire. 

Observons  encore  que  la  formule  (20)  est  analogue  à  celle  par 
laquelle  je  suis  parvenu  à  représenter  l'intégrale  de  l'équation  (i), 
dans  le  20^  cahier  du  Journal  de  r École  Polytechnique, 

Dans  le  cas  particulier  où  les  constantes  a,  h,  c,  d,  e, /vérifient  les 
conditions 

a^=  b  :=.  C,  (^zr:  e  =  y"  =:  o, 

le  polynôme 

ax^--\-  by''-+  cz'^+  idyz  h-  lezx  -+-  ifxy^ 

réduit  à  la  forme 

ne  peut  obtenir  une  valeur  constamment  positive  qu'autant  que  la  cons- 
tante a  est  elle-même  positive.  Alors  aussi  la  formule  (12)  donnera 

1 

en  sorte  que  l'équation  (i)  deviendra 

(22)  D,2m  =  ^2(D|+D,^  +  D?)TîT; 

et  comme  on  trouvera 

I  1 

a  =  b  =  c=-,  d  =  e  =  f=o,         (Si  — 0^  =  9?, 


par  conséquent 


F(x,y,  z,  t)  =  f-— ^(x^  +  y^+z^), 
a  i2 

(O0'=ZI, 
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il  est  clair  qu'à  l'équation  caractéristique  (22)  correspondra  une  valeur 
de  la  fonction  principale  cî  déterminée,  non  plus  par  l'équation  (20), 
mais  par  la  suivante 


TT       ^2  7Î 


(23)  C7  =  7^/      /      t  s\ne m {l,  II,  v)dddz, 

les  valeurs  de  À,  y.,  v  étant 

(24)  >.  =r.r  4-i^^cos5,         iJ.=:y  -hilts'inScosz,         v  =  ;;  +  <:>^sin9sin-. 

La  valeur  précédente  de  la  fonction  principale  rrr  conduit  immédia- 
tement à  la  forme  sous  laquelle  M.  Poisson  a  obtenu,  en  18 19,  l'inté- 
grale de  l'équation  linéaire  aux  difi'érences  partielles,  généralement 
considérée  comme  propre  à  représenter  le  mouvement  des  fluides 
élastiques  (voir  le  Tome  III  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences). 


V.  —  Application  des  principes  établis  dans  les  paragraphes  précédents 
à  l'intégration  des  équations  linéaires  qui  représentent  les  mouve- 
ments infiniment  petits  d' un  système  isotrope. 

Comme  nous  l'avons  prouvé  dans  un  précédent  Mémoire  (p.  i56), 
les  équations  qui  représentent  les  mouvements  infiniment  petits  d'un 
système  isotrope  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou 
de  répulsion  mutuelle,  sont  de  la  forme 

(i)  (E-I)|)-o4-FI),.(l):,;-+-D^Yi  +  D,0=o, 

(  (E-DnC  4-FJK(l)xi:  +  Dr-'-i-+-I)=0  =  o, 

E,  Y],  C  désignant  les  déplacements  d'une  molécule,  mesurés  parallè- 
lement aux  axes  des  x,  y,  z  au  bout  du  temps  /,  et 

E.     F 

étant  deux  fonctions  de 

entières,  mais  généralement  composées  d'un  nombre  infini  de  termes. 
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Cela  posé,  le  premier  membre  V  de  l'équation  caractéristique  sera  de 
la  forme 

les  valeurs  de  y',  \"  étant 

•    V'=(D?-E),         V"=Df-  E-(D^+D^.-+-D;)F. 

Soit  d'ailleurs 

la  fonction  principale  correspondant  à  l'équation  caractéristique 

V  =  o. 
Désignons  par 

(2)  o{j:,y,z),    x(^,r.^),    '1j{j:,y,z),    0(07, .r,  ^),    \{œ,y.z),    W{x,y,z) 

les  valeurs  initiales  do 

■£.    n,    C,     I)/;.    B/Yi,     l),C, 
et  par 

9,     X,     6,     O,     X,     W 

ce  que  devient  la  fonction  principale  ra,  (juand  on  y  remplace  successi- 
vement la  fonction  arbitraire 

m{x,y'.z) 

par  chacune  des  fonctions  (2).  Pour  obtenir  les  valeurs  générales  des 
variables  principales  ^,  y],  'C,  il  suffira  de  résoudre,  par  rapport  à  ces 
variables,  les  équations  (i),  après  avoir  remplacé  les  seconds  membres 

par 

V(a>  +  D,9),        V(X-^-l)r/).        V(^^+I),J;). 

En  opérant  ainsi,  l'on  trouvera,  pour  intégrales  générales  d'un  sys- 
tème isotrope,  les  équations  suivantes  : 

i  l  zirV"(0  +  I),9)-+-F])^n, 

(3)  r]  =  V"(X4-l)r/)  +  Fl)vn, 

la  valeur  de  II  étant 

(4)  Il  =  \^A^  +  1)^9)  +  l^rC^  +  ^rô  +  '>=('^  +  ^^t^)' 
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Si,  pour  abréger,  on  désigne  par 

les  fonctions  principales  qui  correspondraient  séparément  aux  deux 
équations  caractéristiques 

V'=0,  V"=:0, 

on  aura 

et,  en  nommant 

cp,,     xu     ^n     <!».,     X,,     ^F, 
ou 

92,        Zî,         ^-2,        <1»2,         X2         ^2 

ce  que  devient  la  fonction  principale 

V3i  OU  570 

quand  on  remplace  successivement  la  fonction  arbitraire 

par  chacune  des  fonctions  (2),   on  verra  les  formules  (3)  se  réduire 
aux  suivantes 

(5)  •ri^X.+  Dr/z  +  FD^n, 

(  Ç  =  »F,+  D,<^,+  FIKn. 

Si  les  équations  des  mouvements   infiniment    petits    deviennent 
homogènes,  on  aura  (p.  178) 

E=ri(I)1.4-J)^+J)3),  F=lf, 

i,/ désignant  deux  constantes  réelles,  et  par  suite 

D[  _  i-f-r  ±  _]_  J_ 
V  ~     r     \"       i'  V  * 

Donc  alors  la  formule  (12)  du  paragraphe  II  donnera 

(6)  GT  =  1),  -  ji > 
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et  la  valeur  de  cï  se  déduira  immédiatement  de  celles  des  fonctions 

dont  chacune,  en  vertu  de  la  formule  (8)  du  paragraphe  IV,  se  trouvera 
représentée  par  une  intégrale  double.  Cela  posé,  les  intégrales  (:)), 
dans  le  cas  particulier  que  nous  considérons  ici,  deviendront  ana- 
logues à  celles  qu'a  données  M.  Poisson  dans  les  Tomes  VIII  et  X  des 
Mémoires  de  l'Académie.  Si  l'on  y  pose  f  =  2,  elles  coïncideront  préci- 
sément avec  celles  que  j'avais  moi-même  obtenues  à  l'époque  où  je 
m'occupais  de  la  théorie  des  corps  élastiques,  et  qui  ne  diffèrent  qu'en 
apparence  des  intégrales  données  par  M.  Ostrogradsky.  Mais,  si  l'on 
admet  la  supposition  f  =  —  i,  la  formule  (6)  donnera  simplement 


(7) 


et  se  déduira  immédiatement  de  l'équation 

puisqu'on  aura,  dans  cette  supposition, 

V  =  D?. 

Remarque. 

Kn  vertu  des  principes  établis  dans  ce  Mémoire,  on  peut  souvent 
transformer  la  fonction  principale  correspondant  à  un  système  d'équa- 
tions aux  différences  partielles  et,  par  suite  les  intégrales  de  ce  sys- 
tème, en  leur  faisant  subir  des  réductions  qui  ne  diminuent  en  rien 
leur  généralité.  Mais,  outre  ces  réductions,  il  en  est  d'autres  qui 
tiennent  à  des  formes  spéciales  des  fonctions  arbitraires  introduites 
par  l'intégration.  Lorsqu'on  adopte  ces  formes  spéciales,  on  obtient 
non  plus  les  intégrales  générales  des  équations  données,  mais  des 
intégrales  particulières  qui  peuvent  quelquefois  se  présenter  sous  une 
forme  très  simple,  et  même  s'exprimer  en  termes  finis.   Telles  sont. 
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par  exemple,  les  intégrales  qui  représentent  ce  que  nous  avons  nommé 
les  mouvements  simples  d'un  ou  de  plusieurs  systèmes  de  molécules. 
Au  reste,  les  mouvements  simples,  et  par  ondes  planes,  ne  sont  pas  les 
seuls  dans  lesquels  les  variables  principales  puissent  être  exprimées 
par  des  fonctions  finies  des  variables  indépendantes.  Il  existe  d'autres 
cas  où  cette  condition  se  trouve  pareillement  remplie.  Ainsi,  en  parti- 
culier, lorsque  dans  un  système  isotrope  les  équations  des  mouvements 
infiniment  petits  deviennent  homogènes,  des  intégrales  en  termes 
finis  peuvent  représenter  des  ondes  sphériques  du  genre  de  celles  que 
j'ai  mentionnées  dans  le  n"  19  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  pour  l'année  i836(i^'"  semestre),  savoir,  des  ondes 
dans  lesquelles  les  vibrations  moléculaires  soient  dirigées  suivant  les 
éléments  de  circonférences  de  cercles  parallèles  tracées  sur  des 
surfaces  sphériques,  ces  vibrations  étarit  semblables  entre  elles,  et 
isochrones  pour  tous  les  points  d'une  même  circonférence.  De  plus,  si 
ce  qu'on  appelle  la  surface  des  ondes  est  un  ellipsoïde,  des  intégrales 
en  termes  finis  représenteront  encore  des  ondes  ellipsoïdales  dans 
lesquelles  les  vibrations  moléculaires  resteront  les  mêmes  pour  tous 
les  points  situés  sur  une  même  surface  d'ellipsoïde,  ces  vibrations 
étant  alors  dirigées  suivant  des  droites  parallèles.  Au  reste,  je  revien- 
drai plus  en  détail  dans  un  autre  Mémoire  sur  ces  diverses  espèces 
d'ondes  qui  se  propagent  en  conservant  constamment  les  mêmes 
épaisseurs. 


MEMOIRE 


LES  RAYONS  SIMPLES  QUI  SE  PROPAGENT 


UN  SYSTÈME  ISOTROPE   DE   MOLÉCULES 


SUR  CEUX  QUI  SE  TROUVENT  RÉFLÉCHIS  OU  RÉFRACTES 


LA  SURFACE  DE  SEPARATION  DE  DEUX  SEMRLABLES  SYSTEMES. 


I.  —  Rayons  simples.  Polarisation  de  ces  rayons. 

Dans  un  système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction 
ou  de  répulsion  mutuelle,  un  mouvement  simple  est,  comme  on  l'a 
prouvé,  un  mom^e  ment  par  ondes  planes^  les  plans  qui  terminent  les 
ondes  étant  des  plans  parallèles  qui  renferment  h  un  instant  donné  les 
molécules  dont  les  déplacements,  mesurés  parallèlement  à  un  axe  fixe, 
s'évanouissent  et  Vépaùseur  d'une  onde  plane  ou  la  longueur  d'une 
ondulation  étant  le  double  de  la  distance  qui  sépare  deux  plans  consé- 
cutifs de  cette  espèce.  Dans  un  mouvement  simple,  lorsqu'il  est 
durable  et  persistant,  chaque  molécule  décrit  une  droite,  un  cercle  ou 
une  ellipse,  et  la  durée  d''une  vibration  moléculaire  reste  la  même,  non 
seulement  à  toutes  les  époques,  mais  encore  pour  toutes  les  molécules 
du  système  que  l'on  considère.  En  divisant  la  longueur  d'une  ondu- 
lation par  cette  durée,  on  obtient  pour  quol'w  ni  la  vitesse  de  propagation 
d'une  onde  plane.  De  plus,  lorsque  chaque  molécule  décrit  une  courbe 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  XI.  34 
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plane,  savoir  un  cercle  ou  une  ellipse,  le  rayon  vecteur  mené  du 
centre  de  la  courbe  à  la  molécule  trace  des  aires  proportionnelles  au 
temps.  Alors  aussi  les  plans  des  courbes  décrites  par  les  diverses  molé- 
cules sont  tous  parallèles  à  un  certain  plan  invariable^  mené  par 
l'origine  des  coordonnées,  et  généralement  distinct  d'un  second  plan 
invariable,  qui  serait  parallèle  à  ceux  par  lesquels  se  terminent  les 
ondes.  Quant  à  V amplitude  des  vibrations  moléculaires ,  mesurée  par  la 
portion  de  droite  que  parcourt  une  molécule  ou  par  le  grand  axe  de 
l'ellipse  décrite,  elle  ne  reste  la  même,  pour  les  différentes  molécules, 
que  dans  le  cas  où  le  mouvement  simple  se  propage  sans  s'affaiblir. 
Dans  le  cas  contraire,  cette  amplitude  décroit  en  raison  inverse  de  la 
distance  des  molécules  à  un  troisième  plan  invariable. 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  une  droite  étant  menée  par  les  deux 
points  qui  indiquent  la  position  initiale  d'une  molécule  quelconque  et 
la  position  de  la  même  molécule  à  un  instant  donné,  le  déplacement  de 
la  molécule,  mesuré  à  cet  instant,  parallèlement  à  un  axe  fixe,  s'éva- 
nouira si  cet  axe  est  perpendiculaire  à  la  droite  dont  il  s'agit.  11  en 
résulte  que,  dans  un  mouvement  simple  d'un  système  de  molécules, 
un  plan  mené  par  un  point  quelconque  parallèlement  au  premier  plan 
invariable,  peut  être  considéré  à  cbaque  instant  comme  le  plan  qui 
termine  une  certaine  onde.  On  peut  donc  nommer  plans  des  ondes 
tous  les  plans  parallèles  au  premier  plan  invariable. 

Lorsque  le  système  de  molécules  devient  isotrope,  alors,  dans  un 
mouvement  simple  qui  se  propage  sans  s'affaiblir,  les  vibrations  molé- 
culaires sont  toujours,  ou  comprises  dans  les  plans  des  ondes,  ou 
perpendiculaires  à  ces  mêmes  plans.  Alors  aussi  nous  nommerons 
rayon  simple  une  file  de  molécules  originairement  situées  sur  une 
droite  perpendiculaire  aux  plans  des  ondes,  Vaxe  de  ce  rayon  n'étant 
autre  chose  que  la  droite  même  dont  il  s'agit.  Cela  posé,  il  est  clair  que, 
si,  dans  un  système  isotrope,  un  mouvement  simple  se  propage  sans 
s'affaiblir,  les  vibrations  de  chaque  molécule  pourront  être,  ou  dirigées 
suivant  le  rayon  dont  elle  fait  partie,  ou  comprises  dans  un  plan  perpen- 
diculaire il  ce  même  rayon.  Ainsi  l'hypothèse  admise  par  Fresnel,  des 
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vibrations  transversales,   c'est-à-dire    perpendiculaires  aux  rayons, 
devient  une  réalité  ;  et  il  reste  prouvé,  comme  j'en  ai  fait  le  premier  la 
remarque  dans  les  Tomes  IX  et  X  des  Mémoires  de  l'Académie^  que  les 
vibrations  transversales  sont  compatibles  avec  la  constitution   d'un 
système  isotrope  de  molécules  qui  s'attirent  ou  se  repoussent  mutuel- 
lement. A  la  vérité  les  idées  de  Fresnel   sur  cet  objet  ont  été  vivement 
combattues  par  un  illustre  académicien,  dans  plusieurs  articles  que 
renferment  les  Annales  de  Physique  et  de  Chimie^   et  dont   l'un   est 
relatif  au  mouvement  de  deux  fluides  superposés.  Mais  l'auteur  de  ces 
articles,  en   discutant   les   intégrales  des  équations  considérées  par 
M.  Navier  et  par  lui-même,  comme  propres  à  représenter  les  mou- 
vements infiniment  petits  d'un  système  isotrope,  a  finalement  reconnu 
qu'au  moment  où  les  ondes,  occasionnées  par  un  ébranlement  d'abord 
circonscrit  dans  un  très  petit  espace,   parviennent  à  une  distance  du 
centre  d'ébranlement  assez  grande  pour  que  les    surfaces   qui  les 
terminent  deviennent  sensiblement  planes,  il  ne  reste,   en   effet,   que 
deux  espèces  de  vibrations  moléculaires  dirigées  les  unes  suivant  les 
rayons,  les  autres  perpendiculairement  à  ces  mêmes  rayons.   Quant 
aux  difïerences  qui   subsistent  encore   entre  les  résultats  obtenus 
par  M.  Poisson  et  ceux  auxquels  j'arrive,   elles  tiennent  à  ce  que 
M.  Poisson  est  parti  des  équations  aux  différences  partielles  indiquées 
en  1821  par  M.  Navier,  équations  qui  me  paraissent  propres  à  repré- 
senter seulement  dans  un  cas  particulier,  et  dans  une  première  approxi- 
mation, les  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  isotrope  de 
molécules.  Dans  le  cas  général,  les  équations  de  ces  mouvements  ne 
sont  pas  bomogènes  comme  celles  que  M.  Poisson  a  intégrées,  et  si  on 
les  rend  homogènes,  en  négligeant  les  termes  d'un  ordre  supérieur  au 
second,  le  rapport  entre  les  vitesses  de  propagation  des  deux  espèces 
d'ondes  pourra  différer  notablement  du  rapport  obtenu  parM.  Poisson, 
c'est-à-dire  de  la  racine  carrée  de  3.   11   pourra   même,  comme    on   le 
verra  dans  ce  Mémoire,    devenir   supérieur    à  toute  limite  et  acquérir 
une  valeur  infinie. 

Parlons  maintenant  des  phénomènes  qui  se  rapportent  à   ce  que, 
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dans  la  théorie  de  la  lumière,  on  a  nommé  \2i polarisation.  Si  dans  un 
rayon  simple,  défini  comme  ci-dessus,  les  vibrations  moléculaires  sont 
transversales,  ce  qui  constituera  le  mode  de  polarisation,  ce  sera  la 
nature  de  la  ligne  droite  ou  courbe  décrite  par  chaque  molécule.  Le 
rayon  ^^và  polarisé  rectilignement ,  si  chaque  molécule  décrit  une  droite. 
Alors  on  pourra  le  désigner  encore  sous  le  nom  de  rayon  plan,  puis- 
qu'à  un  instant  quelconque  la  série  des  molécules  qui  feront  partie  de 
ce  rayon  figurera  dans  l'espace  une  courbe  plane.  Au  contraire,  le 
rayon  sera  polarisé  circulairement  ou  elliptiquement,  si  chaque  molé- 
cule décrit  un  cercle  ou  une  ellipse.  Alors  la  série  des  molécules  qui 
font  partie  du  rayon  figure,  à  un  instant  quelconque,  une  hélice  tracée 
sur  un  cylindre  à  base  circulaire  ou  elliptique,  qui  a  pour  axe  l'axe 
même  de  ce  rayon.  Lorsque  la  base  est  un  cercle,  le  rayon  vecteur, 
mené  du  centre  du  cercle  au  point  de  la  circonférence  occupé  par  la 
molécule  que  l'on  considère,  décrit  en  temps  égaux,  non  seulement 
des  aires  égales,  mais  encore  des  angles  égaux,  et  par  suite  chaque 
molécule  se  meut,  sur  la  circonférence  qu'elle  parcourt,  avec  une 
vitesse  constante  égale  au  rapport  de  cette  circonférence  à  la  durée 
d'une  vibration  moléculaire.  Donc,  pour  se  faire  une  idée  des  vibra- 
tions des  molécules  dans  un  rayon  polarisé  circulairemeut,  il  suffira, 
comme  l'a  dit  Fresnel,  de  faire  tourner  l'hélice,  qui  représente  un  tel 
rayon,  avec  le  cylindre  qui  la  porte,  en  imprimant  à  ce  dernier  une 
vitesse  angulaire  constante  autour  de  son  axe. 

Quant  au  rayon  plan,  ou  polarisé  en  ligne  droite,  il  présenté  une 
courbe,  plane  et  sinueuse,  composée  d'arcs  alternativement  situés  de 
part  etd'autrede  la  direction  primitivedu  rayon;  et,  pourobtenircette 
courbe,  il  suffit,  comme  on  le  verra  ci-après,  de  projeter  sur  le  plan 
qui  la  renferme  une  hélice  propre  à  représenter  un  rayon  doué  de  la 
polarisation  circulaire.  Dans  un  rayon  plan,  considéré  à  une  époque 
quelconque  du  mouvement,  quelques  molécules  conservent  leurs 
positions  primitives,  c'est-à-dire  les  positions  qu'elles  occupaient  dans 
l'état  d'équilibre;  les  autres  s'en  écartent  à  droite  ou  à  gauche.  Les 
nœMfl^^  du  rayon,   comme  ceux  d'une  corde  vibrante,  sont  à  chaque 
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instant  les  points  où  les  molécules  conservent  ou  reprennent  leurs 
positions  initiales.  Seulement,  ces  nœuds,  qui  sont  fixes  dans  une 
corde  vibrante,  se  déplacent  d'un  moment  à  l'autre  dans  le  rayon 
lumineux.  Ces  nœuds  sont,  d'ailleurs,  de  deux  espèces  diflerentcs, 
chaque  nœud  étant  à^  première  ou  de  seconde  espèce^  suivant  que  les 
molécules  desquelles  il  s'approche  en  se  déplaçant  dans  l'espace  se 
trouvent  situées  d'un  côté  ou  de  l'autre  par  rapport  à  la  direction 
primitive  du  rayon.  Enfin,  les  distances  qui  séparent  les  nœuds  de 
même  espèce  sont  toutes  équivalentes  à  l'épaisseur  d'une  onde  plane, 
ou,  en  d'autres  termes,  à  la  longueur  d'une  ondulation  ;  et  pareillement 
la  vitesse  de  propagation  avec  laquelle  cha(|ue  nœud  se  déplace,  en 
passant  d'une  molécule  à  une  autre,  n'est  autre  chose  que  la  vitesse  de 
propagation  des  ondes  planes. 

Observons  encore  que,  dans  un  rayon  polarisé  en  ligne  droite,  on 
doit  soigneusement  distinguer  leyo^ï/î  du  /-avo/i,  c'est-à-dire  le />/«/z^m< 
le  renferme^  et  \e  pian  suivant  lequel  le  rayon  est  polarisé,  ou  ce  qu'on 
nomme  ie  plan  de  polarisation,  ce  dernier  plan  étant  toujours  perpen- 
diculaire à  l'autre  et  passant  de  même  par  l'axe  du  rayon. 

Si,  dans  un  mouvement  simple  d'un  système  de  molécules,  on 
désigne  au  bout  du  temps  t  par 

les  déplacements  d'une  molécule  m  mesurés  parallèlement  à  trois 
axes  rectangulaires  de  ^,y,  z,  et  par 

les  déplacements  symboliques  correspondants,  c'est-à-dire  trois  varia- 
bles dont  les  déplacements  effectifs  soient  les  parties  réelles;  ces 
derniers,  en  vertu  de  la  définition  même  des  mouvements  simples, 
seront  [)roportionnels  à  une  seule  exponentielle  népérienne  dont 
l'exposant  sera  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes.  On 
aura  donc 
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u,  V,  w,  s.  A,  B,  C  désignant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires.  Si 
le  mouvement  simple  dont  il  s'agit  est  du  nombre  de  ceux  qui  se 
propagent  sans  s'afl'aiblir, 

II,       P,       i\>,      s 

seront  de  la  forme 

f  v/ — I,      v\/ — I,      w  \J  —  j,      sy/— I, 

U,  V,  w,  s  désignant  des  constantes  réelles  dont  la  dernière  pourra  être 
censée  positive.  Si,  d'ailleurs,  en  nommant 

a,     b,     c 
les  modules  de 

A,     B,     C, 

et  )^,  a,  V  des  arcs  réels,  on  pose 

A  —  a  e^^K         B  —  bei^v  -f,  C  =  ceV~, 

alors,  en  faisant  pour  abréger 


k  t=  y/u*  -H  v^ H-  w'^,         kt  =  u^  H-  vj  H-  w^, 

on  tirera  des  formules (i) 

(2)  H  =  a  cos(kt  —  s^+ A),      ri=:bcos(kv  —  s^H-fji.),      Ç  =  ccos(ki.  —  sf  +  v). 

Alors  aussi  les  plans  des  ondes  seront  parallèles  au  plan  invariable 
représenté  par  l'équation 

(3)  ua;  +  vy --i- w:;  =  o; 

tsera  la  distance  d'une  molécule  à  ce  plan,  ou,  ce  qui  revient  au'méme, 
la  distance  de  l'origine  des  coordonnées  au  plan  d'une  onde  mené  par 
le  point  (r,  y,  :;);  la  longueur!  d'une  ondulation,  la  durée  T  d'une 
vibration  moléculaire,  et  la  vitesse  de  propagation  il  des  ondes  planes, 
seront  respectivement 

enfin, 

a,     b,     c 

représenteront    les    demi-amplitudes    des    vibrations    moléculaires. 
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mesurées  parallèlement  aux  axes  des  oc,  y,  z,  et  Isiphase  du  mouvement 
simple  projeté  sur  chacun  de  ces  axes  deviendra  successivement  égale 
à  chacun  des  trois  angles 

kv — s /-h?.,     kl — s^-f-fz,     kv  —  S/  +  V, 

dans  lesquels  la  partie  variable 

kv  —  s^ 

représentera  Vargument  du  mouvement  simple,  tandis  que  la  constante 

X,         ou         II,        ou         V 

représentera  le  paramètre  angulaire,  correspondant  à  l'axe  des  x,  ou 
desjK,  ou  des  z.  Cela  posé,  comme  le  cosinus  d'un  angle  ne  varie  pas, 
lorsque  l'angle  est  augmenté  ou  diminué  d'une  ou  de  plusieurs  circon- 
férences, il  est  clair  qu'on  pourra,  sans  inconvénient,  augmenter  ou 
diminuer  chaque  phase  et  par  suite  chaque  paramètre  angulaire  d'un 
multiple  du  nombre  2-. 

Si  chaque  molécule  se  meut  en  ligne  droite,  les  déplacements 

?         V  >• 

devront  conserver  entre  eux  des  rapports  constants,  ce  qui  suppose 
remplies  les  conditions 

(4)  siu(fx  —  y)=ro,         sin(v  —  }.)=:o,         sin  ().  —  pi)  =  o, 

dont  deux  entraînent  la  troisième  et  réduisent  les  équations  (2)  aux 

suivantes 

!'i  =z  acos(kt  —  's,t-\-l), 
r;  =  zb  b  cos (  k  t  —  s  /  +  >.  ) , 
C  3ir±:  c  cos(kv  —  s/  -h  À). 

Mais,  si  chaque  molécule  décrit  un  cercle  ou  une  ellipse,  le  plan  de 
ce  cercle  ou  de  cette  ellipse  sera  parallèle  au  plan  invariable  représenté 
par  l'équation 

(6)  — sin(|j.  —  v) -f- j- sin(v  —  X)  H — sin().  —  |jl)  =r:  o. 

9  1)  C 

Lorsque  le  système  de  molécules  donné  sera  isotrope,  les  vibrations 
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(les  molécules  seront  comprises  dans  les  plans  des  ondes.  Donc  alors 
le  second  plan  invariable,  représenté  par  l'équation  (3),  devra  coïn- 
cider avec  le  premier,  représenté  par  l'équation  (6),  et  l'on  aura 

au  b  V  c  w 

(  7)  •  = ^  =^ 

^^'  sin(ju.  — v)        siii(v  —  À)        siii(À  — /jl) 

Alors  aussi  les  équations  (2)  représenteront  un  rayon  simple  qui 
sera  polarisé  rectilignement,  si  les  conditions  (4)  sont  remplies,  et 
circulairement  ou  elliptiquement  dans  le  cas  contraire. 

Pour  que  la  polarisation  soit  circulaire,  il  est  nécessaire  et  il  suffît 
que  le  déplacement  absolu  d'une  molécule,  c'est-à-dire  le  radical 


se  réduise  à  une  quantité  constante.  Or,  comme  on  aura  généralement 

cos-(kt  —  st  -\-  l)  =  — r  -cos2(kt  —  st  -hl),         . . ., 
22 

il  est  clair  que  le  radical  dont  il  s'agit  deviendra  constant  ou  variable 
avec  la  somme 

suivant  que  le  trinôme 

(8)     a'-cos2(kt  — s/  +  A)  +  b-cos2(kt  — s^  +  fi)  +  c^  (•os2(kv  —  s^  +  v) 

offrira  lui-même   une  valeur   constante  ou    variable.   D'ailleurs,   ce 
trinôme  étant  une  fonction  continue  de   l'arc  kt  —  st,  et  changeant 

toujours  de  signe  quand  cet  arc  reçoit  un   accroissement   égal   à-, 

s'évanouira  nécessairement  pour  une  certaine  valeur  de  t  qu'on  pourra 
supposer  comprise,  par  exemple,  entre  les  limites 

o         et         —  =  T  1- 

2s       4 

Donc,  pour  qu'il  offre  une  valeur  constante,  il  sera  nécessaire  et  il 
suffira  qu'il  se  réduise  constamment  à  zéro.  Dans  cette  hypothèse,  en 
attribuant  à  k-c  —  st  les  deux  valeurs 

o         el         -> 
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on  trouvera  successivement 

l  a^  COS  2  >.  -t-  b^  COS  2U.  -h  C-  COS  2'J  z=  O, 

f  a-  SH12/.  -+-  b^  siri2fjL  4-  c-  sin2v  =z  o, 
et  par  suite 

,     ,  ■  a*  b2  c^ 

(lo) 


sin2(/jL  —  v)        sin2(v  —  /,  )        sin2(>.  —  fx) 

Réciproquement,  si  les  conditions  (9),  dont  le  système  équivaut  à 
la  formule  (10),  se  vérifient,  le  trinôme  (8)  sera  constamment  nul;  et, 
comme  on  aura  par  suite 

(11)  ^^  +  rr--f-r= . 

2 

il  est  clair  que  chaque  molécule  décriia  une  circonférence  de  cercle 
inscrite  au  carré  qni  aura  pour  diagonale  le  double  de  la  longueur 


V  a--t-  h^-f-  c- 


Les  formules  qui  précèdent  se  simplifient  dans  le  cas  où  l'on  fait 
coïncider  le  plan  des  £c-,  y  avec  le  second  plan  invariable,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  l'axe  des  z  avec  une  droite  perpendiculaire  aux  plans 
des  ondes.  Alors,  l'équation  (3)  devant  se  réduire  à 

;;  :=  o.  • 

on  a  nécessairement 

U  =  0,  \  z=-o.  w  =  ±:  k  : 

et,  par  suite,  en  vertu  de  la  formule  (7), 

c  =  o. 

Donc  alors,  comme  on  devait  s'y  attendre,  la  dernière  des  équa- 
tions (2)  se  réduit  à 

Ç  — o, 

et  les  vibrations  de  chaque  molécule,  comprises  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe  des  z,  se  trouvent  déterminées  dans  ce  plan  par  le 
système  des  deux  équations 

(12)  ç  =  a  cos(kt  —  s/ H- >.),         rj  =  bcos(kt-  —  s/ -^ -jl). 

Œuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  XI.  35 
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qui,  eu  égard  à  la  formule 

kv  =  WC,  où  t:=±Z, 

pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

(i3)  £  =  a  cos(wc  —  s^ -f- X),         Ty  =  b  cos(w3  —  s^  H- /j.). 

Si  la  polarisation  est  rectiligne,  la  dernière  des  conditions  (4), 
savoir 

(14)  sin(>.  — /jt.)  =  0, 

réduira  les  équations  (12)  à  la  forme 

(i5)  ^  =  a  cos(kt  —  s;  4- ).),         r, -=±bco?,{\s.t— st -hl); 

et,  si  le  plan  du  rayon  simple  devient  parallèle  au  plan  des  x,  z,  alors, 
Y]  élant  constamment  nul  aussi  bien  que  "Ç,  on  pourra  représenter  ce 
rayon  par  la  seule  formule 

(16)  i=:acos(ki  —  st  +  1). 

Si,  au  contraire,  le  plan  du  rayon  simple  devenait  parallèle  au  plan 
des  r,  z,  alors  ^  étant  constamment  nul  aussi  bien  que  y],  on  pourrait 
représenter  ce  rayon  par  la  seule  formule 

(17)  Y]  —  l)COS(ki  —  S^+/J!.). 

Si  la  polarisation  devient  circulaire,  les  conditions  (9),  réduites  aux 

suivantes 

1)^  cos9,|ji.  —  —  a-  cos2>.,         b-  sinajjL  —  —  a'  ï>iii  2?., 

donneront 

b*=:a*.        b  — a 
et 

cos2,a=: — C0S2/.,         sin  2  ]LJt.  =:  —  sin  2  ).  ; 

par  conséquent, 

2  /JL  =:r  2  ).  +  (  2  «  -H  F  )  71 
fit 

(  I  8  )  jj,   =:  }.  +  (  2  /i  +  I  )  -  , 

Al  désignant,  au  signe   près,    un   nombre  entier.   Donc   alors  les  for- 
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mules  (12)  deviendront 

(19)  I  =  a  cos(lvi  —  s^  4- À),         Ti  — ±  a  sin(kt  —  s^  +  >.). 

Dans  la  seconde  des  formules  (19),  le  double  signe  doit  se  réduire 
au  signe  +  ou  au  signe  —  suivant  que,  pour  décrire  l'hélice  propre 
à  représenter  à  un  instant  donné  le  rayon  simple,  un  point  mobile 
doit  tourner  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  en  s'éloignant  du  plan 
des  x:,  y. 

Dans  le  rayon  simple  représenté  généralement  par  le  système  des 
équations  (12),  les  déplacements  d'une  molécule,  mesurés  parallè- 
lement à  l'axe  des  x,  sont  les  mêmes  (|ue  dans  le  rayon  plan  repré- 
senté par  la  seule  équation  (iG),  et  les  déplacements  parallèles  à  l'axe 
des  y,  les  mêmes  que  dans  le  rayon  plan  représenté  par  la  seule  équa- 
tion (17).  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  le  premier  rayon 
résulte  de  la  superposition  des  deux  autres.  D'ailleurs,  les  plans  de  ces 
deux  derniers  peuvent  coïncideravec  deux  plans  rectangulaires  menés 
par  l'axe  du  premier.  Donc  un  rayon  quelconque,  doué  de  la  pola- 
risation rectiligne,  ou  circulaire,  ou  elliptique,  peut  toujours  être 
censé  résulter  de  la  superposition  de  deux  rayons  polarisés  rectili- 
gnement,  et  renfermés,  le  premier  dans  un  plan  fixe  donné,  le  second 
dans  un  plan  perpendiculaire.  Ces  deux  derniers  rayons,  appelés 
rayons  composants,  offriront  en  général  des  phases  distinctes,  repré- 
sentées, dans  les  formules  (12),  par  les  angles 

kt  —  S/-I-X,         kl  — sz-h/jL. 

La  différence  entre  ces  deux  phases  a  été  elle-même  désignée  par 
quelques  auteurs  sous  le  nom  de  phass;  mais,  pour  éviter  toute  équi- 
voque, nous  l'appellerons  ra/20A/î«//e  du  rayon  résultant.  Cette  anomalie, 
comme  chacune  des  phases,  peut  être,  sans  inconvénient,  augmentée 
ou  diminuée  d'un  multiple  du  nombre  2-;  par  conséquent,  elle  peut 
être  réduite  à  zéro  ou  au   nombre  r,,   en   vertu   de   la  formule  (i4)> 

lorsque  la  polarisation  est  rectiligne,  et  à  -  i:  ou  à -,  en   vertu  de 

la  formule  (18  ),  lorstjue  la  polarisation  est  circulaire.  Mais   lorsque  la 
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polarisation  devient  elliptique,  l'anomalie  peut  varier  avec  la  direction 
du  plan  tixe  que  l'on  considère.  Concevons  d'ailleurs  que,  dans 
chacun  des  deux  rayons  composants,  on  nomme  nœuds  de  première 
espèce  ceux  qui  précèdent  des  molécules  dont  les  déplacements  sont 
représentés  par  des  quantités  positives.  Alors,  le  rapport  de  l'ano- 
malie à  la  constante  k  représentera,  au  signe  près,  la  distance  entre 
un  nœud  de  l'un  des  rayons  composants  et  un  nœud  de  même  espèce 
de  l'autre.  Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  prend  pour  plan  fixe  le  plan 
des  .r,  z,  les  nœuds  de  première  espèce  du  premier  rayon  composant 
pourront  être  censés  correspondre  aux  valeurs  de  x  pour  lesquelles  le 

déplacement 

^  =  a  cos(ki  —  s^  4- >.) 

s'évanouit,  en  passant,  lorsque  x  vient  h  croitre,  du  négatif  au  positif; 
en  d'autres  termes,  les  nœuds  de  première  espèce  du  premier  rayon 
composant  correspondront  aux  valeurs  de  x  comprises  dans  la  formule 

i^n  -j-  i)t:  St:        ^  n  -h  3 

kv  —  it  -+-  /.=  2mz=  ^2/171  H =  TT 

9,  1  ■>. 

ou 

(4/i-+-i)--l-s^  —  >.  {'2  11  -\-  -]t:  -{-Ht  —  1 

(20)  .=  ^ ^ ^ ^  ' 

n  désignant,  au  signe  près,  un  nombre  entier.  Pareillement  les  nœuds 
de  première  espèce  du  second  rayon  composant  pourront  être  censés 
correspondre  aux  valeurs  de  t  pour  lesquelles  le  déplacement      ^ 

Yl  r=  b  COS(ki  —  s^  -h  /ul) 

s'évanouit,  en  passant,  lorsque  i  vient  à  croitre,  du  négatif  au  positif, 
par  conséquent  aux  valeurs  de'i  comprises  dans  la  formule 

(4«  -H   «) h  S^  — f/ 

2«7r-t-  s/  [X  ">■ 

(21)  t  =  r r 


Donc,  pour  passer  d'un  nœud  de  première  espèce  du  premier  rayon 
composant  à  un  nœud  de  première  espèce  du  second  rayon,  il  suffira 
de  parcourir,  sur  l'axe  commun  des  deux  rayons,  une  longueur  repré- 
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sentée,  au  signe  près,  parle  rapport 

qui  est  précisément  la  différence  entre  les  valeurs  de  x  fournies  par  les 
formules  (20)  et  (21).  Gela  posé,  faire  croître  ou  diminuer  l'anomalie 
d'un  multiple  de  27:,  revient  évidemment  à  faire  croître  ou  diminuer 
la  première  ou  la  seconde  valeur  de  -c  d'une  ou  de  plusieurs  épaisseurs 
d'ondes,  par  conséquent  à  remplacer,  pour  l'un  des  rayons  composants, 
un  nœud  de  première  espèce  par  un  autre  nœud  de  même  espèce.  Alors 
aussi,  quand  le  rayon  résultant  sera  polarisé  en  ligne  droite,  l'anomalie 
pourra  être  réduite  à  zéro,  ou  au  nombre  ~,  suivant  qu'un  nœ»ud  donné 
de  l'un  des  rayons  composants  viendra  se  placer  sur  un  nœud  de 
même  espèce,  ou  sur  un  nœud  d'espèce  différente,  appartenant  à 
l'autre. 

Il  est  bon  d'observer  qu'on  tire  des  formules  (19),  non  seulement 

et  par  suite 

mais  encore 

cos  (Ul  —  s^-f->v)—         '   — .,  sin(kv  —  s^ -t- >.  )  ==t 


Donc,  dans  un  rayon  doué  de  la  polarisation  circulaire,  la  phase  du 
mouvement  projeté  sur  l'axe  des  .r,  savoir 

kv  —  s/  -+-  X, 

peut  être  censée  se  confondre,  au  signe  près,  avec  l'un  quelconque  des 
angles  qui  ont  pour  cosinus  et  sinus  les  rapports 


par  conséquent  avec  l'angle  compris  entre  le  demi-axe  des  x  positives 
et  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  du  cercle  à  la  molécule  déplacée. 
En  d'autres  termes,  la  phase  relative  à  un  axe  tixe  peut  alors  être  censée 
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se  confondre,  au  signe  près,  avec  la  distance  angulaire  de  la  molécule 
à  cet  axe  fixe. 

Observons  encore  que  si  l'on  décompose  un  rayon  quelconque, 
représenté  par  les  équations  (12),  en  deux  rayons  renfermés  dans  deux 
plans  rectangulaires,  tels  que  les  rayons  représentés  par  l'équa- 
tion (iG)  et  par  l'équation  (17),  ces  deux  derniers  seront  précisément 
les  projections  du  premier  sur  les  deux  plans  rectangulaires.  Comme, 
d'ailleurs,  rien  n'empêche  de  supposer  le  premier  rayon  doué  de  la 
polarisation  circulaire,  il  en  résulte  qu'un  rayon  plan,  par  exemple  le 
rayon  représenté  par  l'équation  (iG),  se  réduit  toujours  à  la  projection 
orthogonale  d'un  rayon  polarisé  circulairement  sur  un  plan  mené  par 
l'axe  de  celui-ci.  On  en  conclut  que,  pour  obtenir  à  un  instant  quel- 
conque la  phase  d'un  rayon  plan,  correspondant  à  un  point  donné  de 
son  axe,  il  suffit  de  construire  une  circonférence  de  cercle  qui  ait  pour 
diamètre  l'amplitude  des  vibrations  exécutées  par  la  moJécule  dont  ce 
point  était  la  position  initiale  ;  puis  de  chercher  la  distance  angulaire 
entre  ce  diamètre,  prolongé  du  côté  où  se  mesurent  les  déplacements 
positifs,  et  le  point  de  la  circonférence  qui,  étant  projeté  sur  le  même 
diamètre,  offre  pour  projection  la  position  de  la  molécule  à  l'instant 
donné. 

On  appelle  souvent  azimut  l'angle  formé  par  un  plan  variable  avec 
un  plan  fixe  :  par  exemple,  en  Astronomie,  l'angle  formé  par  le  méri- 
dien d'un  lieu  avec  le  plan  d'un  cercle  vertical.  Nous  conformant  sur 
ce  point  à  l'usage  établi,  lorsqu'un  rayon  simple  sera  polarisé  en  ligne 
droite,  nous  appellerons  azimut  de  ce  rayon  l'angle  aigu  formé  par  le 
plan  qui  le  renferme  avec  un  plan  fixe.  Si  d'ailleurs  le  plan  fixe  passe, 
comme  nous  le  supposerons  généralement,  par  l'axe  du  rayon  simple, 
et  si  ce  rayon  est  considéré  comme  résultant  de  la  superposition  de 
deux  autres,  polarisés  l'un  suivant  le  plan  fixe,  l'autre  perpendi- 
culairement à  ce  plan,  l'azimut  du  rayon  résultant  et  l'azimut  de  son 
plan  de  polarisation  seront  les  deux  angles  complémentaires  l'un  de 
l'autre,  qui  auront  pour  tangentes  trigonométriques  les  rapports 
direct  et  inverse  des  amplitudes  des  vibrations  moléculaires  dans  les 
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deux  rayons  composants.  Ainsi,  en  paiiicnlier,  si,  en  supposant  un 
rayon  plan  représenté  par  les  équations  (i'3)ou  (i^),  on  nomme  irr 
l'azimut  de  ce  rayon  par  rapport  au  plan  des  ce,  z,  on  aura 


b 

(22)  tangrorr  -. 


Si  un  ravon  simple  cesse  d'être  polarisé  rectilignement,  rien 
n'empêchera  d'appeller  encore  azimut  de  ce  rayon,  relativement  à  un 
plan  fixe,  l'azimut  qu'on  obtiendrait  dans  le  cas  où,  après  avoir 
décomposé  ce  rayon  en  deux  autres  polarisés,  l'un  suivant  le  plan  fixe, 
l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan,  on  ferait  varier  l'un  des  para- 
mètres angulaires,  sans  changer  les  amplitudes,  et  de  manière  à 
replacer  les  nœuds  de  l'un  des  rayons  composants  sur  les  nœuds  de 
l'autre.  Ainsi  défini,  Vazimut  d'un  rayon  simple,  par  rapport  à  un 
plan  {\\Q,  sera  toujours  l'angle  aigu  qui  a  pour  tangente  trigono- 
métrique  le  rapport  entre  les  amplitudes  des  vibrations  moléculaires 
du  rayon  composant,  polarisé  suivant  le  plan  fixe,  et  du  rayon  polarisé 
perpendiculairement  à  ce  plan;  de  sorte  que,  dans  un  rayon  repré- 
senté par  les  équations  (i3),  l'azimut  cj,  relatif  au  plan  des  x,  z  sera 
toujours  déterminé  par  la  formule  (22).  Cela  posé,  lorsque  le  rayon 
résultant  sera  doué  de  la  polarisation  circulaire,  son  azimut  sera  la 
moitié  d'un  angle  droit,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  direction  du  plan 
fixe  auquel  cet  azimut  se  rapporte.  Mais,  si  le  rayon  résultant  est  doué 
de  la  polarisation  elliptique,  l'azimut  dépendra  de  la  position  du  plan 
fixe,  et  changera  de  valeur  avec  cette  position   en    même  temps  que 


l'anomalie. 


II.  —  Rayons  réjlécins  ou  réfractés  par  la  surface  de  séparation 
de  deux  milieux  isotropes. 

Supposons  deux  systèmes  isotropes  de  molécules  séparés  par  une 
sLrface  plane  que  nous  prendrons  pour  plan  des  y,  :;;  et  concevons 
qu'un  mouvement  simple  ou  par  ondes  planes,  mais  sans  changement 
de  dersité,  se  propage  <lans  le  premier  milieu   situé    du   côté   des  x 
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négatives.  Si  le  mouvement  simple  dont  il  s'agit,  à  l'instant  où  il 
atteint  la  surface  de  séparation,  donne  toujours  naissance  à  un  seul 
mouvement  simple  réfléchi  et  à  un  seul  mouvement  simple  réfracté, 
les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  se  déduiront  sans  peine  des 
formules  que  nous  avons  données  dans  un  précédent  Mémoire. 
Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Soient  au  bout  du  temps  /,  et  pour  le  point  (x,  y,  z). 


£, 

fi, 

K 

el 

i. 

-n, 

ç, 

ou 

.     '^n 

■nn 

C; 

et 

4/' 

■n,, 

^r 

ou  enfin 

r, 

ri\ 

r 

et 

c'', 

V, 

les  déplacements  effectifs  d'une  molécule,  mesurés  parallèlement  aux 
axes  rectangulaires  des  x,  y,  z,  et  les  déplacements  symboliques 
correspondants,  c'est-à-dire  les  variables  imaginaires  dont  les  dépla- 
cements efl'ectifs  sont  les  parties  réelles  :  i**  dans  un  rayon  incident, 
(fui  rencontre  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  isotropes; 
2Mans  le  rayon  réfléchi  par  cette  surface;  3"  dans  le  rayon  réfracté.  Si 
l'on  prend  pour  axe  des  z  une  droite  parallèle  aux  traces  des  ondes 
incidentes  sur  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux,  les  trois 
rayons  seront  représentés  par  trois  systèmes  d'é([uations  symboliques 
de  la  forme 

(i)  l  =\  e"^-^-''y-'',  7,  =B  e"'-+"y-",  Ç  -— C  e"-^+"->-^', 

(  2  )  ï/  =  A  ^  g-„.r+,>y-st  ^  r,  =B,  e-"'+''y-",         f ^  —  C^  e-"'+"->-^','-' 

(  3  )  l'  =  A'  e'''*+'^.>-^',  r,'=B'  e"'^-^''y-" ,  Ç'  =  C  e"'-'+"y--'' ^ 

u,  V,  ii\  s,  A  ,  B,,  C  ,  A,  B,  C,  A',  B',  C  désignant  des  constantes  qui 
pourront  être  imaginaires.  Si  les  trois  rayons,  comme  nous  le  sup- 
poserons dans  ce  paragraphe,  se  propagent  sans  s'afl'aiblir,  on  aura 
nécessairement 


(4) 


1   «  =  u  v/ —  • ,  p  =  V  v/—  I ,  .9  =:  s  y/—  I , 

U,  V,  S,  u'  désignant  des  constantes  réelles.  On  pourra  même  supposer 
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toutes  ces  constantes  réelles,  positives.  En  effet,  chaque  déplacement 
symbolique  pouvant  être  l'une  quelconque  de  deux  expressions  ima- 
ginaires conjuguées,  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  le  signe 
de  sj—  I,  on  pourra  toujours  admettre  que,  dans  l'exponentielle 
népérienne  à  laquelle  chaque  déplacement  symbolique  est  propor- 
tionnel, le  coefficient  de  t\J—i,  représenté  par  la  quantité  s,  est 
positif.  De  plus,  pour  que  le  coefficient  v  de  j  soit  positif,  ainsi  que  s, 
il  suffira  de  choisir  convenablement  le  demi-axe  suivant  lequel  se 
compteront  les  j  positives.  Enfin,  le  rayon  incident  qui  passera  par 
l'origine  des  coordonnées  étant  perpendiculaire  au  plan  invariable 
représenté  par  l'équation 

MX  +  V/  =:  O, 

on  aura  pour  ce  rayon 


f  ^Z, 


et  par  suite  les  nœuds  de  ce  rayon,  qui  correspondront  à  des  valeurs 
constantes  de  l'argument 

r-  -h  V- 
y}x  +  \y  —  s  ^  = X  —  s  /, 

se  déplaceront  dans  l'espace  avec  une  vitesse  dont  la  projection  algé- 
brique sur  l'axe  des  a?  sera  le  rapport  entre  des  accroissements  Ao-, 
A^  de  X  et  de  t,  choisis  de  manière  que  l'accroissement  de  l'argument 
s'évanouisse.  Cette  projection  algébrique,  déterminée  par  la  formule 

L"  -^  v^  .  . 

— \x  —  sA<  =  o, 

i: 

sera  donc 

Aj:  s 

=:  U 


A^  1-+V»' 

et  pour  qu'elle  soit  positive,  ou,  en  d'autres  termes,  pour  que  les 
ondes  planes  incidentes  se  meuvent  dans  le  sens  des  x  positives, 
comme  elles  devront  le  faire  en  approchant  de  la  surface  de  sépa- 
ration des  deux  milieux,  il  sera  nécessaire  que  le  coefficient  u  soit 
positif.  Pour  la  même  raison,  le  coefficient  u'  devra  encore  être  positif, 
les  ondes  réfractées  devant  évidemment  s'éloigner  de  la  surface  de 

OEuures  de  C  — s.  W^i.W.  36 
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séparation  des  deux  milieux,  en  se  mouvant  elles-mêmes  dans  le  sens 
des  X  positives. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  les  mouvements  simples  pro- 
pagés dans  les  deux  milieux  sont  du  nombre  de  ceux  dans  lesquels  la 
densité  reste  invariable,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  le  cas  où, 
dans  les  rayons  incident,  réfléchi,  réfracté,  les  vibrations  des  molé- 
cules sont  transversales.  Alors  les  coefficients 

A,     H,     A,,     B,,     A'.     IJ 

se  trouveront  liés  entre  eux,  et  avec  les  constantes  imaginaires 

a,     ç,     u', 
par  les  formules 

(5)  A«  +  Br  =:o. 

((3)  —  A,// +B/'=:o,         A'w'+B'c-o. 

Soient  maintenant 


(7)  k  =  v/l'--+- V-,         k'=y/u'^^v-; 
et  faisons,  pour  abréger, 

(8)  k  =  k\/^^i,         k'=k'\/^^i. 
On  aura  non  seulement 

(9)  k'-~u'-+i'\  A'2=:«'2^('% 

mais  encore,  en  supposant  les  équations  des  mouvements  infiniment 
petits  des  deux  milieux  réduites  à  des  équations  homogènes,  et  dési- 
gnant par  i,  i'  deux  constantes  qui  dépendront  de  la  nature  de  ces 
milieux. 


s- 


;2 


Or,  après  avoir  déterminé  k',  à  l'aide  de  la  seconde  des  deux  for- 
mules (lo),  on  déduira  facilement  de  la  seconde  des  équations  (7)  la 
valeur  de 


(11)  u'— y/k'-— V-. 

Si  d'ailleurs  il  existe  un  rayon  réfléchi  et  un  rayon  réfracté,  quels 
que  soient  la  direction  et  le  mode  de  polarisation   du  rayon  incident; 
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alors,  en  vertu  des  principes  développés  dans  un  précédent-Mémoire 
(voîr\A  page  224),  on  pourra,  des  valeurs  de 

u,     V,     s,     A,     B,     C 

supposées  connues,  déduire  les  valeurs  de 

A,,     B,,     C,,     A',     B',     C 

à  l'aide  des  formnles  (6),  jointes  aux  formules  (4),  (11)  et  aux  sui- 
vantes : 

C,        u  —  a'  (]'  :>.  u 

(12)  '-  - 


C        II  +  «'  c        11-+-  u' 


('3)        (  .  /  ,. 


A, 


A'  \        vv) 


(('2  +  nu')     I :  ]  -+-  (a'  —  i/)v-  { 1 T 

les  valeurs  de  X),  o'  étant  données  par  les  équations 

i 

(.4)       -^•>=fv^-^.y.'    "'=fv^  ^"' ' 


1  +  l'y  ■  \        I  H-  r 

dans  lesquelles   v),  xd'  désignent  encore  deux  constantes  réelles  qui 
dépendent  de  la  nature  du  premier  et  du  second  milieu. 

Si  dans  les  formules  (12)  et  (i3),  on  substitue  aux  constantes  ima- 
ginaires 

a,     c,     A",     a' 

leurs  valeurs  tirées  des  équations  (4)  et  (8),  on  aura  simplement 

C,        ij  —  u'  (7  21: 


(i5) 


C  L  -h  u'  (]  U  -H  l' 

V-     \  .     ,  .     .,  /   I  I 


A,       (^'-™''     '^Hw)-^<^'+^)'"U^-"w)^-'  „_. 


A'  \        i')V)' 


'        (>•'  +  -')(. -^)+(^'-^-)v=(^  +  ^)v'^" 
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La  constante  s,  comprise  dans  les  formules  (4)  et  (lo),  est,  comme 
on  sait,  liée  à  la  durée  T  des  vibrations  moléculaires  par  la  formule 


,„ 2  t:  _ 


et  l'on  a  pareillement 


277 


27: 


1,  r  désignant  les  longueurs  d'ondulation  ou  les  plus  courtes  distances 
entre  deux  nœuds  de  même  espèce  :  i"  dans  le  rayon  incident  ou  ré- 
fléchi; 2"  dans  le  rayon  réfracté.  Si  d'ailleurs  on  nomme 

les  vitesses  de  propagation  des  nœuds  ou  des  ondes  planes  dans  le 
premier  et  le  second  milieu,  on  aura 


12 


9J—  —  =  -, 
k'       T' 


et,  par  suite, 


k       T 


Enfin,  si  l'on  nomme  t,  t'  les  angles  d'incidence  et  de  réfraction, 
c'est-à-dire  les  angles  aigus  formés  par  les  directions  des  rayons  inci- 
dent et  réfracté  avec  la  normale  à  la  surface  de  séparation  des  deux 
milieux,  on  aura 


(^7) 


^  i  =  k  cosT,  V  r^rksinr, 

(  u'=:k'cosT',         y'— V  =  k'sinr', 


puis  on  en  conclura 


ul:'  —  V^  =  kk'  cos (T  4-  t'  ) ,  ul'  +  y-''  —  kk'  cos (t  -  t' ), 

(l-'+i;)v  — .  kk'  sin(T-+-r'),         (i'— l)  v  =  kk'  siii(T  — t'), 


et  par  suite,  en  posant  pour  abréger 


(i8) 


G  = 


(i  -f- 1')  sin-T_ 


L  (l-l-l')Slll'T'J 
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on  tirera  des  formules  (iT)),  (i6),  jointes  aux  équations  (i4)» 

C^_sin(T'— T)  C/  _  2  siriT^  cosr 

^'^^  ^ÏÏ  ~  siii(T'^T)'         TI"  sin(T'-^T)  ' 

A,  _  —  (  I  +  ggQ  cos (  r  +  t'  )  H-  (  g  +  g'  )  sin  ( T  +  T^  )  y'^^  C, 

,  A  ~       (i  +  CG')cos(T  +  T')  +  (5-HG')sin(T  — t')v/^^  ^ 
(20)      { 

A '  _  j< i  +  es' c;  ^ 

Soient  maintenant 

les  déplacements  d'une  molécule  mesurés  dans  les  rayons  incident, 
réfléchi  et  réfracté,  parallèlement  au  plan  d'incidence,  et 

les  déplacements  symboliques  correspondants,  chacun  des  dépla- 
cements effectifs  «,  «^,  «'  étant  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  molé- 
cule déplacée  est  transportée  du  côté  des  x  positives  ou  du  côté  des  x 
négatives.  Comme  les  déplacements 

lorsqu'ils  seront  positifs,  auront  pour  projections  algébriques  sur  l'axe 
des  X 

l      In      Ç', 

on  aura  nécessairement 

^  =  8sinT,         Ë/  =  8^sinT,         ^'r=«'sinT', 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


et,  par  suite, 


^  =  h     ^'=^"      '^'=h'^ 


«=-£,  «=-£  )i'=—i'. 

V  -'  >        V  ■'  V   ■ 


On  pourra  donc  prendre 


— k-  -  k-  -, k  j.,^ 
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de  sorte  qu'en  posant,  pour  abréger, 

(^0  H^'^A,         Il^r^^A,      H==i^V. 

\  V  V 

on  tirera  des  équations  (i),  (2),  (3) 

(23)  8  —  H^e-"'-*-"/-",         :  —  r  e-"-'+"r-*' 

(  24  )  «'  —  H'  e"'-'-+"r-.«'^  w  —  (y  ç«'..  +  ..v-.ç/^ 

Si,  maintenant,  on  nomme 

11,     c,     h,,     c,,     h',     c' 

les  modules  des  expressions  imaginaires 

H,     C,     H„     C,     II',     C, 

et  si  l'on  pose  en  conséquence 

a,  V,  ^(7.^,  v^,  a',  v'  désignant  des  arcs  réels,  les  formules  (22),  (23),  (24) 
donneront 

(26)  H=hcos(      va^  +  yy-st^ix),         C  =  c  cos(      u,r  +  vj  -  s^  +  v  ), 

(27)  «,:^h,COS(— UX  +  V/-sr-f-/^J,  C;  =  C,C0S(-U^  +  V7~S^-+-V,), 

(28)  8'  =  h'cos(     u'^  +  vr  — s^  +  rjL'),         r'r=c'cos(     L-'^  +  V7-S?  +  v'). 

Le  système  des  formules  (2G)  représente  le  rayon  incident;  «et; 
désignant,  dans  ce  rayon,  les  déplacements  d'une  molécule  mesurés 
parallèlement  au  plan  d'incidence  et  perpendiculairement  à  ce  plan. 
Si  l'un  de  ces  déplacements  venait  à  s'évanouir,  le  rayon  incident 
deviendrait  un  rayon  plan  renfermé  dans  le  plan  d'incidence,  ou 
polarisé  suivant  ce  même  plan,  et  qui  pourrait  être  représenté,  dans  le 
premier  cas,  par  la  seule  formule 

(^9)  8z=  h  cos(uj:'  + vj  — s<  +  ,u), 
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dans  le  second  cas,  parla  seule  formule 

(3o)  Ç  =  ccos(u^  4- vj  —  s^-f-v). 

Comme  le  rayon  représenté  par  le  système  des  formules  (26)  offre 
tout  à  la  fois  les  deux  espèces  de  déplacements  moléculaires,  ob- 
servés dans  les  rayons  plans  que  représentent  les  formules  (29)  et  (3o) 
prises  chacune  à  part,  on  peut  dire  que  le  premier  rayon  résulte  de  la 
superposition  des  deux  autres.  Chacun  des  rayons  réfléchi  et  réfracté 
peut,  d'ailleurs,  aussi  bien  que  le  rayon  incident,  être  considéré  comme 
résultant  de  la  superposition  de  deux  rayons  plans  ;  l'un  de  ces  derniers 
étant  renfermé  dans  le  plan  d'incidence,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
polarisé  perpendiculairement  à  ce  plan,  et  l'autre  étant,  au  contraire, 
polarisé  suivant  ce  même  plan.  Cela  posé,  après  la  réflexion  ou  la 
réfraction,  le  rayon  plan,  renfermé  dans  le  plan  d'incidence,  sera 
représenté  par  la  première  des  formules  (27)  ou  (28),  et  le  rayon 
polarisé  suivant  le  plan  d'incidence  par  la  seconde. 

Observons  encore  que,  dans  les  formules  (26),  (27),  (28),  Icsdemi- 
amplitudes  des  vibrations  et  \q^  paramètres  angulaires  se  trouvent  repré- 
sentés par 

h,     h^     11'         el         /JL,     [j-i.     fj.' 

pour  les  rayons  renfermés  dans  le  plan  d'incidence,  et  par 

c,     Cp     c'         et        V,     v^,     v' 

pour  les  rayons  polarisés  suivant  le  même  plan. 

Au  point  où  le  rayon  incident  rencontre  la  surface  réfléchissante, 
on  a 

X  r=:  O, 

ce  qui  réduit  les  formules  (22),  (2'3),  (24)  aux  suivantes  : 

(3i)  «  —  H  e^y-",  C  =  C.  e".>-^', 

(32)  H,=:R,e^y-^',         l=C^e^r-^', 

(33)  W=U'e"y-^',         l'=Ce''y-^', 
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et  les  formules  (26),  (  27),  (28)  aux  suivantes  : 

(34)  «  =  h  cos(v/  — sf  +  ]ji),  I  =  c  cos(v/  — s^  +  v), 

(35)  «^r=h,  cos(v7  — s^4-^t/),         r^=  c,cos(vj  —  s/ +  v^), 

(36)  H'=h'  cos{yy  —  st  ■+-  fx'),         C'=  c' cos(vj— s^  +  v'). 

Il  suit  des  formules  (3i),  (32),  (33)  que  la  réflexion  ou  la  réfrac- 
tion d'un  rayon  simple  renfermé  dans  le  plan  d'incidence,  ou  polarisé 
suivant  ce  plan,  fait  varier  dans  ce  rayon  le  déplacement  symbo- 
lique 

«         ou         Ç, 

dans  un  rapport  constant.  Ce  rapport,  qui  sera  d'ailleurs  imaginaire, 
est  ce  que  nous  nommerons  le  coefficient  de  réflexion  ou  de  réfraction. 
Si  on  le  désigne  par 

I        ou        i' 

pour  le  rayon  plan  renfermé  dans  le  plan  d'incidence,  et  par 

J        ou       .1' 

pour  le  rayon  polarisé  suivant  ce  plan,  on  aura 


H  ~  A'  H  ~  kA  ' 

et  par  suite,  eu  égard  aux  formules  (19),  (20), 
(38)  j^^iili:^!),  j,^2sinT'co.sT 


(39) 


Sin(T'-r-T)  SiM(T'4-T) 

7  _  —  (i  -f-  gg')  cos(t-h  t')  h-  (S  +  S^)  sin(-rH-  't:')\I—  1  j 
(i  -h  5G')  cos(t  —  t')  +  (S  -4-  G')  sin(T  -i-r')  y/—  1 

j/  ^ '  +  ^-^' ^^  J, 

(i-t-  5G')cos(T  — t')  +(G  +  G')sin(T  — t')  y/— I  ' 


les  valeurs  de  5,  5'  étant  toujours  données  par  les  équations  (') 


(,8)  Gr.:-      ,-^ -— —  ,  G'=      I- 


(1  ^  f)siir''Ty  \         (I -+- f  jsin^'T', 

(1)  H  est  bon  d'expliquer  comment  il  arrive  que  les  valeurs  de  W,  î')'  ou  de  G,  g', 
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Il  suitdes  formules  (34),  (35),  (36)  que  la  réflexion  ou  la  réfraction 

d'un  rayon  simple,  renfermé  clans  le  plan  d'incidence    ou  polarisé 

suivant  ce  plan,  fait  varier,  dans  ce  rayon,  l'amplitude  des  vibrations 

moléculaires  dans  un  certain  rapport  donné,  et  ajoute  en  môme  temps 

au  paramètre  angulaire  un  certain  angle.  Ce  rapport  et  cet  angle  sont 

ce  que  nous  nommerons  le  module  et  l'argument  de  réflexion  ou  de 

réfraction.  Si  l'on  désigne  le  module  et  l'argument  de  réflexion  ou  de 

réfraction  par 

I     et     /        ou  par         I'     et     i' 

pour  le  rayon  renfermé  dans  le  plan  d'incidence,  et  par 
J     et    y         ou  par        J'     et    /' 

fournies  par  les  équations  (i4)  ou  (i8),  sont  affectées  de  signes  contraires,  les  valeurs 
de  19',  S'  étant  positives  et  celles  de  l'),  S  négatives.  En  voici  la  raison. 

En  vertu  des  principes  établis  dans  le  Mémoire  qui  a  pour  titre  Méthode  générale 
propre  à  fournir  les  éqnatio/is  de  condition  relatives  aux  limites  des  corps  {^)^  on  doit, 
dans  la  formule  (27;  de  la  page  igo,  supposer  la  valeur  de  t)  positive  et  déterminée  par 
l'équation  (^6)  [ibidem}^  lorsque  l'on  considère  un  système  de  molécules  situé,  par  rapport 
au  plan  des  j,  z,  du  côté  des,r  positives.  Dire  alors  qu'on  doit  avoir 

l')  >  0 

c'est  dire,  en  d'autres  termes,  que  l'exponentielle 

doit  devenir  sensiblement  nulle,  dans  ce  système,  à  de  grandes  dislances  du  plan  desj,  z\ 
et  celle  dernière  condition  est  effectivement  lune  de  celles  que,  suivant  la  théorie  déve- 
loppée dans  le  Mémoire,  il  importe  de  vérifier.  Mais,  pour  que  la  même  exponentielle 

devienne  sensiblement  nulle,  à  de  grandes  distances  du  plan  des  j,  3,  dans  un  svstème 
de  molécules  situé  du  côté  des  x  négatives,  il  faudra  au  contraire  qu'on  ait 

O  <  G. 

Cela  posé,  en  considérant  deux  milieux  au  lieu  d'un. seul,  et  posant  d'ailleurs  \v  =  o,  on 
doit  évidemment  à  l'équation  ('26)  de  la  page  190  substituer  les  formules  (14  ).  Par  la 
même  raison  on  devra,  dans  la  formule  (1 5)  de  la  page  21 3,  remplacer  X)  par  —  l). 

(')  Œuvres  de  Cauc/ir,  i"'  série,  t.  IV,  Extraits  33,  34,  35, 

OEuires  de  C.  —  S.  II,  t.  XI.  87 
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pour  le  rayon  polarisé  suivant  ce  même  plan,  les  constantes  positives 

h  h'  c  c' 

h  h  C  c 

seront,  en  vertu  des  formules  (37),  les  modules  des  expressions  ima- 
ginaires 

î,    r,    j,    j', 

tandis  que  les  arcs  réels 

(40  i=ix,—  ij.,         i'—ix'—ix,        j  —  ^j^  —  ^j,        J'  —  v'—v 

représenteront  les  arguments  de  ces  mêmes  expressions.  On  aura 
donc 

(42)  _  _  _  ^ 

(  I  =  Ie'V-',  l'  =  I'e'V^. 

Ces  dernières  formules,  jointes  aux  équations  (38)  et  (39),  suffiront 
pour  déterminer  complètement  les  valeurs  des  modules  et  des  argu- 
ments de  réflexion  et  de  réfraction. 

Si  l'on  compte  à  partir  du  plan  d'incidence  l'azimut  du  rayon 
incident,  ou  réfléchi,  ou  réfracté,  la  tangente  de  cet  azimut  sera  le 
rapport  entre  les  amplitudes  de  vibration  mesurées  dans  les  deux 
rayons  composants  et  polarisés,  l'un  suivant  le  plan  d'incidence, 
l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan,  tandis  que  l'anomalie  sera  la 
diflercnce  entre  les  paramètres  angulaires  de  ces  mêmes  rayons  com- 
posants. Donc  alors,  dans  le  rayon  incident,  ou  réfléchi,  ou  réi-racté, 
la  tangente  de  l'azimut  se  trouvera  représentée,  en  vertu  des  notations 
ci-dessus  admises,  par  le  rapport 

T        ^"        h        ^"        7?' 
et  l'anomalie  par  la  différence 

V  —  IX,         on         ''■',  —  H-r         ou         v'— p.'. 

Cela  posé,  la  tangente  de  l'azimut  et  l'anomalie,  mesurées  dans  le  rayon 
réfléchi  ou  réfracté,  se  déduiront  aisément  de  la  tangente  de  l'azimut 
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et  de  l'anomalie  mesurées  dans  le  rayon  incident.  On  tirera  en  efï'et 
des  formules  (4o)  et  (4i) 

et 

On  doit  surtout  remarquer  le  cas  où  l'anomalie  du  rayon  incident  se 
réduit  à  zéro,  et  la  tangente  de  son  azimut  à  l'unité,  en  sorte  que  ce 
rayon  soit  non  seulement  doué  de  la  polarisation  rectiligne,  mais  de 
plus  renfermé  dans  un  plan  qui  forme  avec  le  plan  d'incidence  un 
angle  égal  à  la  moitié  d'un  angle  droit.  Nous  appellerons  anomalie  et 
azimut  de  réflexion  ou  de  réfraction  ce  que  deviennent,  dans  ce  cas 
particulier,  l'anomalie  et  l'azimut  du  rayon  réfléchi  ou  réfracté.  Si  l'on 
désigne  par 

les  azimuts  et  par 

0,      ô' 

les  anomalies  de  réflexion  et  de  réfraction;  alors,  en  posant  dans  les 
formules  (43)  et  (44) 

G 

-— r,  v-^=ro. 

on  en  tirera 

\  tangîn=    ,         tangro'=  jy; 

(4o)  *  • 

et,  en  vertu  de  ces  dernières,  on  réduira  les  équations  (43),  (44)  à  la 

forme 

\       r-^  =  ï-tangcT,  T-7  =  7-tangGT, 

(46)  '       liy       h       ^    '  h'       h       * 

f    V^  —  jj.^  —  V  —  fJL  4-  (5,  v'  —  ]LX'  —  V  —  y.  +  (5'. 

Observons  encore  qu'en  vertu  des  formules  (4-)  (^t  (4^)  on  aura 

j  j'  ,  

(^7)  y  =tangcTe'V-i,  y- =  langGj'e'''V->; 
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et  que,  pour  déterminer  à  l'aide  des  formules  (47)  les  valeurs  de 

GT,      m',      ô,      ô', 

il  suffira  d'y  substituer  les  valeurs  des  rapports 

1      jL 
î  '      î'  ' 

tirées  des  équations  (39). 

Avant  de  terminer  ce  paragraphe,  nous  ferons  une  remarque  impor- 
tante. Nous  avons  déjà  observé  que  chacun  des  rayons  incident, 
réfléchi,  réfracté  peut  être  censé  résulter  de  la  superposition  de  deux 
rayons  polarisés  rectilignement,  dont  l'un  est  renfermé  dans  le  plan 
d'incidence,  et  l'autre  dans  un  second  plan  perpendiculaire  au 
premier.  Or,  parmi  les  formules  (3i),  (32),  (33)  ou  (34),  (35),  (36), 
ainsi  que  parmi  les  formules  (37),  (38),  (39),  (4o),  (40'  (4^),  les 
unes  se  rapportent  exclusivement  aux  rayons  composants  renfermés 
dans  le  premier  plan,  c'est-à-dire  dans  le  plan  d'incidence,  les  autres 
aux  rayons  composants  renfermés  dans  le  second  plan.  Il  y  a  plus  : 
les  amplitudes  de  vibration  et  les  paramètres  angulaires  des  rayons 
renfermés  dans  l'un  de  ces  plans,  entrent  uniquement  dans  les  for- 
mules relatives  à  ces  rayons.  Donc  les  modifications  qu'éprouvent,  en 
vertu  de  la  réflexion  ou  de  la  réfraction,  les  rayons  renfermés  dans 
l'un  des  plans  dont  il  s'agit,  sont  entièrement  indépendantes  des  modi- 
fications qu'éprouvent  les  rayons  renfermés  dans  l'autre,  et  de  la 
nature  de  ces  derniers  rayons.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

TuKORKMK.  —  Supposons  qu'un  mouvement  simple  el  par  ondes  planes 
rencontre  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  isotropes^  et  consi- 
dérons le  rayon  incident,  dont  l'axe  aboutit  à  un  point  donné  de  la  sur- 
face, comme  résultant  de  la  superposition  de  deux  rayons  plans,  l'un 
renfermé  dans  le  plan  d'incidence,  l'autre  polaHsé  suivant  ce  même  plan. 
Ces  deux  derniers  rayons  se  trouveront  réfléchis  et  réfractés  indépen- 
damment l'un  de  l'autre. 
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Nous  observerons  encore  qu'en  vertu  des  équations  (  38),  (39)  et  (42), 
jointes  aux  formules  (18),  les  quantités 

1     et    <",         J     et    y, 
ou 

r     et    /',        J'     et    /, 

c  est-à-dire  les  modules  et  les  arguments  de  réflexion  ou  de  réfraction^ 
relatifs  à  chacun  des  rayons  composants^  dépendent  uniquement  de 
l'angle  d' incidence  t,  de  l'angle  de  réfraction  z'  et  des  deux  constantes 

f,    r. 

Ces  dernières  constantes  dépendent  elles-mêmes^  ainsi  que  les  constantes 

k,     k', 

comprises  dans  les  formules  (i^j  ),  de  la  nature  des  deux  milieux  que  l'on 
considère.  Comme  on  a,  d'ailleurs^  en  vertu  des  formules  (^i']), 

k  siiirn:  k'  sinr', 
et  par  suite 

siiiT        k' 


(48; 


sinr'        k  ' 


l'angle  de  réfraction  sera  complètement  déterminé  quand  on  connaîtra 
C  angle  d  incidence  et  le  rapport  constant 

k'_  1 

k-r' 

qui  s  appelle^  comme  on  sait,  l'indice  de  réfraction.  Donc,  en  définitive, 
les  modules  et  les  arguments  de  réflexion  ou  de  réfraction ,  et  par  suite 
les  amplitudes  ainsi  que  les  paramétres  angulaires  des  rayons  réfléchis  ou 
réfractés,  pourront  être  considérés  comme  dépendant  uniquement  de 
l'angle  d'incidence  et  des  valeurs  que  prendront  les  trois  constantes 

Les  formules  établies  dans  ce  paragraphe  comprennent,  comme  cas 
particulier,  celles  que  Fresnel  a  données  pour  représenter  les  lois  de 
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la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière  à  la  première  et  à  la 
seconde  surface  des  corps  transparents,  lorsqu'il  existe  un  angle  d'in- 
cidence pour  lequel  un  rayon  simple  est  toujours  après  la  réflexion 
complètement  polarisé  dans  le  plan  d'incidence.  Elles  montrent  aussi 
les  modifications  que  doivent  subir  ces  mêmes  lois,  dans  la  supposition 
contraire.  C'est  là  en  eff"et  ce  .qui  résulte  des  considérations  qui 
seront  développées  dans  les  paragraphes  suivants  et  dans  d'autres 
Mémoires. 


§  III.   —  Sur  les  deux  espèces  de  momeinents  simples 
qui^  dans  un  milieu  isotrope,  peuvent  se  propager  sans  s'affaiblir 


Avant  de  développer  les  conséquences  des  principes  établis  dans  le 
paragraphe  précédent,  il  sera  bon  d'examiner  de  nouveau  la  nature 
des  mouvements  simples  qui,  dans  un  système  de  points  matériels 
homogène  et  isotrope,  peuvent  se  propager  sans  s'aflaiblir. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  un  autre  ^Mémoire,  si  l'on  nomme 

les  déplacements  d'une  molécule  mesurés,  au  point  {oo,  y,  z),  paral- 
lèlement aux  axes  coordonnés  et  rectangulaires  des  x,  y  et  z,  les 
équations  des  mouvements  infiniment  petits  d'un  milieu  homogène  et 
isotrope  seront  de  la  forme 

(.)     (DJ  -  E)l  =  V\)^j,        {Df  -E)-n  =  Fi)^v,        (  I);  -  E)C  :=  FI),-., 

E,  F  désignant  deux  fonctions  entières  du  trinôme 

Di+I);  +  D|, 

et  u  la  dilatation  du  volume,  déterminée  au  point  (x,  y,  z)  par  la 
formule 

(2)  U  =  Dx^  +  Dy-^  -H  !>;;?• 
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En  d'autres  termes,  on  aura 

/  (D|-E)H  :=FD^(D^^  +  D,yi  +  D,C), 

(3)  (D;^-E)-o=FD,.(D,^-f-D,-rn-D,C), 

Soit  d'ailleurs  «  le  déplacement  d'une  molécule  mesuré  parallèlement 
à  un  axe  fixe  quelconque.  On  tirera  des  équations  (i)  et  (2),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  des  formules  (3),  non  seulement 

(4)  [])?-E-(Dl-i-D?.+  D?)F].=o,       ■ 
mais  encore 

(5)  (D;-E)[I),^-E-(DS4-D,^.+  D?)F]«  =  o. 

Soient  maintenant 

les  déplacements  symboliques  d'une  molécule.  Ces  déplacements 
symboliques,  dont  les  déplacements  elFectiCs 

représenteront  les  parties  réelles,  seront  déterminés,  dans  un  mou- 
vement simple  (?Wr  les  pages  179  et  180),  par  des  équations  de  la 
forme 

les  constantes  réelles  ou  imas^inaires 

it,     V,     w,     5,     A,     li,     C 

étant  assujetties  à  vérifier  l'un  des  deux  systèmes  d'équations 

(7)  S-:=  C^  «A  +  rB  +  tV'(^  =  o, 

(8)  s^-=C-^.iA\  ^:=^1^_^-1, 

a        i'        H' 

dans  lesquels  on  représente  par  k"^  la  somme  u-  -\-  r'-  4-  v-,  et  par 
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ce  que  deviennent 

E,     F 

quand  on  y  substitue  à  D^,  D,,  D.  les  lettres  m,  v,  w,  par  conséquent  à 

Di  H-  D^  +  Dl 

la  somme 

(9)  ir--^v''+w^=k-. 

Lorsque  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  du  système 
de  molécules  deviennent  homogènes,  E  devient  proportionnel 
à  DJ  +  ]);.  -h  D^,  et  F  se  réduit  à  une  quantité  constante.  On  peut  donc 
alors  supposer 

(10)  E  =  t(D^+D,2.  +  l)!),         F  =  tf, 

1,  f  désignant  deux  constantes  réelles;  et  par  suite  les  formules  (3), 
(4),  (5)  se  réduisent  à  celles-ci  : 

(M)  [D;-t(Di-4-D|+DMn=ztfl),u, 

(12)  [Df-tC-+-0(in+ 1)^-4- i):)]^=-o; 

(i3)        [D? -t(I)i +1)^+1).-)]  [!>'-'(! +  0(I>^+ 1)5  + '>c)]«  =  o- 

Alors  aussi,  les  formules  (10)  entraînent  les  suivantes  : 

(i4)  c  =  a-,      ^  =  tf, 

r' 

la  première  des  équations  (7)  se  réduit  à 
(i5)  5-=tA■^ 

et  la  première  des  équations  (8)  à 

(16)  5^z=:(n-f)Â-2. 

Considérons  maintenant  un  mouvement  simple  qui,  dans  un  sys- 
tème homogène  de  molécules,  se  propage  sans  s'all'aiblir.  Alors,  dans 
les  équations  (6),  (7),  (8),  les  constantes  imaginaires 

a,      V,      w,     s 
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devront  perdre  leurs  parties  réelles,  de  manière  à  se  présenter  sous  les 
formes 

(17)  M  =  uv/— I,  ç  z=z\  \/—  i,  w=z\\\^'—i,         s  =  ss/—  i  , 

u,  V,  \v,  s  désignant  des  quantités  réelles;  et  l'éqnation  du  second 
plan  invariable,  c'est-à-dire  du  plan  mené  par  l'origine  parallèlement 
aux  plans  des  ondes,  sera 

(18)  n,27  _)_  vj  _)_  ^v^  =  o. 

Or,  comme,  en  joignant  les  formules  (6)  et  (17)  à  la  seconde  des 
équations  (7),  ou  à  la  seconde  des  équations  (8),  on  en  tire  dans  le 
premier  cas 

u|h-  \n  ■+■  wÇ  =  0, 


par  conséquent 

(■9) 

u  ^  H-  \'  ■/!  +  w  C  : 

et  dans  le  second  cas 

Il           V           \V 

par  conséquent 

(20) 

i  _  "^  _  ^ 

II          V         w 

il  résulte  des  formules  (19)  et  (20),  comparées  à  l'équation  (18),  que 
les  vibrations  moléculaires,  représentées  symboliquement  par  les 
équations  (G),  sont,  dans  le  premier  cas,  parallèles  aux  plans  des 
ondes,  ou  transversales  par  rapport  aux  rayons  simples,  et  dans  le 
second  cas  perpendiculaires  aux  plans  de  ces  ondes,  o\i  longitudinales, 
c'est-à-dire  dirigées  dans  le  sens  des  rayons.  Si  d'ailleurs  on  prend 


(21) 

k=z  \/u2-H  V--+-  w% 

et  de  plus 

(22) 

27: 
*-  k  ' 

s 

s 
'  k  ~ 

1 
T' 

1  représentera  la  longueur  d'une  ondulation,  T  la  durée  d'une  vibration 
moléculaire,  (2  la  vitesse  de   propagation  d'une  onde  plane;  et  l'on 

OEmres  ric  C.   —  S.  II,  t.  XI.  38 
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pourra  supposer,  daus  la  formule  (9), 

(23)  k  =  k\J^^. 

Cela  posé,  la  première  des  formules  (7)  ou  (8)  établira  généralement 
une  relation  entre  s  et  k  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  1  et  T, 
c'est-k-dire  entre  la  longueur  d'ondulation  et  la  durée  des  vibrations 
moléculaires.  Cette  relation  est  précisément  celle  qui,  dans  la  théorie 
de  la  lumière,  fournit  l'explication  et  les  lois  du  phénomène  de  la  dis- 
persion (voir  le  Mémoire  Sur  la  Dispersion  dans  les  Nouveaux  Exercices 
de  Mathématiques^ 

Dans  le  cas  particulier  où  les  équations  des  mouvements  infiniment 
petits  deviennent  homogènes,  la  première  des  équations  (7)  ou  (8) 
se  trouve  remplacée  par  la  formule  (i5)  ou  (i()),  de  laquelle  on  tire, 
eu  égard  aux  équations  (17),  (21),  (22), 

ou 

sî=t(i  -f  f)k%         i2-=t(i^f). 

Donc  alors  la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  transversales  se 
réduit  ii 

(2^)  ''^'^\'~'- 

et  la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  longitudinales  ii 


(5«5)  i2  =  v/i('  + 1')- 

Ces  deux  vitesses  étant  alors  indépendantes  de  la  durée  des  vibrations 
moléculaires  et  de  la  longueur  d'ondulation,  cette  longueur  et  cette 
durée  sont  proportionnelles  l'une  à  l'autre,  en  vertu  de  la  formule 

l-o 
ï 

et  le  phénomène  de  la  dispersion  n'a  plus  lieu.  Alors  aussi  le  rapport 
entre  la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  longitudinales  et  la 
vitesse  de  propagation  des  vibrations  transversales  sera,  en  vertu  des 
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formules  (24)  et  (2,1),  la  racine  carrée  de 

i  +  f. 

Donc  ce  rapport  deviendra  nul  ou  infini,  avec  la  vitesse  de  propagation 
des  ondes  longitudinales,  si  l'on  suppose 

(26)  frzz—l 

OU 

(27)  fz=-. 

O 

Dans  la  première  supposition,  les  formules  (11),  (12),  (i3)  don- 
neraient 

(2S)  )   i\)f  ^  ,(i)i^j)2^  \)i)yri  +  il)  y-j  =r  o, 

(29)  Df-j  =  o, 

(30)  [|);_,(j)2  +  D^+l)^)JD/H^o. 

Ajoutons  que  les  vibrations  transversales  disparaitraient,  au  moins  à 
de  grandes  distances  des  centres  d'ébranlement,  si  la  constante  i 
devenait  négative,  et  lesvibrations  longitudinales,  si  le  produit  t(i  -h  f) 
devenait  jiégalif. 


§  IV.   —  Des  milieux-  dont  les  surfaces  de  séparation  polarisent, 
suivant  le  plan  d'incidence^  les  rayons  réfléchis  sous  un  certain  angle. 

Considérons,  comme  dans  le  second  paragraphe,  deux  systèmes  de 
molécules  homogènes  et  isotropes,  séparés  par  une  surface  plane  que 
nous  prendrons  pour  plan  des  v,  ::.  Concevons  encore  qu'un  mou- 
vement simple,  mais  sans  changement  de  densité,  se  propage  dans  le 
premier  milieu  situé  du  côté  des  x  négatives,  et  qu'à  l'instant  où  ce 
mouvement  atteint  la  surface  de  séparation,  il  donne  généralement 
naissance  à  un  seul  mouvement  simple  réfléchi,  et  à  un  seul  mouve- 
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ment  simple  réfracté.  Enfin,  prenons  pour  axe  des  z-  une  droite  parallèle 
aux  traces  des  plans  des  ondes  sur  la  surface  réfléchissante;  nommons 
T  l'angle  d'incidence,  t' l'angle  de  réfraction;  et  regardons  le  ravon 
incident  comme  résultant  de  la  superposition  de  deux  rayons  polarisés 
rectilignement,  l'un  suivant  le  plan  d'incidence,  l'autre  perpendicu- 
lairement à  ce  plan.  Ces  deux  derniers  rayons  se  trouveront  réfléchis 
et  réfractés  indépendamment  l'un  de  l'autre.  Si  l'on  considère  en 
particulier  celui  des  rayons  composants  qui  se  trouve  polarisé  suivant 
le  pian  d'incidence,  ou,  en  d'autres  termes,  le  rayon  dans  lequel  les 
vibrations  des  molécules  sont  parallèles  à  la  surface  réfléchissante; 
si  d'ailleurs,  pour  ce  rayon.  Ton  nomme 

.1  ou  J' 

le  module  de  réflexion  ou  de  réfraction,  c'est-à-dire  le  rapport  suivant 
lequel  la  réflexion  ou  la  réfraction  fait  varier  l'amplitude  des  vibrations 
moléculaires,  et 

r argument  de  réflexion  ou  de  réfraction,  c'est-à-dire  l'angle  que  la 

réflexion  ou  la  réfraction  ajoute  au  paramètre  angulaire  ;  les  valeurs 

des  quantités 

J    et    y        ou        J'    ei    j' 

se  déduiront  de  l'équation 

(i)  JeA/^  — J 

OU 

(2)  yej\'~—y, 

dans  laquelle  le  coefficient  de  réflexion  J  ou  le  coefficient  de  réfraction  J 
sera  déterminé  par  la  formule 

(3)  .1  =  ^"""-^' 

ou 

-J, 2  si  ht'  cost 

^^^  ^  -  sin(r'+r)' 
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Si,  au  contraire,  on  considère  celui  des  rayons  composants  qui  se 
trouve  renfermé  dans  le  plan  d'incidence,  et  si  l'on  nomme  pour  ce 

rayon, 

1     et     /         ou         r     et     i' 

le  module  et  l'argument  de  réllexion  ou  de  réfraction,  on  aura 

(5)  Ie'V~  =  ï 

ou 

(6)  l'e''v^=ï', 

le  coefficient  de  réflexion  ï  ou  le  coefficient  de  réfraction  ï'  étant 
déterminé  par  la  formule 

-       —  (i  +  C5')cos(r-^T')  ^-(S  +  G')sin(T-i-T')v/^^T 

(7)  1=  ; — : ; — :=''^ 

(i-H  6(B')  cos(t  —  r')  +  (G  +  G  )  siii(t  —  t')  v/—  I 

OU 

(8)  V= ^7=J  ' 

(i-+-GG')cos(t  — r')  +  ({B  +  G')sin(T  —  r' )  \>— 1 

et  les  valeurs  de  G,  G'  étant  de  la  forme 

(9)  ^=-l'-(.  +  r')sin^rJ      '  ^'=l.'~(i  +  nsiir-T'J      ' 

Ajoutons  que  l'angle  de  réflexion  t  et  l'angle  de  réfraction  t'  se  trou- 
veront liés  l'un  à  l'autre,  conformément  à  la  loi  de  Descartes,  par  la 
formule  (48)  du  paragraphe  II,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la 
suivante  : 

(10)  -. — i  =  Q. 

^        '  SUIT 

6  désignant  Xindice  de  réfraction,  dont  la  valeur  sera 

(.0  ^  =  Y- 

Dans  les  formules  qui  précèdent,  les  trois  constantes  réelles 
dépendent  de  la  nature  des  deux  systèmes  de  molécules  proposés. 


302        SUR   LES   RAYONS   SIMPLES   QUI  SE   PROPAGENT 

Pour  que  la  réflexion  fasse  disparaître  le  rayon  polarisé  suivant  le 
plan  d'incidence,  ou  le  rayon  polarisé  perpendiculairement  à  ce  plan, 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  que,  dans  ce  rayon,  la  demi-amplitude  des 
vibrations  moléculaires  se  réduise  à  zéro  après  réflexion  et,  par  suite, 
que  le  module  de  réflexion 

J        ou        1 

s'évanouisse  avec  le  coefficient  de  réflexion 

J         0  u         1 . 

Pour  que  l'un  de  ces  mêmes  rayons  ne  se  trouve  point  modiflé 
par  la  réfraction,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  l'amplitude  des 
vibrations  et  le  paramétre  angulaire,  ou  du  moins  le  sinus  et  le 
cosinus  de  ce  paramètre,  restent  les  mêmes  avant  et  après  la  réfraction; 
par  conséquent,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  le  module  de  réfrac- 
tion 

J'        ou        I 

se  réduise  à  l'unité,  et  l'argument  de  réfraction 

y         ou         i' 

à  zéro  ou  à  un  multiple  de  circonférence  ir..  Au  reste  cette  double 
condition  peut  être  remplacée  par  une  seule,  savoir  que  le  coefficient 
de  réfraction 

J'        ou        ï' 

soit  équivalent  à  l'unité.  , 

Lorsqu'on  suppose  l'indice  de  réfraction  réduit  à  l'unité,  c'est-à-dire 
lorsqu'on  a 

(12)  ^  —  I, 

et  par  suite 

k'  =  k, 
la  formule  (lo)  donne 

(i3)  t'=t; 

et  alors,  le  coefficient  de  réflexion 

J        ou        ï 
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se  réduisant  à  zéro,  en  vertu  de  la  formule  (3)  ou  (7),  on  voit  complè- 
tement  disparaître  le  rayon   réfléchi.   Alors  aussi  le  coefficient  de 

réfraction 

J'        ou        1' 

se  réduit  à  l'unité,  en  vertu  de  la  formule  (4)  ou  (8),  et  par  suite  le 
rayon  réfracté  ne  dilfère  point  du  rayon  incident.  La  supposition  que 
nous  venons  de  faire  comprend  évidemment  le  cas  où  les  deux 
systèmes  proposés  seraient  de  même  nature.  Dans  ce  cas,  on  aurait 
non  seulement 

mais  encore 

f'=f; 

et,  puisque  les  deux  systèmes  proposés  pourraient  être  considérés 
comme  n'en  formant  plus  qu'un  seul,  il  serait  tout  naturel  que  le 
rayon  réfléchi  disparût,  et  que  le  rayon  incident  ne  fût  pas  altéré  par 
la  réfraction. 

Si  la  condition  (12)  n'est  pas  remplie,  la  condition  (i3)  ne  le  sera 
pas  non  plus,  à  moins  que  t  ne  s'évanouisse,  et  par  suite  l'équa- 
tion (3)  fournira  généralement  pour  le  coefficient  de  réflexion  J 
une  valeur  différente  de  zéro.  On  ne  doit  pas  même  excepter  le  cas  où 
l'angle  t  s'évanouirait,  attendu  que,  dans  ce  cas,  on  tirerait  des 
formules  (3)  et  (10) 


(i4)  ^  =  0, 


Donc,  lorsque  l'indice  de  réfraction  8  diffère  de  l'unité,  un  rayon  inci- 
dent, polarisé  suivant  le  plan  d'incidence,  se  trouve  toujours  réfléchi 
parla  surface  de  séparation  des  deux  milieux.  S'agit-il  au  contraire 
d'un  rayon  incident  renfermé  dans  le  plan  d'incidence  ?  11  ne  pourra 
disparaître  après  la  réflexion  que  pour  des  valeurs  de 

r     f,    - 
propres  à  faire  évanouir  le  coefficient  de  réflexion  I,  et  par  conséquent 
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à  vérifier  l'équation 

(i  +  ce')  cos(t  +  t')  4-  (S  -h  G')  sin(T  +  t')  y/—  '  —  o, 

de  laquelle  on  tire 

(i5)  (i -1- GG')  cos(t -f--')  =  o,  (5  +  G')  sin(T  + r')  r=o. 

Il  y  a  plus  :  comme  des  deux  rapports 

G  H-  5'  I  -h  G5' 

I  H-  se  '  G  +  6' 

l'un  ne  peut  devenir  infini  sans  que  l'autre  s'évanouisse,  il  est  clair 

que,  pour  chaque  valeur  de  t,  l'un  d'eux,  au  moins,  conservera  une 

valeur  finie;  et  par  suite  l'expression  imaginaire  1,  {|ui,  en  vertu  de 

l'équation  (7),  peut  être  présentée  à  volonté  sous  l'une  ou  l'autre  des 

formes 

—  cos(t  +  r  )  h zr^rr  sin(T  +  t  )  v —  i 

T  I  +  t-k'  ^  - 


cos  (  -  —  r  )  H r^  sm  (  1:  —  7  )  \l—  1 

^ — -cos(t  4-  t  )  H-  sin(T  4-  .  )  v/—  I 

l  —  — ^    _^ .1 , 

1  4-  (rG  .  , ,  .     ,  , ,      ; 

g  +  S^  cos(t  — t')  4-  sin(r  — t')  y/—  i 

ne  pourra  s'évanouir,   sans  que  t,  z'  vérifient  l'une  des  deux  con- 
ditions 

(16)  cos(t  4-t')  =  0,         sin(T  4-t')  =  o.  y' 

D'ailleurs,  0  étant  différent  de  l'unité,  1  ne  se  réduirait  point  ii  zéro  si 

l'on  supposait 

sin(T  4-  r')  =  o. 

Car  de  cette  supposition,  jointe  à  la  formule  (10),  on  conclurait 
siiiT'  — ±  sinr.         (i  ±  5)  sinr  :=  o,         siiiT=:o,         r  — t'=:(), 
et  par  suite 

G  =  k'rr:0,  I— — ^  —  7, 

9  4-1 
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Donc,  si  la  condition  (12)  n'est  pas  remplie,  les  angles  c:'  vérifieront, 
non  la  seconde,  mais  la  première  des  formules  (16),  de  laquelle  on 
tirera 

(17)  ^  +  ^'=^' 

tandis  que  la  seconde  des  équations  (i5)  donnera 

G  -(-  Ê'  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  formules  (9)  et  (10), 

(18  e"-=- — -, 

1  -i-  I 

et,  en  vertu  de  la  formule  (i  i), 

k^  k'- 


(■9) 

1  -r  i  1  -r  1 

La  condition  (17)  peut  toujours  être  remplie  pour  une  certaine  valeur 
de  T,  que  l'on  déduira  sans  peine  des  formules  (17)  et  (10),  en  vertu 
desquelles  on  aura  non  seulement 

sinT'^rcosr, 
mais  encore 

(20)  langT=ô. 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  qu'au  moment  où  l'angle  d'incidence  t 
vérifiera  la  formule  (20),  l'angle 

■K  —  T  —  r', 

compris  entre  les  rayons  incident  et  réfracté,  deviendra  précisément 
égal  à  -•  Donc  la  formule  (17)  sera  vérifiée  au  moment  où  le  rayon 
réfracté  deviendra  perpendiculaire  au  rayon  incident. 

Quant  à  la  condition  (19),  elle  peut  être  ou  n'être  pas  remplie 
suivant  la  nature  des  deux  systèmes.  Si  elle  se  trouve  effectivement 
vérifiée,  alors,  sous  l'incidence  c  déterminée  par  la  formule  (20),  un 
rayon,  renfermé  dans  le  plan  d'incidence  et  polarisé  perpendiculai- 

OF.uvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XI.  Sg 
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rement  à  ce  plan,  disparaîtra  toujours  après  la  réflexion,  et  par  suite 
un  rayon  incident  quelconque  sera  transformé  par  la  réflexion  en  un 
rayon  complètement  polarisé  suivant  le  plan  d'incidence.  Pour  cette 
raison,  l'on  nomme,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  angle  de  polarisation 
complète,  ou  simplement  angle  de  polarisation,  l'angle  t  déterminé 
par  la  formule  (20).  Si  l'on  désigne  par  cp  ce  même  angle,  on  aura,  en 
vertu  de  la  formule  (20), 

(u)  (p  ^  arc  tang^. 

Lorsque  la  condition  (19)  se  vérifie,  alors 

G,     & 

étant  nuls,  les  équations  (7)  et  (8)  se  réduisent  aux  suivantes: 

-  COS(r  +  T')-r 

(22)  1= 7-Ji 

COS(T  — t) 

(23)  1'=        /         ,J\ 

cos(t  — t') 

Alors  aussi  les  modules  et  les  arguments  de  réflexion  ou  de  réfraction 
sont  donnés  immédiatement  par  les  formules  (i)  et  (2)  jointes  aux 
formules  (3),  (4),  (22)  et  (23).  Seulement  il  convient  ici  de 
distinguer  deux  cas  difl'érents,  savoir  :  le  cas  où,  l'indice  de  réfraction  ô 
étant  supérieur  à  l'unité,  on  a,  par  suite,  en  vertu  de  la  formule  (10), 

et  le  cas  où,  l'indice  de  réfraction  6  étant  inférieur  à  l'unité,  on  a,  par 
suite,  en  vertu  de  la  formule  (10), 

r<T'.     . 
Or,  supposons  d'abord 

(24)  0>I,  T>7'. 

Dans  ce  cas,  en  vertu  de  la  formule  (i),  jointe  aux  équations  (3) 
et  (22),  le  module  et  l'argument  de  réflexion  pourront  être  réduits, 
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pour  le  rayon  polarisé  suivant  le  plan  d'incidence,  aux  deux  quantités 

(o^\  1        S'"(t  — t') 

sin(t4-T')  -^ 

et,  pour  le  rayon  renfermé  dans  le  plan  d'incidence:  i^  lorsque  z  sera 
compris  entre  les  limites  o,  z>,  aux  deux  quantités 

(26)  1  =  - — 1-^ 2,  l^o; 

2*^  lorsque  t  surpassera  l'angle  z>,  aux  deux  quantités 

('>n\  1—      ^ans(T-T^) 

tang(7i  — T  — t') 

Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  aurait 

(28)  0<i,  t<t'. 

Dans  ce  cas,  le   module   et  l'argument  de  réflexion   pourront  être 

réduits,  pour  le  rayon  polarisé  suivant  le  plan  d'incidence,  aux  deux 

quantités 

/      X  T       sin(T' — t) 

(29  J  =  -^-^^ f,  /  =  o 

Sin(T   -f-T)  ' 

et,  pour  le  rayon  renfermé  dans  le  plan  d'incidence:  1°  lorsque  ':  sera 
compris  entre  les  limites  o,  9,  aux  deux  quantités 

/o^v  I       lang(T'— T) 

{00)  1  = ^^-—, ,  i=:r.; 

tang(r'-t-T) 

2°  lorsque  t  surpassera  l'angle  o,  aux  deux  quantités 

(3,)  I-      t=^"?("-^)  -•      - 


lang(7:  — T  — t') 


Dans  l'un  et  l'autre  cas,  en  vertu  de  la  formule  (2),  jointe  aux 
équations  (4)  et  (a'i),  le  module  et  l'argument  de  réfraction  pourront 
être  réduits,  pour  le  rayon  polarisé  suivant  le  plan  d'incidence,  aux 
deux  quantités 

,3   .  -,       2siiiT'cosr  ., 

(32  J=^ TT'      y  =0 
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et,  pour  le  rayon  renfermé  dans  le  plan  d'incidence,  aux  deux  quan- 
tités 
.oos  T'  asinr'cosT 

{àô)  1    =  -r— ■ -,  l'=zO. 

sin(T  -HT  )  cos(r  —  r  ) 

On  peut  observer  que,  dans  les  formules  précédentes,  l'argument 
de  réfraction  se  réduit  toujours  à  zéro.  Donc,  si,  dans  un  rayon 
incident  polarisé  suivant  le  plan  d'incidence  ou  perpendiculairement 
à  ce  plan,  on  considère  un  nœud  quelconque  de  première  ou  de 
seconde  espèce,  à  l'instant  où  ce  nœud,  en  vertu  de  son  mouvement 
de  propagation,  atteindra  la  surface  réfringente,  il  passera  immédia- 
tement, sans  changer  d'espèce,  dans  le  rayon  réfracté.  Il  passera 
aussi,  sans  changer  d'espèce,  dans  le  rayon  réfléchi  si,  l'indice  de 
réfraction  étant  supérieur  à  l'unité,  le  rayon  incident  est  polarisé 
suivant  le  plan  d'incidence  et  tombe  sur  la  surface  réfléchissante, 
sous  une  incidence  inférieure  à  l'angle  de  polarisation  complète,  ou  si, 
ces  deux  conditions  n'étant  pas  simultanément  remplies,  l'indice  de 
réfraction  devient  supérieur  à  l'unité.  Dans  les  autres  hypothèses, 
l'argument  de  réflexion  se  réduisant  à  la  demi-circonférence  ou  au 
nombre  -,  on  peut  affirmer  qu'à  l'instant  où  un  nœud  du  rayon 
incident  atteindra  la  surface  réfléchissante,  il  changera  d'espèce  en 
passant  dans  le  rayon  réfléchi.  C'est  au  reste  ce  que  l'on  peut  encore 
exprimer  en  disant  qu'alors  un  nœud  d'espèce  donnée  se  trouvera 
déplacé  par  la  réflexion,  et  transporté  en  avant  de  la  position  qu'il 
occupait,  à  une  distance  égale  à  la  moitié  de  la  longueur  d'une  ondu- 
lation. 

Nous  ajouterons  que,  pour  passer  des  formules  (2.5),  (26),  (27), 
qui  supposent  0>»i,  aux  formules  (29),  (3o),  (3i),  qui  supposent 
0<<i,  il  suffit  évidemment  d'écrire,  dans  les  valeurs  des  modules  de 

réflexion  I  et  J, 

r'  —  r         au  lieu  (le         r  —  ?', 

et  de  faire  croître  ou  diminuer  les  arguments  de  réflexion  /et y' d'un 
angle  égal  à  la  demi-circonférence  t.. 
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Les  modules  et  les  arguments  de  réflexion  ou  de  réfraction  étant 
déterminés  comme  ci-dessus,  les  azimuts 

et  les  anomalies 

ô,     ô' 

de  réflexion  ou  de  réfraction,  se  déduiront  immédiatement  (voir 
la  page  291)  des  formules 

J  J' 

(34)  tangGj=:j,  iangm'—Y^ 

(35)  •     ô  =./  —  «,         ô'=f-i', 
OU,  ce  qui  revient  au  même,  des  formules 

(36)  tanfçnreV-izz:  4rv         tanffcr'e^V-' ~  4=- • 

11'. 

De  ces  dernières,  jointes  aux  formules  (22),  (23),  on  tirera 

(37)  tang5je8v'~=-  S2^1^ZJLl 

'  cos(t-i-t) 

(38)  tangGT'e2'v''^=  cos(t  — t'). 

Or  on  vérifiera  la  formule  (37):  i"  lorsque  l'angle  d'incidence  t  sera 
compris  entre  les  limites  o,  ç»,  en  supposant 

/on'  .  COS(-  —  t')  -, 

(3q)  tangGT— : — ,  o=±:7:; 

^    ^^  ®  cos(T  +  r') 

2°  lorsque  l'angle  d'incidence  ":  surpassera  l'angle  de  polarisation  (p, 

en  supposant 

//    N  ♦  cos(r  — r')  ^ 

(40)  tangcT= ; -y         d  =  o. 

^  cos(7:  —  T  —  r  ) 

Quant  à  la  formule  (38),  on  la  vérifiera,  dans  tous  les  cas,  en  prenant 

(4i)  tangcr'-— cos(r  —  r'),         d'=o. 

Ainsi,  l'anomalie  de  réfraction  S'  poindra  toujours  être  censée  réduite  à 
zéro,  et  l'anomalie  de  réflexion  ù  pourra  être  censée  réduite  à  zéro  ou  àr.,' 
suivant  que  l'angle  d'incidence  sera  supérieur  ou  inférieur  à  l'angle  de 
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polarisation.  Il  en  résulte  qu'w/i  rayon  plan,  mais  polaiisé  suivant  un 
plan  quelconque,  sera  encore  doué  de  la  polarisation  rectiligne,  lorsqu'il 
aura  été  réfléchi  ou  réfracté  par  la  surface  de  séparation  des  deux 
milieux  que  l'on  considère.  Ajoutons  qu'en  vertu  des  fornnules  (4i) 
et  (39)  ou  (^o),  les  azimuts  de  réfraction  et  de  réflexion,  m'  et  gt, 
offriront  des  tangentes  respectivement  égales,  l'une  au  cosinus  de  la  dif- 
férence entre  les  angles  d' incidence  et  de  réfraction,  l autre  à  la  valeur 
numérique  du  rapport  de  ce  cosinus  au  cosinus  de  la  somme  des  mêmes 
angles.  La  détermination  de  ces  azimuts  fera  connaître  immédiatement 
les  variations  que  la  réfraction  et  la  réflexion  occasionnent  dans 
l'azimut  du  rayon  incident,  ou,  si  celui-ci  est  doué  de  la  polarisation 
rectiligne,  ce  qu'on  nomme  le  mouvement  du  plan  de  polarisation. 

Une  remarque  importante  à  faire,  c'est  que,  dans  le  cas  où  l'indice 
de  réfraction  deviendra  inférieur  à  l'unité,  l'équation  (10),  ou 

(42)  sinT'=— g-, 

ne  pourra  fournir  une  valeur  réelle  de  z  si  l'angle  d'incidence  t  n'a 
pas  une  valeur  inférieure  h  celle  que  détermine  la  formule 

(43)  sinT=ô. 

Nommons  l»  cette  dernière  valeur,  et  prenons  en  conséquence 

(44)  ^];  =  arc  sini5. 

Pour  que  les  formules  ci-dessus  établies  soient  applicables,  îf  faudra 
que  l'on  ait 

(45)  T<^. 

Suivant  que  la  condition  (45)  sera  ou  ne  sera  pas  remplie,  le  mou- 
vement incident  pourra  ou  non  donner  naissance  à  un  mouvement 
réfracté  qui  se  propagera  dans  le  second  milieu  sans  s'affaiblir.  Le 
rayon  simple,  correspondant  à  ce  mouvement  réfracté,  sera  donc  un 
•rayon  réfracté  qui  pourra  ou  non  se  propager  dans  le  second  milieu  sans 
s'affaiblir,  suivant  que  l'angle  d'incidence  sera  inférieur  ou  supérieur 
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à  la  limite  (J;.  Ce  rayon  réfracté,  qui  ne  subsistera  que  pour  certaines 
incidences,  du  moins  à  une  grande  distance  de  la  surface  réfléchis- 
sante, est  ce  que  nous  nommons  le  rayon  émergent.  L'angle  ']/,  ou  la 
limite  que  ne  peut  dépasser  l'angle  d'incidence  sans  que  le  rayon 
émergent  vienne  à  s'éteindre,  sera  Vangle  d'émersion.  Cet  angle  sur- 
passe nécessairement  l'angle  de  polarisation  auquel  répond  toujours 
une  valeur  réelle  de  t',  donnée  par  la  formule  (17),  savoir: 


C'est  d'ailleurs  ce  (|ue  l'on  démontrera  sans  peine  à  l'aide  des  for- 
mules (21)  et  (44)>  desquelles  on  tire 

Iang9=r9,         tang4;=:    >  tangy, 

V  I  —  0- 
et  par  suite 

4>  >  9. 

Les  formules  que  nous  avons  établies  dans  ce  paragraphe,  en  sup- 
posant la  condition  (19)  vérifiée,  ne  diffèrent  pas  au  fond  de  celles 
que  Fresnel  a  données  pour  représenter  les  lois  de  la  réflexion  et  de 
la  réfraction  des  rayons  lumineux  à  la  première  et  à  la  seconde  surface 
des  corps  transparents.  La  formule  (20)  ou  (21)  fournit  immédia- 
tement la  loi  découverte  par  M.  Brewster,  et  suivant  laquelle  Vangle 
de  polarisation  complète  des  rayons  lumineux,  réfléchis  par  la  surface  de 
la  séparation  de  deux  milieux  transparents  et  isophanes,  a  généralement 
pour  tangente  l'indice  de  réfraction,  La  détermination  des  quantités 

J,   I,      J',   r, 

c'est-à-dire  des  modules  de  réflexion  et  de  réfraction,  conduit,  comme 
on  le  sait,  et  comme  nous  l'expliquerons  dans  un  autre  Mémoire,  à  la 
détermination  de  l'intensité  de  la  lumière  dans  les  rayons  réfléchis  et 
réfractés.  Enfin,  dans  la  réflexion  et  la  réfraction  des  rayons  lumineux 
doués  de  la  polarisation  rectiligne,  le  mouvement  du  plan  de  polari- 
sation, déterminé  à  l'aide  des  formules  (39)  ou  (4o),  et(^4i)»  s'accorde 
d'une  manière  très  remarquable  avec   les   nombreuses  observations 
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relatives  à  ce  plan,  et  publiées  par  divers  physiciens,  surtout  par 
Fresnel  et  par  M.  Brewster. 

Dans  les  diverses  applications  que  l'on  peut  faire  des  formules 
ci-dessus  établies,  il  importe  de  ne  jamais  perdre  de  vue  la  signifi- 
cation des  quantités  qu'elles  renferment.  On  devra  se  rappeler  en 
particulier  que  le  module  de  réflexion 

1        ou        J 
représente  le  rapport 

h,       "  c, 

-r-  ou  — 

h  c 

entre  les  amplitudes  des  vibrations  moléculaires,  mesurées  dans  les 
rayons  réfléchi  et  incident,  qui  se  trouvent  polarisés  ou  suivant  le 
plan  d'incidence,  ou  perpendiculairement  à  ce  plan.  On  devra  se  rap- 
peler encore  que  l'argument  de  réflexion 

/        ou        / 
représente  la  diff'érence 

"entre  les  paramètres  angulaires,  mesurés  dans  ces  mêmes  rayons.  Cela 
posé,  on  conclura  immédiatement  des  formules  (34),  (35)  du  second 
paragraphe,  qu'en  chaque  point  de  la  surface  réfléchissante  les  dépla- 
cements moléculaires 

»    et     «,        ou        Ç    et    Ki 

sont,  dans  les  rayons  incident  et  réfléchi,  affectés  du  même'  signe 
quand  on  a 

(46)  i  =  o         ou        J  =  o, 

et  affectés  de  signes  contraires  quand  on  a 

(47)  i  —  r.        ou       y  =  71. 

D'ailleurs  les  déplacements 

mesurés  perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  seront  affectés  du 
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même  signe  ou  de  signes  contraires,  suivant  qu'ils  se  compteront 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires,  à  partir  de  ce  plan.  Quant 
aux  déplacements 

mesurés  dans  le  plan  d'incidence,  et  liés  aux  déplacements 

(voir  la  page  285)  par  les  deux  formules 

ils  seront,  comme  ^  et  ^^,  affectés  du  même  signe  ou  de  signes  con- 
traires, suivant  qu'ils  feront  passer  les  molécules  primitivement 
situées  en  un  point  de  la  surface  réfléchissante,  d'un  même  C(Mé  de 
cette  surface  ou  de  deux  côtés  opposés.  Il  y  a  plus  :  comme,  en 
adoptant  les  notations  du  second  paragraphe,  on  trouvera 

■0  =  «COST,  fl,^= — «/ COST, 

il  est  clair  que  les  déplacements 

8,       8, 

seront  encore  affectés  du  môme  signe,  ou  de  signes  contraires,  suivant 
que  les  déplacements 

mesurés  dans  le  plan  d'incidence  à  partir  d'une  droite  normale  à  la 
surface  réfléchissante,  se  compteront  en  sens  opposés  ou  dans  le 
même  sens.  En  conséquence,  il  deviendra  facile,  dans  tous  les  cas, 
d'interpréter  celles  des  formules  (25),  (26),  (27),  (29),  (3o),  (3i) 
qui  renferment  les  arguments  de  réflexion 

/      ou     y. 

Ainsi,  en  particulier,  on  conclura  des  formules  (25)  et  (29)  que,  dans 
les  rayons  incident  et  réfléchi,  les  déplacements  moléculaires,  mesurés 
sur  la  surface  réfléchissante  perpendiculairement  au  plan  d'incidence, 

CEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  XI.  l\0 
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se  compteront  de  deux  côtés  opposés  à  partir  de  ce  plan,  si  l'indice  de 
réfraction  0  surpasse  l'unité,  et  du  même  côté  si  l'on  a  0  <  i.  Pareil- 
lement on  conclura  des  formules  (26)  et  (27),  on  (3o)  et  (3i),  que, 
dans  les  rayons  incident  et  réfléchi,  les  déplacements  moléculaires 
mesurés  perpendiculairement  à  la  surface  réfléchissante,  pour  une 
molécule  située  sur  la  surface,  se  compteront  de  deux  côtés  opposés  à 
partir  de  cette  même  surface,  si  l'on  suppose 

0>i,          z>o  ou  9<i,  T<9, 

et  du  même  côté  si  l'on  suppose 

Au  contraire  les  déplacements  moléculaires  mesurés  dans  le  plan 
d'incidence  et  sur  la  surface  réfléchissante,  à  partir  d'une  droite  nor- 
male à  cette  surface,  se  compteront  du  même  côté,  pour  les  rayons 
incident  et  réfléchi,  dans  les  deux  premières  suppositions,  et  de  côtés 
opposés  dans  les  deux  dernières. 

Observons  maintenant  qu'on  devra  réduire  à  zéro  les  déplacements 
mesurés  sur  la  normale  à  la  surface  réfléchissante,  si  le  rayon  incident 
devient  perpendiculaire  à  cette  surface,  et  les  déplacements  mesurés 
sur  la  surface  dans  le  plan  d'incidence,  si  le  rayon  incident  rase  la 
surface  dont  il  s'agit.  De  cette  observation,  jointes  aux  conclusions 
précédentes,  il  résulte  immédiatement  que  les  déplacements  molécu- 
laires, mesurés  sur  un  axe  quelconque,  se  compteront  e'n  sens 
opposés,  dans  les  rayons  incident  et  réfléchi,  si,  l'indice  de  réfraction 
étant  supérieur  à  l'unité,  le  rayon  incident  devient  perpendiculaire  à 
la  surface  réfléchissante  ou  rase  cette  surface;  tandis  qu'ils  devront 
se  compter  dans  le  même  sens,  si,  le  rayon  incident  étant  perpendi- 
culaire à  la  surface,  l'indice  de  réfraction  devient  inférieur  à  l'unité. 

Observons  encore  que,  si  le  rayon  incident  est  perpendiculaire  à  la 
surface  réfléchissante,  on  pourra  prendre  pour  plan  d'incidence  un 
plan  quelconque  mené  arbitrairement  par  l'axe  du  rayon.  Si  d'ailleurs 
ce  rayon  est  doué  de  la  polarisation  rectiligne,  alors,  en  vertu  des 
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principes  que  nous  venons  d'établir,  les  déplacements  absolus  d'une 
molécule,  mesurés  sur  la  surface  réfléchissante,  d'une  part  dans  ce 
rayon,  d'autre  part  dans  le  rayon  réfléchi,  se  compteront  en  sens 
opposés  ou  dans  le  même  sens,  suivant  que  l'on  aura 

0>\  ou  0<I. 

Si  l'on  suppose  en  particulier 

9>i, 

les  déplacements  absolus  dont  il  s'agit  se  compteront  en  sens  opposés, 
et  cette  circonstance  pourra  être  indiquée,  ou  par  la  seule  formule 

i  =  o, 

si  l'on  prend  pour  plan  d'incidence  le  plan  même  du  rayon,  ou  par  la 
seule  formule 

y =71, 

si  l'on  prend  pour  plan  d'incidence  le  plan  de  polarisation.  La  diffé- 
rence qui  existe  entre  les  arguments  de  réflexion  i  et  y,  déterminés 
par  ces  deux  formules,  peut  sembler  d'autant  plus  singulière  au 
premier  abord  que,  dans  l'hypothèse  admise,  on  reste  complètement 
libre  de  prendre  pour  plan  d'incidence  un  plan  parallèle  ou  un  plan 
perpendiculaire  aux  directions  des  vibrations  des  molécules.  Toute- 
fois, pour  se  rendre  compte  de  cette  différence,  et  de  la  réduction 
de  i  à  zéro,  il  suffit  de  considérer  le  cas  où  le  rayon  incident,  polarisé 
dans  le  plan  d'incidence,  serait,  non  plus  rigoureusement,  mais  sen- 
siblement perpendiculaire  à  la  surface  réfléchissante.  En  effet,  dans 
ce  cas,  les  paramètres  angulaires 

liés  à  i  par  la  formule 

se  rapporteront  aux  déplacements 

mesurés  parallèlement  à  la  surface,  et,  comme,  en  vertu  des  deux  for- 


H  =:  «  si  HT, 

V 

H^  sinr, 

n  =:  «COST. 

■^/  = 

-  H,  COST, 

l. 

rj, 

l    ~ 

rj  ' 
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mules 


on  aura 


il  est  clair  que  les  déplacements 

seront  affectés  du  même  signe  si  les  déplacements 

Yl,        T;, 

sont  afïectés  de  signes  contraires.  Or  cette  dernière  condition  sera 
certainement  remplie  si  l'on  a 

et  alors,  en  supposant  le  rayon  incident  sensiblement  perpendiculaire 
à  la  surface  réfléchissante,  on  trouvera,  pour  chaque  point  de  cette 
surface, 

—  <  o,  y  <  o.  ./  =  î:. 

Donc  alors  aussi  l'on  aura,  en  chaque  point  de  la  surface  réfléchis- 
sante, 

Y  >  o         et  par  suite         i  =  o. 

Les  arguments  de  réflexion  /  et  /  étant  connus  pour  les  rayons  po- 
larisés suivant  le  plan  d'incidence  et  perpendiculairement  à  ce  plan, 
on  pourra  en  déduire  immédiatement,  en  vertu  de  la  première  des 
formules  (35),  l'anomalie  de  réflexion,  telle  que  la  donne  la  seconde 
des  équations  (39)  ou  (4o).  Cette  anomalie  pouvant  d'ailleurs  être 
augmentée  ou  diminuée  d'un  multiple  de  la  circonférence  27:,  on 
peut,  lorsqu'elle  est  représentée  par  r.,  la  représenter  aussi  par 

71  —  27:  =  —  7:; 

et  il  en  résulte  que,  dans  la  seconde  des  formules  (39),  on  peut  indif- 
féremment réduire  le  double  signe  soit  au  signe  -f-,  soit  au  signe  — . 
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Si  du  rayon  réfléchi  l'on  passe  au  rayon  réfracté,  alors  aux  for- 
mules (46)  ou  (47)  on  devra  substituer  la  seconde  des  formules  (32) 
ou  (33),  savoir  : 

(48)  i'^o        ou        /'  =  o. 

Or  il  résulte  de  ces  dernières  qu'en  chaque  point  de  la  surface  réfrin- 
gente les  déplacements  d'une  molécule,  mesurés  dans  le  plan  d'inci- 
dence ou  perpendiculairement  à  ce  plan,  se  compteront  dans  le  même 
sens,  soit  avant,  soit  après  la  réfraction.  Par  suite,  l'anomalie  de  réfrac- 
tion sera  nulle,  comme  on  en  a  déjà  fait  la  remarque,  et  comme 
l'indique  la  seconde  des  formules  (4i)' 

11  nous  reste  à  déduire  des  formules  obtenues  les  valeurs  des  argu- 
ments et  des  azimutsde  réflexion  ou  de  réfraction,  pour  certaines  inci- 
dences qui  méritent  une  attention  spéciale. 

Lorsque  le  rayon  incident  sera  perpendiculaire  à  la  surface  réflé- 
chissante, on  pourra  en  dire  autant  du  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  et 
l'on  aura 

^     ^'  Z'  SUIT 

Donc  alors,  en  vertu  des  formules(25),  (2G)  ou  (28),  (29),  on  trou- 
vera :  1°  en  supposant  l'indice  de  réfraction  0  supérieur  à  l'unité, 

(5o)  l  =  ,)^/^^i^ns[o-^y, 

2"  en  supposant  l'indice  de  réfraction  0  inférieur  à  l'unité, 

et  l'on  aura,  dans  l'une  ou  l'autre  supposition,  non  seulement,  en 
vertu  des  formules  (32),  (33), 

(52)  1'  =  j'=:  _J_  =  ,  _  tangl'o  -  j\ 
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mais  encore,  en  vertu  des  formules  (39)  ou  (4o)> 

(53)  tangcj^i,         nr  — yj 

(54)  tangro'— 1,        cT'=:y; 

en  sorte  que  l'azimut  de  réflexion  ou  de  réfraction  se  trouvera,  réduit 
à  la  moitié  d'un  angle  droit.  Les  formules  (5o),  (5i),  (32)  coïnci- 
dent avec  celles  que  M.  Young  a  données  pour  le  cas  de  l'incidence 
perpendiculaire. 

Lorsque  l'angle  d'incidence  sera  précisément  l'angle  de  polarisa- 
tion, l'on  aura 

(55)  "z^  =  9>         '^'= 9i         sinT't=;  cosT,         cosT'=sinT. 

Donc  alors  on  trouvera  :  1°  en  supposant  l'indice  de  réfraction  6  supé- 
rieur à  l'unité, 

(06)  1  =  0,  J=r^^__=sm(^29  —  -j:=-COS29; 

2°  en  supposant  l'indice  de  réfraction  inférieur  à  l'unité, 

r  '-^^ 

(07)  1=0,  .1=   ^  —  COS29, 

et  l'on  aura,  dans  l'une  ou  l'autre  supposition,  non  seulement 

(58)  r=^  =  col9,         y—  ^_^  Q,  —  2C0s^9, 

mais  encore  ^ 

(59)  langera  ^,  ^=  "' 

2  9 

(60)  tangcT'  =  -j-^  =91029. 

Lorsque,  l'indice  de  réfraction  étant  inférieur  à  l'unité,  l'angle  d'in- 
cidence T  sera  précisément  l'angle  d'émersion,  l'on  aura 

(61)  ■^  =  ^,  t'=:-,  sinT'=i:l,  COST' —  O. 
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Donc  alors  on  tirera  des  formules  (29)  et  (3i) 
(62)  I  =  j  =  i, 

et  des  formules  (32),  (33),  (34) 

(63)  -  •  r=^   =   -Ay,  J':^2, 

(64)  tangGT  =:  1  ,  XS:=-^i 

4 

(65)  langer' =r  Ô'r=  sint];. 

Enfin,  lorsque,  l'indice  de  réfraction  6  étant  supérieur  à  l'unité,  le 
rayon  incident  rasera  la  surface  réfléchissante,  on  aura 

T.  .        ,  I 

2  d 

Donc  alors  les  formules  (23),  (27)  entraîneront  de  nouveau  les  équa- 
tions (62)  et  (64)  ;  mais  on  tirera  des  formules  (32),  (33)  et  (4i) 

(66)  r  =  J'=zo, 

(67)  tangGT':=  sinr'— -T  =  C0I9. 


SUR  LES 

RELATIONS  QL'I  EXISTENT  ENTRE   L'AZIMUT 

ET 

L'ANOMALIE   D'UN  RAYON   SIMPLE 

DOUÉ  DE  LA  POLARISATION  ELLIPTIQUE. 


Considérons,  clans  un  système  isotrope  de  molécules,  un  mouve- 
ment simple,  ou  par  ondes  planes,  qui  se  propage  sans  s'affaiblir.  Pre- 
nons pour  plan  des  x,  y  un  plan  invariable  parallèle  aux  plans  des 
ondes.  Une  molécule  quelconque  m  fera  toujours  partie  d'un  rayon 
simple  perpendiculaire  au  plan  invariable.  Cela  posé,  soient,  au  bout 
du  temps  t  : 

c,  '/]  les  déplacements  de  la  molécule  mesurés  parallèlement  aux  axes 

rectangulaires  des  œ,  y; 
-0  la  distance  mesurée  sur  le  rayon  simple  entre  le  plan  invariable  et  la 

molécule  m,  cette   distance  étant  regardée  comme   positive  quand 

elle  se  compte  dans  le  sens  de  la  vitesse  de  propagation  deç  ondes 

planes. 

Si  l'on  nomme  T  la  durée  des  vibrations  moléculaires,  et  I  la 
longueur  d'une  ondulation,  le  mouvement  de  la  molécule  sera 
représenté  par  des  équations  de  la  forme 

(•)  ç  =acos(kt  —  s/ -f-}.)»         -^  =  bcos(kt  —  s^ -h /ji), 

dans  lesquelles  on  aura 

,   2r  27: 
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tandis  que  les  constantes  positives  a,  b  désigneront  les  demi-ampli- 
tudes des  vibrations  d'une  molécule,  mesurées  parallèlement  à  l'axe 
des^,  ou  à  l'axe  des  y,  et  X,  y.  les  paramètres  angulaires  relatifs  aux 
mêmes  axes.  Comme  d'ailleurs  les  équations  (i)  donneront 

-^  rr:  COS(ki.  —  S^)  COsX  —  sin  (  kv  —  S  ^)  si  II  A, 
B 

-  =  cos(kv  —  s;)cos/jL—  sin(ki  —  sO  sini^i 

on  en  tirera,  moyennant  l'élimination  de  l'une  des  lignes  trigonomé- 
triques  sin  (kï  —  s^),  cos  (k^  —  si), 

-  cosw.  —  r  cosA  :=  siii(ki  —  sO  sin(a  —  1). 

g  r  |j  /  \l  y 

-sinu.  ~  -  sin  À  ir:  cos(kv  —  s^)  sin(u.  —  À); 

puis,  en  combinant  ces  dernières  formules  par  voie  d'addition,  après 
avoir  élevé  chaque  membre  au  carré,  et  posant,  pour  abréger, 

on  trouvera 


a  'Ci         s.       /"^ 


L'équation  (2)  représente  généralement  une  ellipse  et,  comme  cette 
ellipse  se  transformera  :  i*^  en  ligne  droite,  si  l'on  a 

(3)  siiiô=io, 
2*^ en  circonférence  de  cercle,  si  l'on  a 

(4)  COSÔ  -r=.  O,  b  :=  a, 

il  est  clair   que  la  polarisation,  généralement  elliptique,  deviendra 
rectiligne  dans  le  premier  cas  et  circulaire  dans  le  second. 

Le  rayon  représenté  par  le  système  des  équations  (18  )  peut  être 
censé  résulter  de  la  superposition  de  deux  rayons  plans,  représentés 
séparément  par  chacune  d'elles,  \.\inomalie  du  rayon  résultant  et  son 

OF.iivies  de  C.  —  S.  II,  l.  XI.  4  ' 
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azimut,  relatifs  au  plan  des  x,  z,  sont,  d'une  part,  la  différence 

(5)  a  =  /jL->.   ■ 

entre  les  paramètres  angulaires  a,  X  des  rayons  composants,  renfer- 
més dans  les  plans  des  y,  z  et  des  a?,  z;  d'autre  part,  l'angle 

(6)  GT  =  arc  tang-, 

qui  a  pour  tangente  le  rapport  entre  les  amplitudes  des  vibrations  2b, 
2a,  correspondant  à  ces  mêmes  rayons.  Comme,  dans  les  équations  (i), 
chacun  des  paramètres  angulaires  X,  a  peut  être  sans  inconvénient 
augmenté  ou  diminué  d'un  multiple  de  la  circonférence  2-,  on  doit  en 
dire  autant  de  l'anomalie  0,  qui,  en  vertu  desformules(3),  (4), pourra 
être  réduite  à  zéro  ou  à  r.  dans  un  rayon  plan,  et  à  ±  -  dans  un  rayon 
doué  de  la  polarisation  circulaire.  Quant  à  l'azimut  m,  il  sera  toujours 
compris  entre  les  limites  o,  ->  et,  en  vertu  des  formules  (4),  (<i),  il  se 

réduira,  pour  un  rayon  polarisé  circulairement,  à  -j,  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  à  la  moitié  d'un  angle  droit. 
On  tire  de  l'équation  (G) 

b  sincT  cosw       sincr  i 

a  "         coscu  a  b  y/a-^-+-b- 

et  par  suite 

(-)  a  =  licosc7,         b=:hsincT, 

la  valeur  de  h  étant 


(8)  h=:v^a*+h^ 

Le  double  de  la  longueur  h,  déterminée  par  l'équation  (8),  est,  pour 
une  valeur  nulle  de  l'anomalie,  l'amplitude  du  rayon  représenté  par 
les  équations  (i),  et,  dans  tous  les  cas,  2h  exprime  ce  que  nous  appe- 
lons Vompliiude  quadratique  de  ce  même  rayon. 

Si  l'on  nomme  /le  rayon  vecteur  mené  du  centre  de  l'ellipse  décrite 
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par  une  molécule  au  point  avec  lequel  celte  molécule  coïncide  au  bout 
du  temps  /,  et  p  l'aniçle  polaire  formé  par  le  rayon  vecteur  avec  l'axe 
des  X,  on  aura 

(9^  (^  = /■  cosyp,         Y)--/sin/?, 

(lo)  r^— ^2_^-/î'-,         lang/?=p. 

Si  d'ailleurs  le  demi-axe  des  7  positives  est  tellement  choisi  que  le 
mouvement  de  la  molécule  m,  autour  du  centre  de  l'ellipse  qu'elle  dé- 
crit, soit  un  mouvement  de  rotation  direct,  la  vitesse  angulaire  de  cette 

molécule  sera 

dn         d^ 

-,     ,  dp        ■  dt  dt       al)  sino 

et  sin  0  devra  être  une  quantité  positive.  Alors  aussi  l'aire  décrite  par 
le  rayon  vecteur  /■  pendant  le  temps  /,  ayant  pour  dillerentielle 

-  /•-  dp  -=.  -  abs  sui  0  dt, 
1  1 

sera  proportionnelle  au  temps,  et  représentée  par  le  produit 

Il  •         'v  ^       t        .         ^ 

-  abs^sino=:7rab7r;Sino. 
2  1 

Donc  l'aire  décrite  pendant  la  durée  T  d'une  vibration  moléculaire,  ou 
la  surface  entière  8  de  l'ellipse,  aura  pour  valeur 

(12)  ë^Tiabsinô, 

et  chacune  des  quatre  parties,  dans  lesquelles  cette  aire  est  divisée 
par  les  deux  axes  de  l'ellipse,  sera  décrite  pendant  un  temps  égal  au 
quart  de  la  durée  d'une  vibration. 

Observons  maintenant  que  si  l'on  nomme 

■ri  .fl  ,.' 

ce  que  deviennent 

quand  on  fait  croître  le  temps  /  de  -  T,  ou  s/  de  -■>  on  aura  non  seule- 

1  4  2 
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ment 

,,  j  r=asin(ki  —  s/ +  ?.)5        n'— b  siii(ki  —  s/ +  jul). 

(  lo  ) 


et  par  suite 

(i4)  ^'  +  |'-^a^        rr-^-n"=^h\ 

(i5)  ,.2^,-'2— a'+l)2=:hS 

mais  encore 

(i6)  ^n'  — ^'r;  =  absina. 

Chacune  des  formules  (i4)  se  rapportant  à  l'un  des  rayons  plans  dont 
la  superposition  produit  le  rayon  simple  donné,  on  conclura  géné- 
ralement de  ces  formules  que,  dans  un  rayon  plan,  les  déplacements 
absolus  d' une  molécule^  mesurés  :  i'^  à  un  instant  donné,  2°  à  un  second 
instant  séparé  du  premier  par  le  quart  de  la  durée  d'une  vibration 
moléculaire,  fournissent  des  carrés  dont  la  somme  est  le  carré  de  la  demi- 
amplitude.  On  conclura  au  contraire  de  la  formule  (i5)  que,  dans  tout 
rayon  simple^  la  demi-amplitude  quadratique  a  pour  carré  la  somme  des 
carrés  des  rayons  vecteurs,  qui  joignent  une  molécule  au  centre  de  l'el- 
lipse qu'elle  décrit,  à  deux  instants  séparés  l'un  de  l'autre  par  un  inter- 
valle égal  au  quart  de  la  durée  d'une  vibration  moléculaire.  Donc  cette 
demi-amplitude  quadratique  a  pour  carré  la  somme  des  carrés  des  deux 
demi-axes  de  l'ellipse  et  ne  dépend  nullement  de  la  position  des  axes 
rectangulaires  des  x  et  y.  Enfin,  en  vertu  de  l'équation  (16),  comparée 
à  la  formule  (12),  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  une  molécule  au 
centre  de  l'ellipse  quelle  décrit,  à  deux  instants  séparés  l'un  de  l'autre  par 
un  intervalle  du  quart  de  la  durée  d'une  vibration .^  sont  les  deux  côtés 
d'un  triangle  dont  la  surface  doublée  est  à  la  surface  entière  de  l'ellipse 
dans  le  rapport  de  1  à  k  . 

Il  est  bon  d'observer  encore  (|u'en  ayant  égard  aux  formules  (7), 
on  tirera  de  la  formule  (12) 

(17)  rS  =  -  11- sin2CJ  sind. 


ET   L'ANOMALIE  D'UN   RAYON   SIMPLE.  325 

Nous  avons  dit  que,  dans  un  rayon  simple,  l'amplitude  quadratique  h 
demeure  indépendante  de  la  position  des  axes  coordonnés.  Il  n'en 
est  pas  de  même  de  l'azimut  ra  et  de  l'anomalie  §,  qui  varient  lors- 
qu'on fait  tourner,  dans  le  plan  de  l'ellipse  décrite,  les  axes  rectangu- 
laires des  X  etj.  Gela  posé,  si  l'on  nomme  plan  principal  un  plan  qui 
renferme  avec  l'axe  du  rayon  simple  un  des  axes  de  l'ellipse  décrite, 
et  azimut  principal  y  ou  anomalie  principale,  un  azimut  ou  une  ano- 
malie qui  corresponde  à  un  plan  principal,  on  reconnaîtra  aisément 
{\nune  anomalie  principale  peut  toujours  être  réduite,  au  signe  près,  à  un 
angle  droit.  En  effet,  pour  que  l'équation  (2)  soit  celle  d'une  ellipse 
rapportée  à  ses  axes,  il  faut  que  l'on  ait 

COSÔ  :rr  O. 

Donc,  en  nommant  A  l'anomalie  principale,  on  aura 

A==t-, 
1 

si  l'on  suppose,  comme  on  a  droit  de  le  faire,  0  toujours  renfermé 
entre  les  limites  —  û,  4--.  On  aura  en  particulier 

A=  -, 
2 

si  l'on  admet,  comme  ci-dessus,  que  la  quantité  sinS  sera  positive, 
et  alors,  en  nommant  11  l'azimut  principal,  on  tirera  de  la  formule  (17) 

(i8)  f"»  =  -h-  siiiall. 

Or  de  la  formule  (18),  jointe  à  la  formule  (17),  on  conclut 
(ig)  '  sin2msinô  =:  sin^n. 

En  laissant  le  signe  de  sino  arbitraire,  on  aurait  trouvé  plus  généra- 
lement, au  lieu  de  l'équation  (17),  la  suivante  : 

±  .s  =  —  h^  siri  2CJ  sinô, 
2 
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et,  au  lieu  de  l'équation  (19),  la  suivante  : 
(20)  sin2GTsin(5  =  sin2nsinA. 

Cette  dernière,  dont  le  second  membre  se  réduit  à  sin2n,  on  à 
-sin2ll,  suivantquel'on  aA=  ^  ou  A  =  —  -,  entraine  évidemment 
le  théorème  que  nous  allons  énoncer. 

Théorkme  I.  —  Dans  an  rayon  doué  de  la  polarisation  elliptique, 
le  double  de  l'azimut  relatif  à  un  plan  fixe,  et  le  double  d'un  azimut 
principal,  c'est-à-dire  de  l'azimut  relatif  à  l'un  des  plans  principaux, 
offrent  des  sinus  dont  le  rapport  est  le  sinus  de  l'anomalie  relative  au  plan 
fixe,  ou  ce  sinus  pris  en  signe  contraire,  suivant  que  l'anomalie  princi- 
pale est  réductible  à  -\ —  ou  à  —  -• 


Au  reste,  l'azimut  et  l'anomalie  relatifs  à  un  plan  fixe,  dans  un 
rayon  simple  doué  de  la  polarisation  elliptique,  satisfont  encore  à 
d'autres  théorèmes  qu'on  peut  établir  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes : 

On  tire  des  équations  (i)  jointes  aux  formules  (  7 ) 

(21)  ç  =  hcosGTCos(kv  — sf  4-}.),        ry  =  h  sin!37COs(kt  —  s^+ |ui). 

Si  d'ailleurs  on  prend  pour  axes  coordonnés  des  x,y  les  axes  de  l'el- 
lipse décrite  par  une  molécule  située  dans  le  plan  invariable,  et  si  l'on 
choisit  le  demi-axe  des  7  positives  de  manière  que  le  mouvement  de 
la  molécule  autour  du  centre  de  l'ellipse  soit  un  mouvement  de  rota- 
tion direct,  l'anomalie  0  =  ui  —  v  sera  réductible  à  Tanomalie  princi- 
pale ^  =  ^'  et,  comme  on  aura  par  suite 

ÎÎT  =  II.  U.:=z'k-\-  -,  ■ 

2 

les  équations  (21)  donneront 

(22)  |  =  licosIIcos(s^  —  kl  — >,),         Y]  =  ti  sinnsin(si  — kl  —  ).). 
Knfin,  si  l'on  considère  une  molécule  située,  non  plus  dans  le  plan 
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invariable,  mais  à  une  distance  t  de  ce  plan  déterminée  par  la  for- 
mule 

kt  +  >.  =r  O, 

les  équations  (22)  deviendront  simplement 

(28)  ^  =:  h  cosll  coss^,         Y)  =rr  h  sinllsins^ 

Au  reste,  la  nouvelle  molécule  dont  il  s'agit  sera  évidemment  l'une 
de  celles  qui,  à  l'origine  du  mouvement,  c'est-à-dire  pour  une  valeur 
nulle  de  t,  se  trouvaient  situées  sur  l'axe  des  xQi  du  côté  des  x  posi- 
tives. On  peut  d'ailleurs  disposer  du  plan  des  ^,  r  de  manière  qu'il 
renferme  cette  molécule,  et  par  conséquent  de  manière  qu'elle  corres- 
ponde à  une  valeur  nulle  de  ï. 

Supposons  maintenant  que,  dans  le  plan  invariable  des  x,  y,  on  im- 
prime un  mouvement  direct  de  rotation  aux  axes  coordonnés,  en  fai- 
sant décrire  à  l'axe  des  x  un  certain  angle,  désigné  par  i.  En  nommant 
^,y  Y),  ce  que  deviendront,  après  la  rotation  effectuée,  les  variables  ^,  yj, 
l'on  trouvera,  au  lieu  des  formules  (9), 

(24)  |;= /■cos(/;  —  t),         r)^=  rsin(/;  — 0; 

et,  comme  on  aura  d'ailleurs 

cos(/>»  —  i)=L  cos/>cosj.-i-siny^  sine,         sin(/^  —  0  =  sin/)  cost  —  cos/?  siiu, 
les  formules  (24),  jointes  aux  équations  (9),  donneront 
(2.5)  Ç/=:  4  cost  +  Yî  siiii,         y)^=:Tn  cos!,  —  (^  siru, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  formules  (23), 
1^  ■=  l)(cost  cosll  coss^  -t-sintsiiiIIsinsO; 


(26)  , 

I  rj^=  h(cost  sinllsins^  —  sin  t  cosII  cossO 

Or,  comme  les  valeurs  de  \,,  r,^,  données  par  les  équations  (26),  repré- 
sentent les  déplacements  d'une  molécule  mesurés  parallèlement  à 
deux  axes  rectangulaires  tracés  arbitrairement  dans  le  plan  invariable, 
ces  valeurs  doivent  être  de  la  même  forme  que  les  valeurs  de  ^,  y] 
fournies  par  les  équations  (21).  Donc  les  paramètres  angulaires  X,  a. 
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relatifs  à  ces  nouveaux  axes,  et  l'azimut  tj  relatif  au  nouvel  axe  des  x, 
vérifieront  les  formules 

cosGT  cos(kt  —  s^  -i-  ?,)  —  cos'.  cosll  coss^  +  sitii  siiill  sins^, 
sinracos(ki  —  st~-ix)=  cost  sinll  s'inst  —  siiit  cosllcoss^, 

que  l'on  pourra  réduire  à 

(  coscjcos(s^  — X)  =cost  cosIXcoss^^  sinjsinllsins^, 
(   sin5Tcos(s^  — fz)=r  cost  sinll  sins^  — sirucosIIc.Gss^ 

en  choisissant  le  plan  des  x-,  j  de  manière  à  faire  évanouir  la  distance  x . 
Or,  en  posant  successivement 

2  S  4      ' 

on  tirera  des  formules  (i>7) 

(  coscTcosX—      costcosll,  coscjsiiiA  —  sint  sinll, 
(   smcTcosfj.  =  — siip.  cosll.  sincTSin/jL  =  cost  sihlT.- 
et  comme,  en  nommante  l'anomalie  relative  aux  nouveaux  axes,  on 
aura 

ô  —  /^  —  V, 

coso  -  cosA  cos,a  4-  sinÀ  sinja,         sino  =:  sin,y.  cos/.  —  siiiÂ  cos/a, 
on  trouvera  définitivement 

sin-n  —  cosMI             .    ,,       sinllcosll 
coso  r=  smt  cost : ,         smo=: ,     , 

SniTUCOSCT  SitlGTCOSCT 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(29)  sin  2STC0SÔ  =  —  sin2t  cos^n,         sin2nT  sinô  —  sinall. 

On  tirera  encore  des  formules  (28) 

cos-OT  —  cos^t  cos'll  -+-  siii- 1  siii-II, 

sni-îtî  =  siii-t  cos-n  -I-  cos-t  si  11 -II, 
et  par  suite 


co 


s^'rrr  —  sin-c7  —  (cos-t  —  sirj^t)  (cos*II  —  sin-II), 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3o)  C0S2GT  =  C0S2 '.  COS2IL 

Enfin  on  tirera  des  formules  (29) 

(3i)  ■  cotô  =  — sin2'.col2n. 

Les  formules  (27)  et  celles  que  nous  en  avons  déduites  supposent 
le  demi-axe  des  y  positives  choisi  de  manière  que  le  mouvement  de  la 
molécule  m,  autour  du  centre  de  l'ellipse  décrite,  soit  un  mouvement 
de  rotation  direct;  en  d'autres  termes,  elles  supposent  la  valeur  de 

l'anomalie  principale  A  réductible  à  celle  que  donne  la  formule!  =  -• 
Si  l'on  supposait  au  contraire 


alors,  en  raisonnant  toujours  de  la  même  manic're,  on  se  trouverait 
conduit  à  remplacer  sins/  par  —  sins^  dans  la  seconde  des  formules 
(23);  par  conséquent  à  changer,  dans  les  seconds  membres  des  for- 
mules (27),  le  signe  du  produit  sinll  sins/,  et  à  remplacer  sin  II  par 
—  sinll    dans    les    formules    (28).    Comme  on    a  d'ailleurs,   pour 

2 

sinA=ri 

et,  pour  A  —  —  -> 

sinA  =z—  I, 

il  suit,  de  ce  qu'on  vient  de  dire,  qu'en  laissant  arbitraire  le  signe 
de  A  et  posant  en  conséquence 

A=±:-, 

on  devra,  dans  les  formules  (28),  remplacer  sinll  par  le  produit 
sinll  sinA.  On  trouvera  ainsi  généralement 

I  coscTCOsÀ^      cos',  cosll,         cosGT  sinÀ  =  sin '.  sinll  siriA. 

(32) 

I  sincjcos]jL= — sintcosll,         sincr  sinjui  =  cosc  sinll  sin  A. 

OEufies  de  C.  —  S.  II,  t.  XI.  -42 
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Or,  de  ces  dernières  équations,  jointes  à  la  formule  sinA  =  ±  i,  on 
déduira  encore  la  première  des  formules  (29)  et  l'équation  (3o). 
Mais,  au  lieu  de  la  seconde  des  équations  (29),  on  obtiendra  l'équa- 
tion (20),  et  au  lieu  de  la  formule  (3i)  la  suivante 

(^3)  colô  =  — sin2i  cotall  sinA. 

Nous  avons  déjà  énoncé  le  théorème  que  renferme  la  seconde  des 
équations  (29)  on  plutôt  l'équation  (20).  Quant  aux  formules  (3o) 
et  (33),  elles  renferment  encore  deux  propositions  remarquables,  dont 
nous  avons  donné  d'autres  démonstrations  dans  le  Mémoire  sur  la 
réflexion  et  la  réfraction  de  la  lumière  {voir  le  Recueil  àe  Mémoires  sur 
divers  points  de  Physique  mathématique)  et  dont  voici  les  énoncés  : 

TiiKoiiKMK  II.  —  Dans  un  rayon  doué  de  la  polarisation  elliptique,  le 
double  de  l'azimut  relatif  à  un  plan  fixe  et  le  double  d'un  azimut  prin- 
cipal offrent  des  cosinus  dont  le  rapport  est  le  cosinus  du  double  de 
l'angle  formé  par  le  plan  fixe  avec  le  plan  principal  que  l'on  considère. 

TiiKOKKMK  111.  —  La  cotangente  de  l'anomalie  relative  à  un  plan  fixe 
est  proportionnelle  au  sinus  du  double  de  l'angle  formé  par  le  plan  fixe 
avec  l'un  des  plans  principaux,  et  se  réduit,  au  signe  prés,  au  produit  de 
ce  sinus  par  la  cotangente  du  double  de  l'azimut  principal  relatif  au 
dernier  de  ces  plans. 
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LES  LOIS  DE  LEUK  CO^VERGEINCK. 


Parmi  les  théorèmes  nouveaux,  que  contiennent  mes  Mémoires  de 
i83i  et  i832  sur  la  Mécanique  céleste,  l'un  des  plus  singuliers  et,  en 
même  temps,  l'un  de  ceux  auxquels  les  géomètres  paraissent  attacher 
le  plus  de  prix,  est  celui  qui  donne  immédiatement  les  règles  de  la 
convergence  des  séries  fournies  par  le  développement  des  fonctions 
explicites  et  réduit  simplement  la  loi  de  convergence  à  la  loi  de  con- 
tinuité, la  définition  des  fonctions  continues  n'étant  pas  celle  quia  été 
longtemps  admise  par  les  auteurs  des  Traités  d'Algèbre,  mais  bien  celle 
que  j'ai  adoptée  dans  mon  Analyse  algébrique,  et  suivant  laquelle  une 
fonction  est  continue  entre  des  limites  données  de  la  variable,  lorsque, 
entre  ces  limites,  elle  conserve  constamment  une  valeur  finie  et  déter- 
minée, et  qu'à  un  accroissement  intinimeut  petit  de  la  variable  corres- 
pond un  accroissement  infiniment  petit  de  la  fonction  elle-même. 
Comme  le  remarquait  dernièrement  un  savant,  que  je  m'honore  d'avoir 
vu  assister  autrefois  âmes  leçons,  M.  l'abbé  Moigno,  le  théorème  que 
je  viens  de  rappeler  est  si  fécond  en  résultats  utiles  pour  le  progrès 
des  sciences  mathématiques,  et  il  est  d'ailleurs  d'une  application  si  fa- 
cile, qu'il  y  aurait  de  grands  avantages  à  le  faire  passer  dans  le  calcul 
différentiel  et  à  débarrasser  sa  démonstration  des  signes  d'intégration 
qui  ne  paraissent  pas  devoir  y  entrer  nécessairement.  Ayant  cherché  les 
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moyens  d'atteindre  ce  but,  j'ai  eu  la  satisfaction  de  reconnaître  qu'on 
pouvait  effectivement  y  parvenir,  à  l'aide  des  principes  établis  dans 
mon  Calcul  différentiel  ei  dans  le  Résumé  des  leçons  que  j'ai  données, 
à  l'École  Polytechnique,  sur  le  Calcul  infinitésimal.  En  effet,  à  l'aide 
de  ces  principes,  on  démontre  aisément,  comme  on  le  verra  dans  le 
premier  paragraphe  de  ce  Mémoire,  diverses  propositions  parmi  les- 
quelles se  trouve  le  théorème  que  je  viens  de  citer,  et  l'on  peut  alors, 
non  seulement  reconnaître  dans  quels  cas  les  fonctions  sont  dévelop- 
pables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  as- 
cendantes des  variables  qu'elles  renferment,  mais  encore  assigner  des 
limites  aux  erreurs  que  l'on  commet  en  négligeant,  dans  ces  mêmes 
séries,  les  termes  dont  le  rang  surpasse  un  nombre  donné. 

Le  second  paragraphe  du  Mémoire  se  rapporte  plus  spécialement  au 
développement  des  fonctions  implicites.  Pourdévelopper  ces  sortes  de 
fonctions,  on  a  souvent  fait  usage  de  la  méthode  des  coefficients  in- 
déterminés. Mais  cette  méthode,  qui  suppose  l'existence  d'un  dévelop- 
pement et  même  sa  forme  déjà  connues,  ne  peut  servir  à  constater  ni 
cette  forme,  ni  cette  existence,  et  détermine  seulement  les  coefficients 
que  les  développements  peuvent  contenir,  sans  indiquer  les  valeurs 
entre  lesquelles  les  variables  doivent  se  renfermer  pour  que  les  fonc- 
tions restent  développables.  Il  est  clair,  par  ce  motif,  que  beaucoup 
de  démonstrations,  admises  autrefois  sans  contestation,  doivent  être 
regardées  comme  insuffisantes.  Telle  est,  en   particulier,  la   démons- 
tration que  M.  Laplace  a  donnée  de  la  formule  de  Lagrange'et  que 
Lagrange  a  insérée  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques.  Des  dé- 
monstrations plus  rigoureuses  de  la  même  formule  sont  celles  où  l'on 
commence  par  faire  voir  que  la  multiplication  de  deux  séries  sembla- 
bles à  la  série  de  Lagrange  reproduit  une  série  de  même  forme  et  celle 
que  j'ai  donnée  dans  le  Mémoire  sur  la  Mécanique  céleste,  publié  en 
i83i>  (').  Mais,  de  ces  deux  démonstrations,  la  première  est  assez 
longue  et  la- seconde  exige  l'emploi  des  intégrales  définies.  Or,  comme 

(')  Œuvres  de  Caucliy,  •;•/  série,  t.  XV. 
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la  formule  de  Lagrange  et  d'autres  formules  analogues  servent  à  la  solu- 
tion d'un  grand  nombre  de  problèmes,  j'ai  pensé  qu'il  serait  utile  d'en 
donner  une  démonstration  très  simple,  et  en  quelque  sorte  élémen- 
taire. Tel  est  l'objet  que  je  me  suis  proposé  dans  le  second  paragraphe 
du  présent  Mémoire. 

ANALYSE. 

§  1.   —  Développement  des  fonctions  en  séries  convergentes. 
Règles  sur  la  convergence  de  ces  développements  et  limites  des  restes. 

La  théorie  du  développement  des  fonctions  en  séries  ordonnées, 
suivant  les  puissances  ascendantes  des  variables,  est  une  conséquence 
immédiate  de  deux  théorèmes,  dont  la  démonstration  se  déduit, 
comme  on  va  le  voir,  des  principes  établis  dans  mon  Calcul  différentiel 
et  des  propriétés  connues  des  racines  de  l'unité. 

Théorème  I.  —  Soit 

X  ^=  reP^-^ 

une  variable  imaginaire  dont  le  modale  soit  r  et  l'argument  p.    Soit 

encore 

Tn{x) 

une  fonction  de  la  variable  x  qui  reste  finie  et  continue,  ainsi  que  sa 

dérivée  tn'  (x),  pour  des  valeurs  du  module  r  comprises  entre  certaines 

limites, 

r=ro,         rr=l\. 

Enfin,  nommons  n  un  nombre  entier  susceptible  de  croître  indéfini- 
ment^ et  prenons 


0  représentera  une  racine  primitive  de  l'équation 

X"  —  I  ; 

et  si,  en  attribuant  à  r  l'une  quelconque  des  valeurs  comprises  entre  les 
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limites  T\^,  ^,  on  pose 

cT'(r)^  6ct'((5/-) -+- $'ct'(5^-) +..-.+ 5"-'c7'(9"-'r) 
(0 ^ =0, 

0  s  évanouira  sensihlemenl  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n  ;  par  consé- 
quent la  moyenne  arithmétique  entre  les  diverses  valeurs  du  produit 

6"'ct'(6"'/-), 
correspondant  aux  valeurs 

o,     1 ,     2,     . . . ,     n  —  I 
du  nombre  m,  se  réduira  sensiblement  à  zéro^  en  même  temps  que  -• 

Démonstration.  —  En  effet,  si  l'on  nomme  i  un  accroissement  attribué 
à  une  valeur  de  x  dans  le  voisinage  de  laquelle  la  fonction  cr  (x)  et  sa 
dérivée  m' (x)  restent  finies  et  continues,  on  aura,  pour  les  valeurs 
de  i  peu  différentes  de  zéro  {voir  le  Calcul  différentiel), 

y  devant  s'évanouir  avec  /.  On  aura  donc  par  suite 

'^'  \   ' 

Oo,  0,,  ..  .,  o„_,  devant  s'évanouir  avec  0 —  i,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  avec  -;  puis,  en  posant  pour  abréger 

Ôo-4- ô,  H-.  .  .+ 0„_i 

t=  —  0, 

n 

c'est-à-dire  en  représentant  par  —  o  la  moyenne  arithmétique  entre 
les  expressions  imaginaires, 

on  tirera  des  équations  (2) 

{'J  —  \)r 
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Enfin,  comme  on  aura  précisément 

B"=i,         gj(9«/')  =  ct(/-), 

l'équation  (3)  se  réduira  simplement  à  l'équation  (i).  D'autre  part, 
comme  la  somme  de  plusieurs  expressions  imaginaires  offre  un  mo- 
dule inférieur  à  la  somme  de  leurs  modules,  la  moyenne  —  §  offrira 
un  module  inférieur  au  plus  grand  des  modules  de 

Donc  §  s'évanouira  en  même  temps  que  chacun  d'eux,  c'est-à-dire 
en  même  temps  que-;  ce  qui  démontre  l'exactitude  du  théorème  I. 

TiiÉORÈMK  IL  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  /, 
si  ion  fait^  pour  abréger^ 

(A)  !*(,'■)  — j^ ' 

c'est-à-dire  si  ion  représente  par  II (^z)  la  moyenne  arithmétique  entre 
les  diverses  valeurs  de 

correspondant  aux  valeurs 

o,      1 ,     2,     3,      ....     n  —  I 

du  nombre  m;  alors,  pour  de  grandes  valeurs  de  n,  la  fonction  \\(^r) 
restera  sensiblement  invariable  entre  les  limites  r  =^  r^^,  r  =  R. 

Démonstration.  —  Supposons  qu'à  une  valeur  de  r  comprise  entre 
les  limites  ;•„,  R,  on  attribue  un  accroissement  p  assez  petit  pour  que 
rH-p  soit  encore  compris  entre  ces  limites.  Les  accroissements  cor- 
respondants des  divers  termes  de  la  suite 

seront  de  la  forme 


(5) 


ro(/-  +  p)  — CT(/-)  =  p[gj'(/-)  -h£o], 

CT[9(/-4-p)]       —miOr)        — p[5rrr'(5/-) +£,], 


CTT 


yrju-i^,.  _^  p)]  _  55(5"-' /•)  =r  pL6)"-'ct'('^"-''-)  +  5,.-l], 
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£o,  £,,  ...,  i,i-\  désignant  des  expressions  imaginaires  qui  s'évanouiront 
avec-;  et  par  suite  la  moyenne  arithmétique  entre  ces  mêmes  accrois- 
sements ou  la  dilïerence 

n(r+p)  — n(r) 

se  trouvera  déterminée  par  la  formule 


(6)     n(/--^p)  — n(r)  =  p 
la  valeur  de  £  étant 

^_  £o-t-£l-+-.  .  .+  £,,-1 


+  £> 


On  aura  donc,  eu  égard  à  la  formule  (i), 

n(/-  +  p)— II(/-)r=p(£  —  d), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(8)  n(r4-p)-n(/-)  =  so, 

i  représentant  la  dilïerence  £  —  o  et  devant,  comme  £  et  o,  s'évanouir 


avec  - 

n 


On  conclura  facilement  de  la  formule  (8)  que,  pour  de  grandes  va- 
leurs de  71,  la  fonction  II(r)  reste  sensiblement  invariable  entre  les 
limites  /•  —  /■(,,  r  ==  R,  en  sorte  qu'on  a,  par  exemple,  sans  erreur 
sensible, 

(9)  n(K)r=ii(/-o). 

Effectivement,  pour  établir  cette  dernière  équation,  il  suffira  de 
partager  la  différence 

en  éléments  très  petits  égaux  entre  eux,  et  la  diiférence 

II(Il)-II(/-o) 

en  éléments  correspondants,  puis  d'observer  que,  si  l'on  prend  pour  p 
un  des  éléments  do  la  première  différence,  la  seconde  différence  sera, 
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en  vertu  de  la  formule  (8),  le  produit  de  p  par  la  somme  des  valeurs 
de  i,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  produit  de  K  —  r„  par  une  movenne 
arithmétique  entre  les  diverses  valeurs  de  i.  Soit  I  cette  moyenne 
arithmétique,  on  aura 

n(i{)-n(/'o)  =  i(i{-/-o); 

et,  comme  le  module  de  I  ne  pourra  surpasser  le  plus  grand  des 
modules  de  i,  il  est  clair  que  I,  tout  comme  i,  devra  s'évanouir  avec  -• 

a 

Donc  le  produit 

l(R-/-o) 

devra  lui-même  s'évanouir  sensiblement  pour  de  grandes  valeurs  de  n , 
du  moins  tant  que  R  conservera  une  valeur  finie.  On  prouverait  de  la 
même  manière  que,  si  la  valeur  de  r  est  comprise  entre  les  limites 
r^,  R,  on  aura  sensiblement,  pour  de  grandes  valeurs  de  n, 

(lo)  \\{r)  =  \\{r,). 

Nota.  —  Le  second  membre  de  la  formule  (4)  n'est  autre  chose  que 
la  moyenne  arithmétique  entre  les  diverses  valeurs  de  la  fonction 

qui  correspondent  à  un  même  module  r  de  la  variable  x,  et  à  des  va- 
leurs d«  -  représentées  par  les  diverses  racines  de  l'unité  du  degré  n. 

La  limite  vers  laquelle  converge  cette  moyenne  arithmétique,  tandis 
que  le  nombre  n  croit  indéfiniment,  est  ce  qu'on  pourrait  [appeler  la 
valeur  moyenne  de  la  fonction  ci  (.^),  pour  le  module  donné  r  de  la 
variable  x.  Lorsqu'on  admet  cette  définition,  le  théorème  II  peut 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Si  la  fonction  cy  (x)  et  sa  dérivée  ttî'  (x)  restent  finies  et  continues  pour 
un  module  r  de  x  renfermé  entre  les  limites  /•„,  R,  la  valeur  moyenne  de 
tn  (^)  correspondant  au  module  r,  supposé  compris  entre  les  limites 
^0,  R,  sera  indépendante  de  ce  module. 

OEttvres  de  C.  —  S.  U,  t.  XI.  43 
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Corollaire  1.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  les 
théorèmes  J  et  II,  si  la  fonction  r^ioc)  et  sa  dérivée  restent  encore  con- 
tinues, pour  un  module  /'de  x  renfermé  entre  les  limites o,  R,  on  aura 
sensiblement,  pour  un  semblable  module  et  pour  de  grandes  valeurs 
de  //, 

(11)  n(/-)  =  n(o). 

Corollaire  II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le 
corollaire  I,  si  la  fonction  ^(x)  s'évanouit  avec  œ,  on  pourra  en  dire 
autant  de  la  fonction  n(a^),  et  par  suite  on  aura  sensiblement,  pour  de 
grandes  valeurs  de  /i, 

(12)  n(/-)  =  o. 

Corollaire  111.  —  Concevons  maintenant  que  l'on  pose 

,   os  ,       '     !•(:;) -f(.r) 

f(s)  désignant  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue  avec  sa 
dérivée  ï'(z),  pour  un  module  r  de  z  compris  entre  les  limites  o,  R. 
II(^),  ainsi  que  rn(z),  s'évanouira  pour  une  valeur  nulle  de  z,  et  si, 
en  posant  pour  abréger 

(>4)  o{z)=-±-f{z),  ^(-)=-J_f(^), 

on  nomme  r' 

4)(-),     Wiz) 

ce  que  devient  !!(-)  quand  on  remplace  cnr  (:;)  par  o  (z)  ou  par  '\'(z), 
alors,  en  vertu  de  la  formule  (12),  on  aura  sensiblement,  pour  de 
grandes  valeurs  de  n  et  pour  un  module  /-  de  z  inférieur  à  R, 

(i5)  <^{r)  —  W{r)  =  o. 

D'autre  part,  si  l'on  suppose  le  module  r  de  z  supérieur  au  module 
de  X,  on  aura 


I  4-  z~^  X  -h  z~^x^ 


y  — m  rptn 
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et  par  suite,  en  vertu  de  la  formule  (4), 

W{r)  =  f(a;)l—^ ^^ ^---^^ r- 
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X 


le  signe  Z  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières,  nulles  ou  positives 
de/w.  D'ailleurs,  comme  le  rapport 


I   4_  Ô-'"_|-  0-2'«_|_.  .  .4_  f)'{n-\), 


I      I  —  ^-"' 

Ti    I  —  6-" 


se  réduira  toujours  évidemment  ou  à  l'unité  ou  à  zéro,  suivant  que  m 
sera  ou  ne  sera  pas  divisible  par  n,  la  valeur  précédente  de  ^(r)  de- 
viendra 


^<'-'=[-(;^r-(7r 


f(.r) 


■  f(x: 


Donc,  le  module  de  -  étant  inférieur  à  l'unité,  on  aura  sensiblement, 
pour  de  grandes  valeurs  de  n, 

et  par  suite,  en  vertu  de  la  formule  (lo), 
(i6)  f(.r)  =  <!»(/•), 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 

Or 


(17)      f(^-)==- 


{'•) 


f(9/-) 


P,n-\  ,. 


f(  5"- •/■)]. 


En  vertu  de  cette  dernière  équation,  qui  devient  rigoureuse  quand  n 
devient  infini,  la  fonction  î{x)  pourra  être  généralement  représentée 
par  la  valeur  moyenne  du  produit 


(18) 


f(c) 


correspondant  au  module  r  de  la  varfable  z,  si,  le  module  de  x  étant 
inférieur  au  module  rde  5,  la  fonction  f  (:;)  et  sa  dérivée  f'(5)  restent 
finies  et  continues  pour  ce  module  de  z  ou  pour  un  module  plus  petit. 
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D'ailleurs  la  fraction 


et  par  suite  le  produit  (i8),  seront,  pour  un  module  de  x  inférieur  au 
module /-de  z,  développables  en  séries  convergentes  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x.  On  pourra  donc  en  dire  autant 
du  second  membre  de  la  formule  (17)  et  de  la  fonction  ï{x),  quand  le 
module  de  a;  sera  inférieur  au  plus  petit  des  modules  de  :?  pour  les- 
quels la  fonction  f  (:;)  cesse  d'être  finie  et  continue.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

ïiiKOHK.MK  III.  — Si  l'on  attribue  à  la  variable  x  un  module  inférieur 
au  plus  petit  de  ceux  pour  lesquels  une  des  deux  fonctions  f(x),  f  (x) 
cesse  d'être  finie  et  continue,  la  fonction  f  {x)  pourra  être  représentée 
par  la  valeur  moyenne  du  produit 


correspondant  à  un  module  r  de  z,  qui  surpasse  le  module  donné  de  x  ; 
et  sera  par  conséquent  développable  en  série  convergente,  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  la  variable  x. 

Nota.  —  Comme  en  supposant  la  fonction  ï{x)  développable  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x,  et  de  la  forme 

(19)  f(.r)  =  «o-h  (7i^  +  a2.r-^4-. .  ., 

on  tirera  de  l'équation  (19)  et  de  ses  dérivées  relatives  à  x 

r,    ,  f'(o)  r(o) 

il  est  clair  que  le  développement  de  f(^),  déduit  du  théorème  II,  ne 
différera  pas  de  celui  que  fournirait  la  formule  de  Taylor.  On  arrive 
encore  aux  mêmes  conclusions  en  observant  que  le  produit 
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développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ce,  donne  pour  déve- 
loppement la  série 

r(.,,    JSf,    ..fli) 

Donc,  dans  le  développement  de  f(^),  le  terme  constant  devra  se  ré- 
duire à  la  valeur  moyenne  de  f(:;),  laquelle,  en  vertu  du  théorème  II, 
est  précisément  f(o);  le  coefficient  de  x,  à  la  valeur  moyenne  du 

rapport  -^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  du  rapport 

f(^)-r(o)  ■     • 
2 ' 

et  par  conséquent  à  la  valeur  commune  ^'(o),  ([ue  prennent  ce  rapport 
et  la  fonction  f'(-),  pour  ^  =  o,  etc. 

Quant  au  reste  qui  devra  compléter  la  série  de  Taylor,  réduite  à  ses 
n  premiers  termes,  il  se  déduira  encore  facilement  des  principes  que 
nous  venons  d'établir.  En  effet,  puisqu'on  aura 


I  H 


^) 


et,  par  suite, 


^f(.)^f(.)  +  :;f(.)+gr(.)+...+  ^f(.)4-  ,„_.";'         f(.), 

il  est  clair  que  le  reste  dont  il  s'agit  sera  la  valeur  moyenne  du 
produit 

considéré  comme  fonction  de  z,  pour  un  module  r  de  z  supérieur  au 
module  donné  de  oo.  Donc,  si  l'on  nomme  A  le  plus  grand  des  modules 
de  f(^)  correspondant  au  module  r  de  z,  et  X  le  module  attribué  à  la 
variable  x,  le  reste  de  la  série  de  Taylor  aura  pour  module  un  nombre 
inférieur  au  produit 


(/•-X) 
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par  conséquent  inférieur  au  reste  de  la  progression  géométrique  que 
l'on  obtient,  en  développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x, 
le  rapport 

On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  III, 
si  l'on  arrête  le  développement  de  la  fonction  ï{oo)  après  le  n''""''  terme, 
le  reste  qui  devra  compléter  le  développement  sera  la  valeur  moyenne  du 

produit 

-'^rf(£) 

> 

z  —  .r 

pour  un  module  r  de  z  supérieur  au  module  donné  de  x.  Si  d'ailleurs  on 
nomme  Si  le  plus  grand  des  modules  de  î(z)  correspondant  au  module  r 
de  Zy  et\  le  module  attribué  à  x^  le  module  du  reste  ne  surpassera  pas 
le  produit 


/•  /       /• 


Les  principes  ci-dessus  exposés,  particulièrement  les  notions  des 
valeurs  moyennes  des  fonctions  pour  des  modules  donnés  des  variables 
et  les  divers  théorèmes  que  nous  venons  d'établir  peuvent  être  immé- 
diatement étendus  et  appliqués  à  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 
On  obtiendra  de  cette  manière  de  nouveaux  énoncés  des  propositions 
que  renferme  le  Mémoire  sur  la  Mécanique  céleste,  publié  en  i832,  et 
l'on  arrivera,  par  exemple,  au  théorème  suivant  : 

TnKOUKAU-:  V.  —  Soient  x,  y,  z,  . . .  plusieurs  variables  réelles  ou  ima- 
ginaires. La  fonction  ï(x,  y,  z,  ...)  sera  développable  par  la  formule 
de  Maclaurin,  étendue  au  cas  de  plusieurs  variables,  en  une  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  y,  :;,  ...  si  les 
modules  X,  Y,  Z,  ...  des  variables  x,  y^  z,  ...  conservent  des  valeurs  in- 
férieures à  celles  pour  lesquelles  la  fonction  reste  finie  et  continue.  Soient 
r,r' ,  r" ,  ...  ces  dernières  valeurs  ou  des  valeurs  plus  petites,  et  ^  le  plus 
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grand  des  modules  de  ï{x,  y,  z,  ...)  correspondant  au  module  r  de  x,  au 
module  r'  dey,  au  module  r"  de  z....  Les  modules  du  terme  général  el  du 
reste  de  la  série  en  question  seront  respectivement  inférieurs  aux  modules 
du  terme  général  et  du  reste  de  la  série  qui  a  pour  somme  le  produit 


/  —  \  /'—Y  r"— Z 


c'îl 


v^  II.   —  Développement  des  fonctions  implicites.  Formule  de  Lagrange. 

Les  principes  établis  dans  le  paragraphe  précédent  peuvent  être  ap- 
pliqués non  seulement  au  développement  des  fonctions  explicites, 
mais  encore  au  développement  des  fonctions  implicites,  par  exemple 
de  celles  qui  représentent  les  racines  des  équations  algébriques  et 
transcendantes.  Alors  la  loi  de  convergence  se  réduit  encore  à  la  loi  de 
continuité.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  variable  x  soit  dé- 
terminée en  fonction  de  la  variable  £  par  une  équation  algébrique  ou 
transcendante  de  la  forme 

GT(.r)  étant  une  fonction  explicite  et  donnée  de  x  qui  ne  renferme  point 
£,  et  ne  devienne  point  nulle  ni  infinie  pour  x  =  o.  Parmi  les  racines 
de  l'équation  (i),  il  en  existera  une  qui  s'évanouira  en  même  temps 
que  £.  Or  cette  racine,  si  l'on  fait  croître  le  module  de  £  par  degrés  in- 
sensibles, variera  elle-même  insensiblement,  ainsi  que  sa  dérivée  rela- 
tive à  £,  en  restant  fonction  continue  de  la  variable  £,  jusqu'à  ce  que 
cette  variable  acquière  une  valeur  pour  laquelle  deux  racines  de  l'équa- 
tion (i)  deviennent  égales  ('),  pourvu  toutefois  que  dans  l'intervalle 

(1)  Lorsque  la  variable  z  acquiert  une  valeur  pour  laquelle  la  plus  petite  racine  de 
l'équation  (i)  cesse  d'être  une  racine  simple,  la  dérivée  de  cette  racine,  relative  à  s, 
devient  infinie  et  par  conséquent  discontinue.  En  effet,  on  tire  généralement  de  l'équa- 
tion (i) 

I  —  fus  {x) 

el  il  est  clair  qut^  cette  valeur  \)-,x  se  présente  sous  la  forme  -,  quand  on  choisit  e  de 

o     ^ 
manière  à  vérifier  l'équation  (2). 
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la  valeur  de  gj(x),  correspondant  à  la  racine  dont  il  s'agit,  ne  cesse 
pas  d'être  continue.  Donc,  si  la  fonction  ©(a?)  reste  continue  pour  des 
valeurs  quelconques  de  x,  celles  des  racines  de  l'équation  (i)  qui  s'é- 
vanouit avec  £  sera  développable  en  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  z,  pour  tout  module  de  la  variable  z 
inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  introduisent  des  racines  égales  dans 
l'équation  (i),  et  rendent  ces  racines  communes  à  l'équation  (i)  et  à 
sa  dérivée 
(2)  i  =  £m'(^), 

par  conséquent,  pour  tout  module  de  i  inférieur  au  plus  petit  de  ceux 
qui  répondent  aux  équations  simultanées 

"^     ^  Xîj{x)  X 

Ainsi,  par  exemple,  la  plus  petite  racine  x  de  l'équation 

ir\  X  =  e  cos.r 

sera  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  £,  pour  tout  module  de  £  inférieur  au  plus  petit 
de  ceux  qui  répondent  aux  équations  simultanées 

X  cosx 

dont  la  seconde  peut  être  réduite  à 

ou  bien  encore  remplacée  par  la  formule 

cos^ -H  .^  sin:r  —  o, 

qui,  lorsqu'on  développe  sin^ret  cos^,  devient 

X^  I  J?*  1  ^  _  _        Q 

(7)  '~^T~7n^  /i  "^  1.2.34  6      ■*' 

Or,  si  l'on  nomme  X  le  module  de  la  variable  réelle  ou  imaginaire  x, 
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le  module  du  polynôme 


I       X* 


2  1.2     4      '     1.2.3.4    -^6 

ne  pourra  surpasser  la  somme  des  modules  de  ses  divers  termes, 
savoir 

2  1.24  J  .  2  . 3 .  .4     6 

d'où  il  résulte  que  l'équation  (G)  ou  (7)  n'admettra  point  déracines 
réelles  ou  imaginaires,  dont  les  modules  soient  inférieurs  à  la  racine 
positive  unique  de  l'équation 

(8)  ^  +  ^^'-.        ■        ^* 


2  1.2.1  1.2.3.46 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'équation 

,    ,  e^  -4-  e-^        -,  6'^  —  e-^ 

(9)  ^ —  o, 

2  2 

qu'on  peut  encore  présenter  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 

(10)  X=^i  +  ^^, 

(11)  2X  — l(\  +  i)  +  l(\-i)  =  o, 

la  lettre  1  indiquant  un  logarithme  népérien.  D'ailleurs  cette  racine  X, 
supérieure  à  l'unité  en  vertu  de  la  formule  (10),  sera,  en  vertu  de  la 
formule  (8),  inférieure  à  la  racine  positive  de  l'équation 

X'^  1     X^__ 

2  1.24 

c'est-à-dire  au  nombre 


V —  2  +  \/l2  =  I,2IOO   ... 

et  si  l'on  pose,  dans  l'équation  (8)  ou  (11), 

X  m  ,  2  4-  «, 

i  sera  renfermé  entre  les  limites  —  0,2  et  o,  i .  Cela  posé,  en  considè- 

Œmres  rfe  C.  —  S.  H,  i.  \I .  44 
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rant  1,2  comme  une  première  valeur  approchée  de  la  racine  positive  X 
de  l'équation  (8),  on  obtiendra  facilement  par  la  méthode  de  Newton, 
ou  par  l'emploi  de  la  formule  de  Taylor,  de  nouvelles  valeurs  de  plus 
en  plus  approchées,  et  l'on  trouvera  ('),  en  poussant  l'approximation 
jusqu'aux  millionièmes  inclusivement 

X  =  i,i99  678  .... 

Cette  dernière  valeur  de  X  représente  donc  une  limite  inférieure  que 
ne  peuvent  dépasser  les  modules  des  valeurs  de  x  qui  vérifient  l'équa- 
tion (G)  ou  (7).  Mais  ces  modules  peuvent  atteindre  la  limite  dont  il 

(*)  Si  l'on  désigne  par  F(X)  le   premier  membre  de  l'cquation  (i  i),  par  «  la  valeur 
approchée  1,2  de  la  racine  X  et  par  a  +  i  sa  valeur  exacte,  on  aura 

F(X)  =  F(rt  +  0  =  F(«)  -4-  tF'(«  +  00, 

0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  et  les  valeurs  de  F'(X),  F'  («  +  Oi)  étant 

F'(X)=  ^.  F'(rt-i-Oi)=  ''-^. 

delà  posé,  l'équation 

F(X)  =  o 
donnera 

.  =  -'-'"-'">'f(.). 

•2 

et,  comme  on  aura  encore 

rt  =  i,v.,     F(a)  =  art  —  1  (  ^^— !■  )  =  2,4  _l(ii)  =  o,oo2io5, 


on  trouvera  définitivement 

t  =  —  G ,  002 1  o5 

9. 

En  vertu   de  cette  dernière  équation,   non  seulement   i  sera  négatif,  mais  de  plus  sa 
valeur  numérique  sera  inférieure  au  produit 

.  \  —  {\. ■>)-"- 

0,002I0J  =.  o,ooo32i6, 

2 

et  par  suite  supérieure  au  produit 

.1  —  (1,2 — 0,000821 6  )-2 

o,oo2io3 '- : :—-  =  G, 0008212 

2 

Donc,  en  poussant  l'approximation  jusqu'aux  millionièmes,  on  aura  i=  — o,ooo32t... 
X  =  i,2  —  g,gog32i...  =1,199678.... 
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s'agit,  puisqu'on  satisfait  à  l'équation  (7)  en  supposant 

.r  =  X  v/— I  =  1 ,  199  678 . . .  v/— 1 

et  prenant  pour  X  la  valeur  positive  de  l'équation  (8).  Ce  n'est  pas 
tout  :  comme,  en  vertu  des  formules  (5),  on  aura 

X  —  I 


cos^        sin.2-' 
on  en  conclura 

x"-  I  ù 

V 


cos-^r       sin^^       cos^j:  H- sin'^^r' 
par  conséquent 

(12)  £2=a2-i-i. 

Or,  si  l'on  suppose  le  module  X  de  ^  égal  ou  supérieur  au  nombre 

1,199678,     ... 

alors,  en  vertu  de  la  formule  (12),  le  module  correspondant  de  i^  sera 
égal  ou  supérieur  à  la  différence 

et  le  module  de  £  sera  égal  ou  supérieur  à 


par  conséquent  à  la  limite 


V^(i,  '99678  •  •  •)'—  1^=0,6627/42,  ., 
qu'il  atteindra  si  l'on  suppose 


^  =  1, 199678  .. .  \J—  1. 

Donc  le  plus  petit  des  modules  de  £  qui  répondent  aux  équations  (5) 

sera 

0,662  742, 

et  par  conséquent  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
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sera  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  '.,  pour  tout  module  de  £  inférieur  au  nombre 

0,66274*-^ On  se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à  un  résultat 

auquel  M.  Laplace  est  parvenu  par  des  calculs  assez  longs  dans  son 
Mémoire  sur  la  convergence  de  la  série  que  fournit  le  développement 
du  rayon  vecteur  d'une  planète  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
l'excentricité. 

Il  nous  reste  à  indi(|uer  une  méthode  très  simple,  à  l'aide  de  laquelle 
on  peut  souvent  construire  avec  une  grande  facilité  les  développe- 
ments des  fonctions  implicites.  Pour  ne  pas  trop  allonger  ce  Mémoire, 
nous  nous  contenterons  ici  d'appliquer  cette  méthode  au  développe- 
ment de  la  plus  petite  racine  x  de  l'équation  (i),  ou  d'une  fonction 
de  cette  racine. 

Nommons  a  celle  des  racines  de  l'équation  (i)  qui  s'évanouit  avec  £, 
et  que  nous  supposerons  être  une  racine  simple.  On  aura  identique- 
ment 

(  I  3  )  ^  —  £  m  (  .r  )  — •  (  .r  —  a  )  II  (  ^  ) , 

n(^)  désignant  une  fonction  de  x  (|ui  ne  deviendra  point  nulle  ni  in- 
finie pour  X  =  o.  Or,  de  l'équation  (i 3),  jointe  à  sa  dérivée,  on  déduira 
la  suivante 

^  '  '*  '  .r  —  c  C7  (  j';  )  ~  ^-  —  a  "^  II  (  ^  )  ' 

qu'on  obtiendrait  immédiatement  en  prenant  les  dérivées  logarith- 
miques des  deux  membres  de  l'équation  (i3).  On  aura  donc,  par 
suite, 

n'(^)         I  — £CT'(.-r)  I 


(i5 


II  (x)         .r  — £CT(a-)        a;  —  ce 


D'ailleurs,  pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  rapprochées  de  zéro, 
la  fond  ion 

II' (a:) 
Il  (a.-) 

sera  généralement  développable  en  une  série  convergente  ordonnée 
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suivant  les  puissances  ascendantes,  entières  et  positives  de  x.  Ainsi, 
en  particulier,  si  n(^)  est  une  fonction  de  a?,  et  si  l'on  nomme  (3,  y,  . . . 
les  racines  de  l'équation 

(i6)  n(^)  =  o, 

on  aura  identiquement 

('7)  n(^)  =  k(*--S)(^-y)  ..., 

k  désignant  un  coefficient  indépendant  de  x,  et  par  suite 

n'(^)  I  r 


(i8) 


II(^)        ^  —  3 


Donc  alors  on  aura,  pour  tout  module  de  x  inférieur  aux  modules  des 
racines  |3,  y,  . . ., 

/    N  n'(^)        / 1      I         \     / 1       I 

(•9) 


\\{x\ 


r 


Donc  aussi  le  second  membre  de  l'équation  (i 5)  devra  être  dévelop- 
pable,  pour  des  modules  de  x  qui  ne  dépasseront  pas  certaines  limites, 
en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes, 
entières  et  positives  de  x.  Or  il  semble  au  premier  abord  que,  pour  de 
très  petits  modules  de  £  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  de  très 
petits  modules  de  a,  ce  développement  ne  puisse  s'effectuer.  Car,  si  le 
module  de  a  devient  inférieur  à  celui  de  x  et  le  module  de  £  à  celui  de 

—-^5  alors,  en  posant,  pour  abréger, 
on  trouvera 

(2o)  =:_-|  +         ^...^ 

X  —  a        X        X-        x^ 

x  —  zm{x)       X  \.i'/        2     ""Xx' j        3     ^\  ^\/ 

De  plus,  en  désignant  par  i  un  nombre  infiniment  pelit  qu'on  devra 
réduire  à  zéro,  après  les  dilïerentiations  effectuées,  et  par  :s  ce  que 
devient  oX-  quand  on  remplace  x  par  i,  on  aura  encore,  en  vertu  de  la 
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formule  de  Maclaurin, 


(9.2) 


et 


;\;  :^^  +f  D,5  -+-  — D?5  + 

I  1.2 


I  1.2' 


Do:-    =-      ^H l)^> 


-P  X-'  1.2 

(23)  ^'    n     :^:=:_o£_-!.£i^  1 

^'  ~      ^or-^        I     ^^    "^  1.2.3     • 


et  par  suite  le  second  membre  de  la  formule  (i5),  développé  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  ^,  renfermera  en  apparence  non  seule- 
ment des  puissances  positives,  mais  encore  des  puissances  négatives 
de  X,  ces  dernières  même  étant,  à  ce  qu'il  semble,  en  nombre  infini. 
Toutefois,  il  importe  d'observer  qu'en  supposant  le  module  de  a  très 
petit,  on  pourra  développer  £,  i-,  ...  et  par  suite  les  seconds  membres, 
des  formules  (21)  et  (i5),  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a. 
Alors  le  second  membre  de  la  formule  (i5),  développé  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  et  de  a,  offrira,  il  est  vrai,  des  puissances 
positives  et  des  puissances  négatives  de  x,  mais  seulement  des  puis- 
sances positives  de  a,  et  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque 
de  a,  par  exemple  de  ce'",  dans  ce  second  membre,  sera  la  son^me  ii„, 
d'une  série  qui  renfermera  un  nombre  infini  de  puissances  positives 
de  X,  avec  les  seules  puissances  négatives 


I 

I 

I»      •• 

1 

ce"'' 

a:'"- 

•  5 

a: 

D'autre   part,   en   vertu    des   principes   établis   dans   le   paragraphe 

précédent  (théorème  V),  la  fonction  -rr^  sera  développable  en  une 

série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes,  en- 
tières et  positives  de  x  et  de  a,  tant  que  les  modules  de  ^  et  de  a  ne 
dépasseront  pas  les  limites  au  delà  desquelles  cette  fonction  cesse 
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d'être  continue,  et  le  coefficient  de  a'"  dans  le  développement  sera  la 
somme  v„^  d'une  série  qui  renfermera  seulement  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  x.  Donc,  puisque  deux  développements  ordon- 
nés suivant  les  puissances  ascendantes,  entières  et  positives  de  a,  ne 
peuvent  devenir  égaux  sans  qu'il  y  ait  égalité  entre  les  coefficients  des 
mêmes  puissances,  les  deux  coefficients  de  a'"  que  nous  avons  désignés 
par  M,„,  v„^,  et  qui  représentent  les  sommes  de  deux  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  seront  égaux;  d'où  il  résulte 
que,  dans  la  première  de  ces  deux  séries,  chacun  des  m  premiers 
termes,  proportionnels  à  des  puissances  négatives  de  x,  devra  s'éva- 
nouir. Donc  le  terme  proportionnel  à  -^,  en  particulier,  s'évanouira 

dans  la  série  dont  la  somme  w^  sert  de  coefficient  à  a"',  quel  que  soit 
d'ailleurs  le  nombre  m  ;  d'où  il  résulte  que  la  somme  des  termes  pro- 
portionnels à  —  s'évanouira  elle-même,  dans  le  développement  du 
second  membre  de  la  formule  (i5)  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  X  et  de  a.  Or,  cette  somme,  en  vertu  des  formules  (19),  (20),  (23), 
sera  évidemment 


1.2  1.2.3 


On  aura  donc 


(•4)  «  =  £;>  + —Dr"^' H ^])--V3  +  ...,  ... 

1.2  1.2.3'  '■•'■'' 

la  valeur  de  t  devant  être  réduite  à  zéro,  après  les  différentiations 
effectuées.  La  formule  (24),  qui  subsiste  tant  que  a  et  sa  dérivée  rela- 
tive à  £  restent  fonctions  continues  de  £,  est  précisément  la  formule 
donnée  par  Lagrangc  pour  le  développement  de  a  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  £.  Si  l'on  égalait  à  zéro,  dans  le  développement 

du  second  membre  de  la  formule  (i5),  non  plus  le  coefficient  de  —, 

mais  ceux  de  —,  de  — ,,  etc.,  on  obtiendrait  immédiatement  les  for- 


mules données  par  Lagrange  pour  le  développement  de  a%  a%  etc., 
ijuivant  les  puissances  ascendantes  de  z.  Enfin,  si  l'on   égalait  les 


t 


332  CONSIDÉRATIONS  NOUVELLES 

coefficients  des  puissances  positives 


à  ceux  qui  affectent  les  mêmes  puissances  dans  le  second  membre  de 
la  formule  (19),  on  obtiendrait  les  valeurs  des  sommes 

II  II 

o         y  S'         y- 

développées  encore  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  et 
positives  de  £. 

Soit  maintenant  ï{x)  une  fonction  qui  ne  devienne  pas  infinie  pour 
^  =  o.  Après  avoir  multiplié  par  le  rapport 

'•(■:r)-f(o) 

X 

les  deux  membres  de  la  formule  (i5),  on  pourra,  tant  que  la  fonction 
ï{x)  ne  deviendra  pas  discontinue,  développer  le  second  membre  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x,  et,  comme,  dans  ce  développe- 
ment effectué  à  l'aide  des  équations  (20),  (21),  (23)  ou  de  formules 

analogues,  le  coefficient  de  ^  devra  disparaître,  on  en  conclura  faci- 
lement 

(20)     f(a)-f(o)  =  £-U'(0+  -^l)c[-"^=l'(0]  +  7-^l)?[-"^^f'(0]+--., 

la  valeur  de  i  devant  être  réduite  à  zéro  après  les  différentiations  effec- 
tuées. On  retrouve  encore  ici  la  formule  donnée  par  Lagrange  pour  le 
développement  de  f  (a).  Il  est  bon  d'observer  que,  dans  cette  formule, 
le  coefficient  de  -  .  déterminé  par  la  méthode  qu'on  vient  d'exposer, 
sera  le  coefficient  de  -^  dans  le  développement  du  produit 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  le  coefficient  -^  dans  le  développement 
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(le  la  fonction 

Mais,  comme  la  dérivée  du  second  ordre  d'un  développement  ordonné 
suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  x,  ne  peut  renfer- 
mer la  puissance  négative  —,y  cette  puissance  disparaîtra  dans  le  déve- 
loppement de 


m. 


f(^r)-f(o)^.; 


=i),j[f(^)-f(o)]i),(^y'j+D 


.'V.\")       ^    "\:"f'(.r) 


œ' 


d'où  il  suit  qu'elle  sera  multipliée  par  un  même  coefficient  dans  les 
développements  de  l'expression  (2G)  et  de  la  suivante 


:v«r(^ 


Donc,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (2,)),  le  coefficient  de  - 
devra  se  réduire,  comme  nous  l'avons  admis,  à 

i)';-'[-v'r(o], 


1 . 2 . . .  (  /i  —  I  ) 


t  devant  être  remplacé  par  zéro  après  les  différentiations. 

La  même  méthode,  comme  je  l'expliquerai  plus  en  détail  dans  un 
autre  article,  peut  servir  à  développer,  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes d'un  paramètre  contenu  dans  une  équation  algébrique  ou 
transcendante,  la  somme  des  racines  qui  ne  deviennent  pas  infinies 
quand  le  paramètre  s'évanouit,  ou  plus  généralement  la  somme  des 
fonctions  semblables  de  ces  racines.  On  retrouve  alors  les  résultats 
obtenus  dans  le  Mémoire  de  i83i. 

On  pourrait,  au  reste,  démontrer  rigoureusement  la  formule  de 
Lagrange,  en  combinant  la  méthode  que  M.  Laplace  a  suivie  avec  la 
théorie  que  nous  avons  exposée  dans  le  premier  paragraphe. 
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LI]S  DEUX  ESPÈCES  D'ONDES  PLANES 


QUI    PEUVENT    SE    PUOPAGER 


DANS  UN  SYSTÈME  ISOTROPE  DE  POINTS  MATÉRIELS. 


Considérations  gén  é raies. 

J'ai  donné  le  premier,  dans  les  Exercices  de  Mathématiques ,  les  équa- 
tions générales  aux  différences  partielles  qui  représentent  les  mouve- 
ments infiniment  petits  d'un  système  dépeints  matériels  sollicités  par 
des  forces  d'attraction  et  de  répulsion  mutuelle.  De  plus,  dans  divers 
Mémoires  que  j'ai  publiés,  les  uns  par  extraits,  les  autres  en  totalité, 
dans  les  années  1829  et  i83o,  j'ai  donné  des  intégrales  particulières 
ou  générales  de  ces  mêmes  équations,  et  j'ai  conclu  de  mes  calculs  que 
les  équations  du  mouvement  de  la  lumière  sont  renfermées  dans  celles 
dont  je  viens  de  parler.  D'ailleurs,  parmi  les  mouvements  infiniment 
petits  que  peut  acquérir  un  système  de  molécules,  ceux  qu'il  impor- 
tait surtout  de  connaître  étaient  les  mouvements  simples  et  par  ondes 
planes,  qui  peuvent  être  considérés  comme  les  éléments  de  tous  les 
autres.  Or,  ayant  recherché  directement,  dans  les  Exercices  de  Mathé- 
matiques, les  lois  des  mouvements  simples  propagés  dans  un  système 
de  molécules,  j'ai  trouvé,  pour  chaque  système,  trois  mouvements  de 
cette  espèce  et  j'ai  remarqué  que,  dans  le  cas  où  le  système  devient 
isotrope,  ces  trois  mouvements  se  réduisent  à  deux,  les  vibrations  des 
molécules  étant  transversales  pour  l'un,  c'est-à-dire  comprises  dans 
les  plans  des  ondes,  et  longitudinales  pour  l'autre,  c'est-à-dire  per- 
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pendiciilaires  aux  plans  des  ondes.  Enfin,  comme  les  vibrations  trans- 
versales correspondent  à  deux  systèmes  d'ondes  planes,  qui  se  con- 
fondent en  un  seul  ou  se  séparent,  suivant  que  le  système  de  points 
matériels  est  isotrope  ou  non  isotrope,  je  suis  arrivé,  dans  les  Mémoires 
publiés  en  1829  et  i83o,  à  cette  conclusion  définitive  que,  dans  la  pro- 
pagation de  la  lumière  à  l'intérieur  des  corps  isophanes,  les  vitesses 
des  molécules  éthérées  sont  transversales,  c'est-à-dire  perpendicu- 
laires aux  directions  des  rayons  lumineux.  Je  me  crus  dès  lors  autorisé 
à  soutenir  et  à  considérer  comme  seule  admissible  cette  hypothèse 
proposée  par  Fresnel,  et  à  l'aide  de  laquelle  s'expliquent  si  faci- 
lement les  phénomènes  de  polarisation  et  d'interférences. 

Le  Mémoire  qu'on  va  lire  est  relatif  aux  deux  espèces  d'ondes  planes 
qui  peuvent  se  propager  dans  un  système  isotrope  de  points  matériels 
et  aux  vitesses  de  propagation  de  ces  mêmes  ondes.  Ce  qu'il  importe 
surtout  de  remarquer,  c'est  qu'à  l'aide  des  méthodes  exposées  dans  les 
Nouveaux  Exercices  de  Mathématiques  et  le  Mémoire  lithographie  sous 
la  date  d'août  i83G,  on  peut,  sans  réduire  au  second  ordre  les  équa- 
tions des  mouvements  infiniment  petits,  et  en  laissant  au  contraire  à 
ces  équations  toute  leur  généralité,  parvenir  à  déterminer  complète- 
ment les  vitesses  dont  il  s'agit  et  à  les  exprimer,  non  par  des  sommes 
ou  intégrales  triples,  mais  par  des  sommes  ou  intégrales  simples  aux 
différences  finies.  Si  l'on  transforme  ces  mêmes  sommes  en  intégrales 
aux  difTérences  infiniment  petites,  la  première,  celle  qui  représente 
la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  transversales,  s'évanouira 
lorsqu'on  supposera  l'action  mutuelle  de  deux  molécules  réciproque- 
ment proportionnelle  au  cube  de  leur  distance  r,  ou  plus  générale- 
ment à  une  puissance  de  r  intermédiaire  entre  la  seconde  et  la  qua- 
trième puissance.  Mais  cette  vitesse  cessera  de  s'évanouir,  en  offrant 
une  valeur  réelle,  si  l'action  moléculaire  est  une  force  attractive  réci- 
proquement proportionnelle  au  carré  de  la  distance  r,  ou  une  force 
répulsive  réciproquement  proportionnelle,  au  moins  dans  le  voisinage 
du  contact,  au  bicarré  de  r,  et  alors  la  propagation  de  vibrations, 
excitées  en  un  point  donné  du  système  que  l'on  considère,  sera  due 
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principalement,  dans  la  prennère  liypolhèse,  aux  molécules  très  éloi- 
gnées, clans  la  seconde  hypothèse,  aux  molécules  très  voisines  de  ce 
même  point.  Ajoutons  que,  pour  un  mouvement  simple,  la  vitesse  de 
propagation  de  vibrations  transversales  sera,  dans  la  première  hypo- 
thèse, proportionnelle  à  l'épaisseur  des  ondes  planes,  et,  dans  la 
seconde  hypothèse,  indépendante  de  cette  épaisseur.  Quant  aux  vibra- 
tions longitudinales,  elles  ne  pourront,  dans  la  première  hypothèse,  se 
propager  sans  s'affaiblir.  Enfin,  dans  la  seconde  hypothèse,  le  rapport 
entre  les  vitesses  de  propagation  des  vibrations  longitudinales  et  des 

vibrations  transversales  se  présentera  sous  la  forme  infinie-,  à  moins 

*  o 

que  l'on  ne  prenne,  pour  origine  de  l'intégrale  relative  à  r,  non  une 
valeur  nulle,  mais  la  distance  entre  deux  molécules  voisines. 

Observons  encore  que,  supposer  la  vitesse  de  propagation  des  ondes 
planes  indépendante  de  leur  épaisseur,  c'est,  dans  la  théorie  de  la 
lumière,  supposer  que  la  dispersion  des  couleurs  devient  insensible, 
comme  elle  parait  l'être,  quand  les  rayons  lumineux  tra^ersentle  vide. 
Donc  la  nullité  de  la  dispersion  dans  le  vide  semble  indiquer  que, 
dans  le  voisinage  du  contact,  l'action  mutuelle  de  deux  molécules 
d'éther  est  répulsive  et  réciproquement  proportionnelle  au  bicarré  de 
la  distance.  Au  reste,  cette  indication  se  trouve  confirmée  par  les  con- 
sidérations suivantes. 

Supposons  que,  l'action  mutuelle  de  deux  molécules  étant  répulsive 
et  réciproquement  proportionnelle,  au  moins  dans  le  voisiu'dge  du 
contact,  au  bicarré  de  la  distance,  les  vitesses  de  propagation  des  vi- 
brations transversales  et  des  vibrations  longitudinales  puissent  être, 
sans  erreur  sensible,  exprimées  par  des  intégrales  aux  diflerences  in- 
finiment petites.  Alors,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  la  seconde 
de  ces  deux  vitesses  deviendra  infinie,  ou  du  moins  très  considérable 
par  rapport  à  la  première,  et  c'est  même  en  ayant  égard  à  cette  cir- 
constance que,  d'une  méthode  exposée  dans  la  première  Partie  du 
Mémoire  lithographie  de  i83G,  j'avais  déduit  les  conditions  rela- 
tives il   la  surface  de  séparation  de  deux  milieux,   telles  qu'on   les 
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trouve  dans  la  septième  livraison  des  Nouveaux  Exercices  de  Mathéma- 
tiques ('),  publiée  vers  la  même  époque.  M.  Airy  a  donc  eu  raison 
de  dire  que  mes  formules  donnent,  pour  la  vitesse  de  propagation 
des  vibrations  longitudinales,  une  valeur  infinie,  et  cette  conséquence 
est  conforme  aux  remarques  que  j'ai  consignées,  non  seulement 
dans  une  lettre  adressée  à  M.  l'abbé  Moigno  le  ()  octobre  1837,  mais 
même  dans  une  lettre  antérieure  adressée  de  Prague  à  M.  Ampère, 
le  12  février  i83G,  et  insérée  dans  les  Comptes  rendus  de  cette  même 
année.  Or,  lorsque  la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  longitudi- 
nales devient  infinie  pour  deux  milieux  séparés  l'un  de  l'autre  par  une 
surface  plane,  les  vibrations  transversales  peuvent  être  réfléchies  sous 
un  angle  tel  que  le  rayon  résultant  de  la  réflexion  soit  complètement 
polarisé  dans  le  plan  d'incidence,  et  l'angle  dont  il  s'agit  a  pour  tan- 
gente le  rapport  du  sinus  d'incidence  au  sinus  de  réfraction.  D'ailleurs, 
la  polarisation  des  rayons  lumineux  sous  ce  même  angle  est  précisé- 
ment un  fait  constaté  par  l'expérience,  et  c'est  en  cela  que  consiste, 
comme  l'on  sait,  la  belle  loi  découverte  par  M.  Brewster.  Par  consé- 
quent, notre  théorie  établit  un  rapport  intime  entre  les  deux  propriétés 
que  possèdent  les  rayons  lumineux  de  se  propager,  sans  dispersion 
des  couleurs,  dans  le  vide,  c'est-à-dire  dans  l'éther  considéré  isolé- 
ment, et  de  se  polariser  complètement  sous  l'angle  indiqué  par 
M.  Brewster,  quand  ils  sont  réfléchis  par  la  surface  de  certains  corps; 
en  sorte  que,  le  premier  phénomène  étant  donné,  l'autre  s'en  déduit 
immédiatement  par  le  calcul. 

Au  reste,  comme  je  l'ai  dit,  c'est  en  supposant  les  sommes  aux  dif- 
férences finies,  transformées  en  intégrales  aux  diff'érences  infini- 
ment petites,  que  j'ai  pu  déduire  de  la  théorie  la  propriété  que 
l'éther  isolé  paraît  ofl'rir  de  transmettre  avec  la  même  vitesse  de 
propagation  les  rayons  diversement  colorés.  La  possibilité  d'une 
semblable  transformation  résulte  de  la  loi  de  répulsion  que  j'ai  indi- 
quée et  du  rapprochement  considérable  qui  existe  entre  deux  molé- 

(')  OEuvres  de  Caucliy,  a*"  série,  t.  X. 
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cilles  voisines  dans  le  fluide  éthéré.  Mais  quelque  grand  que  soit 
ce  rapprochement,  comme  on  ne  peut  supposer  la  distance  dedeux 
molécules  voisines  réduite  absolument  à  zéro,  il  est  naturel  de  penser 
que,  dans  le  vide,  la  dispersion  n'est  pas  non  plus  rigoureusement 
nulle,  qu'elle  est  seulement  assez  petite  pour  avoir,  jusqu'à  ce  jour, 
échappé  aux  observateurs.  S'il  y  avait  possibilité  de  la  mesurer,  ce 
serait,  par  exemple,  à  l'aide  d'observations  faites  sur  les  étoiles  pério- 
diques, particulièrement  sur  celles  qui  paraissent  et  disparaissent,  et 
sur  les  étoiles  temporaires.  En  efl^et,  dans  l'hypothèse  de  la  dispersion, 
les  rayons  colorés  qui,  en  partant  d'une  étoile,  suivent  la  même  route, 
se  propageraient  avec  des  vitesses  inégales,  et  par  suite  des  vibrations, 
excitées  au  même  instant  dans  le  voisinage  de  l'étoile,  pourraient  par- 
venir à  notre  œil  à  des  époques  séparées  entre  elles  par  des  intervalles 
de  temps  d'autant  plus  considérables  que  l'étoile  serait  plus  éloignée. 
Ainsi,  dans  l'hypothèse  dont  il  s'agit,  la  clarté  d'une  étoile  venant  à 
varier  dans  un  temps  peu  considérable,  cette  variation  devrait,  à  des 
distances  suffisamment  grandes,  occasionner^  un  changement  de  cou- 
leur qui  aurait  lieu  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  suivant  que  l'étoile 
deviendrait  plus  ou  moins  brillante,  une  même  partie  du  spectre  de- 
vant s'ajouter,  dans  le  premier  cas,  à  la  lumière  propre  de  l'étoile  dont 
elle  devrait  être  soustraite,  au  contraire,  dans  le  second  cas.  11  était 
donc  important  d'examiner  sous  ce  point  de  vue  les  étoiles  pério- 
diques, et  en  particulier  Algol,  qui  passe  dans  un  temps  assez  court 
de  la  seconde  grandeur  à  la  quatrième  :  c'est  ce  qu'a  fait  M.  Arago 
dans  le  but  que  nous  venons  d'indiquer.  Mais  les  observations  qu'il 
a  entreprises  sur  Algol,  comme  celles  qui  avaient  pour  objet  l'ombre 
portée  sur  Jupiter  par  ses  satellites,  n'ont  laissé  apercevoir  aucune 
trace  de  la  dispersion  des  couleurs. 

Aux  considérations  qui  précèdent,  je  joindrai  une  remarque  assez 
curieuse.  Si  l'on  parvenait  à  mesurer  la  dispersion  des  couleurs  dans 
le  vide  et  si  l'on  admettait  comme  rigoureuse  la  loi  du  bicarré  de  la 
distance,  la  théorie  que  nous  exposons  dans  ce  Mémoire  fournirait  le 
moyen  de  calculer  approximativement  la  distance  qui  sépare  deux 
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molécules  voisines  dans  le  fluide  éthéré.  Déjà  même,  en  partant  de  la 
loi  dont  il  s'agit,  nous  pouvons  calculer  une  limite  supérieure  à  cette 
distance.  En  effet,  comme  la  lumière  d'Algol  perd  en  moins  de  4  heures 
plus  de  la  moitié  de  son  intensité,  nous  pouvons  admettre,  sans 
crainte  de  nous  tromper,  que  les  observations  faites  sur  cette  étoile 
parviendraient  à  rendre  sensible  la  dispersion  des  couleurs  dans  le 
vide,  si  l'intervalle  de  temps,  renfermé  entre  les  deux  instants  qui  nous 
laissent  apercevoir  des  rayons  rouges  et  violets  partis  simultanément 
de  l'étoile,  s'élevait  seulement  à  un  quart  d'heure.  D'ailleurs,  vu  la 
distance  considérable  qui  sépare  de  la  Terre  les  étoiles  les  plus  voisines, 
distance  que  la  lumière  ne  peut  franchir  en  moins  de  3  ou  4  années, 
le  quart  d'heure  dont  il  s'agit  n'équivaut  pas  assurément  à  la 
<ui)'uuo  P^i'tiedu  temps  que  la  lumière  emploie  pour  venir  d'Algol  jusqu'à 
nous,  et  par  conséquent  il  indiquerait,  entre  les  vitesses  de  propa- 
gation des  rayons  violets  et  rouges,  un  rapport  qui  surpasserait  l'unité 
au  plus  de  ^^^^^^^^^.  Eufiu,  cu  admettant  ce  rapport,  on  trouverait, 
pour  la  distance  entre  deux  molécules  voisines  du  fluide  éthéré, 
environ  ,^^1*,,,^,^  de  millimètre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  environ 
j^  de  la  longueur  moyenne  d'une  ondulation  lumineuse.  Donc  la 
longueur  d'une  ondulation  lumineuse  doit  être  considérable  à  l'égard 
de  la  distance  qui  sépare  deux  molécules  voisines.  Cette  conclusion 
s'accorde  au  reste  avec  les  remarques  déjà  faites  dans  un  autre 
Mémoire.  (Voiries  pages  193  et  193.) 


^  L   —    Vibrations   transversales  ou   longitudinales  des  molécules, 
dans  un  système  isotrope. 

Considérons  un  système  isotrope  de  points  matériels,  et  soient,  dans 
l'état  d'équilibre  : 

x,y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'une  première  molécule  m  ; 
iT  -t-  X,  r  -h  y,  -  H-  z  les  coordonnées  d'une  seconde  molécule  m  ; 
r  =vx*'  -f-  y'  -(-  z"  la  distance  qui  sépare  les  deux  molécules  m,  m  ; 
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mnirf(r),  l'action  mutuelle  des  deux  molécules  m,  m,  prise  avec  le 
signe  -h  ou  avec  le  signe  — ,  suivant  que  ces  deux  molécules  s'at- 
tirent ou  se  repoussent; 

enfin,  h  étant  une  fonction  quelconque  des  coordonnées  x,  y,  z,  dési- 
gnons par 

l'accroissement  que  prend  cette  fonction  quand  on  passe  de  la  molé- 
cule m  à  la  molécule  m,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  quand  on 
attribue  aux  coordonnées 

les  accroissements 

A^rzx,         A/  — y,         A- =  z. 

On  aura  généralement 

A»  =  (e'"'--  +  5''^y-+-'-"'—  i)8. 

par  conséquent 

Donc,  en  représentant,  comme  on  l'a  fait  quelquefois,  chacune  des 
caractéristiques 

par  une  seule  lettre,  et  posant  en  conséquence 

«r=D^,  i'=l)y,  w—\)., 

f 

on  aura  simplement 

(  I  )  A  :=:^  g"x+i'y+U'Z j  ^ 

Concevons  maintenant  que  le  système  des  molécules  m,  m,  m\  ... 
vienne  à  se  mouvoir,  et  soient,  au  bout  du  temps  /, 

les  déplacements  de  la  molécule  m  mesurés  parallèlement  aux  axes 
coordonnés.  D'après  ce  (jui  a  été  dit  précédemment  (p.  i56),  les 
équations   des   mouvements  infiniment   petits   du   système  supposé 


SUR   LES    DEUX  ESPÈCES    D'ONDES   PLANES,   ETC.       361 

isotrope  seront  de  la  forme 


(a) 


(E  -  l)|  )  l  +  FD^(I)^^  -  \)yn  +  \),Z)  =  o, 
(E  -  D,^  )rt  +  FI),.(D^c:  +  Uyfi  +  JKC)  =  o, 

(E  -  D;  )  r  +  FD,  ( \)^E  -h  J)yn  -f-  D,Ç)  =  o. 


E,  F  étant  deux  fonctions  déterminées  du  trinôme 

que  nous  désignerons  pour  abréger  par  â'\  en  sorte  qu'on  aura 

(3)  k- ^  (/'--+- {>^ -\- i'p- . 

Ajoutons  que,  si,  en  indiquant  par  le  signe  S  une  sommation  relative 
aux  molécules  /n,  m' on  pose 


/•       dr 


Gr=S[m/(,-)A], 
A  —  (x«  4-  y  r  4-  ziv)  - 


(xu  -h  yv  -+-  zwy- 


G,  H  se  réduiront,  dans  l'hypothèse  admise,  à  deux  fonctions  de  P, 
desquelles  on  déduira  E,  F  à  l'aide  des  formules 


(5) 


1   dR 

/.   dk 


(  i_  dn 
p^  .       \k  dk 
k         dk 


Soient  maintenant 


a,     g,     y 


les  angles  que  forme  le  rayon  vectiBur  r  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives.  On  aura 

xn=/-cosa,         y  =  /"cosê,         z  =  /cosy; 
par  conséquent,  le  trinôme 

X  «  -i-  y  ('  4-  z  ip, 

dont  G,  H  représentent  des  fonctions  en  vertu  des  formules  (i)  et  (4), 
sera  équivalent  au  produit 


/■  (  u  cos  a  +  ('  ces  ê  4-  IV  cos  y  ) . 
Œuvres  de  C.  —  S.  II,  i.  XI. 


46 
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D'ailleurs,  G,  H  devant  se  réduire  identiquement  à  des  fonctions  de 

a-  -t-  »'^-f-  (P-, 

on  pourra  opérer  généralement  cette  réduction,  et  dans  cette  opération 

il  importe  peu  que  l'on  considère  //,  v,  w  comme  des  caractéristiques 

ou  comme  des  quantités  véritables.  Seulement,  dans  le  dernier  cas, 

on  devra  laisser  les  valeurs  de  a,  v,  w  entièrement  arbitraires.  Or, 

lorsque  l'on  considère 

«,     p,    n^ 

comme  des  quantités  véritables,  alors,  en  supposant 


k  rnr  \J u'-  -+-  v'^  -+-  W'^ 

et  nommant  S  un  certain  angle  formé  par  le  rayon  vecteur  r  avec  une 
droite  OA  menée  par  l'origine  0  des  coordonnées  perpendiculaire- 
ment au  plan  que  représente  l'équation 

on  a 

(6)  //  cosa  -+-  V  cosS  -h  n'cosy  =  k  cosô; 

par  conséquent 

Donc  alors,  en  vertu  des  formules  (i),  (4),  les  sommes  G,  H,  réduites  à 

y  H  =  b    —     '^       (  6'^"°«'^  —  I  —  kr  cosô J    , 

sont  l'une  et  l'autre  de  la  forme 

S.f  (Acosô), 

et  dire  qu'elles  doivent  se  réduire  à  des  fonctions  de  k"^,  c'est  dire 
qu'eUes  demeurent  constantes,  tandis  que  l'on  fait  varier  dans  chaque 
terme  l'angle  o,  en  faisant  tourner  d'une  manière  quelconque  l'axe 
OA  autour  du  point  0.  D'ailleurs  lorsqu'une  somme  de  la  forme 

(8)  ,^H  =S.7(A-cos(5) 
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remplit  la  condition  que  nous  venons  d'énoncer,  on  a,  en  vertu  d'un 
théorème  précédemment  démontré  (p.  38), 

^Kz=-èj     rJ(Acosd)sinddd, 

^  0 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(9)  '  !X  —  ^sf.i{ke)d9, 

9  =  c.osS. 


la  valeur  de  6  étant 


Donc,  en  remplaçant  successivement  la  fonction  #(/tO)  par  les  deux 
suivantes, 

et  ayant  égard  aux  formules 
on  tirera  des  équations  (7) 


\dO 


■ikr g  -kr 

'- -1 

2  kr 

okr o~kr 


k-r''0'\  e'"-—e~-'  i 

i-kr9 \d9= i-^k^r 

2      /  .ik/-  5 


(10) 


|^  =  4/'^^^'-K'-^^^'-') 


G  =  S 
H=S 


m  df{r)  (  e'"'—  g--^" 


/•       dr 


1  kr 


-^-)]- 


Les  équations  (10),  jointes  aux  formules  (5)  et  à  la  suivante, 

^•2  ,.2  /.4,.i 


(II 


■jkr ^—kr 


ikr 


\ .2.6         I . 2 . 3  .  A  .  5 


suffisent  pour  déterminer  complètement  les  valeurs  des  caractéris- 
tiques E,  F  que  renferment  les  formules  (2),  en  fonction  de  la  carac- 
téristique 


A-2z=:Di+D^+D?, 
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En  effectuant  les  différentiations  relatives  à^-,  l'on  trouve 


(12) 


E=      s 

+  S 
F 


'«/(/•) 


I .  '^ .  3 . 4 . 5 


A-       L  ^//-        \  3.D        I  5.7    I.;:!.  3  l\ 


dr      \  3 . 5      I  h.-j    \  .x.i 

Si  d'ailleurs  on  pose,  pour  abréger, 

/•/(,•)  =  f(/-), 

en  sorte  que  l'action  mutuelle  de  deux  molécules   m,   m  soit  repré- 
sentée simplement  par 

m/?îf(/-), 

la  première  des  é(iuations  (12)  pourra  encore  être  présentée  sous  la 
forme 

<■"    E  =  ;^s|^M''f(o]}-.i^:^s{;:?iM'-r(,-,]î  +  .... 

Si,  au  lieu  de  développer  E,  F  en  séries,  on  se  borne  à  substituer 
dans  les  formules  (5)  les  valeurs  de  G,  H  fournies  par  les  équations 
(10),  on  trouvera 


E=S^,.,. 


,kr    \_  a—kr  okv t,—  kr 


■2kr 


-k'-r^-]f{r) 


14 


^■  =  ^^ 


dr 


^kr  _i_   „—kr 


d  f(  r)  /  e'-'' —  e''"'        ^  e"'  h-  e' 
inr  — =h — - 1  : 3 


;/.r 


2  A  ■■'  r' 


pkr ,,-kr 


A'  r 


Ces  dernières  formules,  comme  on  devait  s'y  attendre,  s'accordent 
avec  les  équations  (1-2)  (>t  (i3). 

Soient  maintenant 

l    ^,    K 

les  déplacements  symboliques  des  molécules  dans  un  mouvement 
simple  ou  par  ondes  planes.  Ces  déplacements  symboliques  seront  de 
la  forme 


(  i5)      c  =  A  e".<+.y+wz-,v/^  Y)  =  B  e"-^+'T+»'2— ^■',  Ç  —  C e"-'-+"r+^--", 
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pourvu  que  les  lettres 

M,        V,       (V, 

cessant  de  représenter  les  caractéristiques 

D;.,  I),,  D„ 


désignent  avec  les  lettres 


A,     D,     C,    s 


des  constantes  réelles  ou  imaginaires,  et  les  équations  ('i),  qui 
devront  encore  être  vérifiées,  quand  on  y  remplacera 

par 

l    ^.    l 
donneront,  ou 

(i6)  .s^r^E,         «A +  ('B-+-tv'C  =  o 

ou 

E,  F  désignant  encore  des  fonctions  de  //,  v,  w,  déterminées  parles 
formules  (i4),  et  la  valeur  de  k  dans  ces  formules  étant  toujours  choisie 
de  manière  que  l'on  ait 

Si  le  mouvement  simple  que  l'on  considère  est  du  nombre  de  ceux  qui 
se  propagent  sans  s'alfaiblir,  on  aura 

//=:u\/— I,  t'=ivy/— I,  (r=:=\vy/ — ^i,  .ç  =  s  y/ — ', 

u,  V,  w,  s  désignant  des  quantités  réelles;  et,  si  l'on  pose  encore 

A-  =  k  s/'^, 

k  sera  lui-même  une  quantité  réelle  liée  à  u,  v,  w  par  la  formule 

(i8)  k^=u2+ v^4-  w^ 

Ajoutons  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  durée  T  d'une  vibration,  la 
longueur  1  d'une  ondulation  et  la  vitesse  de  propagation  ù  des  ondes 
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planes  seront  respectivement 


(19) 


T 


k  k       T 


et  que  le  plan  invariable  parallèle  aux  plans  des  ondes  sera  repré- 
senté par  la  formule 

L\27   -H  V  J  -Jr  WZ  -=0. 

Gomme  d'ailleurs  la  seconde  des  formules  (16)  ou  (17),  jointe  aux 
équations  (i5)  et  (18),  donnera,  ou 


U^  -t-  VY)  +  WÇ  —  O,  l]^  H-  VY)  -H  WC  =  0, 


OU 


E  _ 

--i, 

i-'H-  L 

L'   ~ 

V           W 

u         V         w 

il  est  clair  que  les  vibrations  moléculaires  seront  ou  transversales, 
c'est-à-dire  comprises  dans  le  plan  des  ondes,  ou  longitudinales,  c'est- 
à-dire  perpendiculaires  à  ces  mêmes  plans.  Enfin  de  la  première  des 
formules  (16)  ou  (17),  jointe  aux  équations  (i4)  et  aux  formules 


(20) 


,v  =  s 


k^: 


k        k 


on  conclura  que  le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  Q  est,  pour  les 
vibrations  transversales, 


(■^': 


^': 


i  ^\m 


^   7I»'- 


(cosk,-^  +  lk^,-Mf(^) 


et  pour  les  vibrations  longitudinales, 


(22) 


l  £^2^i_sj^I),r('2^^^-2cosk/--k/-sinkr+^k-^/-Af(/-)    j 


i^^'K 


coskr  — 


sink/\  f(/-) 
"~k7 


Les  valeurs  de  (1,  fournies  par  les  équations  (21),  (22),  sont  préci- 
sément les  deux  vitesses  de  propagation  relatives  aux  deux  espèces 
d'ondes  planes  qui  peuvent  être  propagées  par  un  milieu  isotrope.  Si, 
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dans  ces  équations,  on  remplace  12  par  ^>  elles  se  réduiront  aux  for- 
mules (66)  et  (74)  du  septième  paragraphe  du  Mémoire  lithographie, 
sous  la  date  d'août  i836  (').  Enfin,  si  l'on  développe  en  séries  les 
seconds  membres  des  équations  (20)  et  (21),  on  trouvera,  pour  les 
vibrations  transversales, 

(23)     i2^^;— ^.S*^D,[/-^f(/')](-- ^^s!-,D,[r«f(r)lU.--, 

a  1 . 2 . 3     I  r^     "-  )      71.2.0.4.0     (r-     ^  \ 

et,  pour  les  vibrations  longitudinales. 


(24)    i2^  =  — L^s 
1.2.6 


2f(r')+3rr(/-)' 


1        ^      ^r     3  2f(/-)+5/'r(/-)] 

J       1.2.3.4.0     L  7  J 


ce  qu'on  pourrait  aussi  conclure  des  formules  (12)  et  (i3)  jointes 
aux  équations  (16),  (17),  (19),  et  ce  qui  s'accorde  avec  les  formules 
données  dans  les  Nouveaux  Exercices  de  Mathématiques. 

Il  importe  d'examiner  ce  que  deviennent  les  formules  précédentes, 
dans  le  cas  particulier  où  les  sommes  indiquées  par  le  signe  S  peuvent 
être,  sans  erreur  sensible,  remplacées  par  des  intégrales  aux  diffé- 
rences infiniment  petites.  Or,  en  désignant  toujours  par  r  le  rayon 
vecteur  mené  de  la  molécule  m  à  la  molécule  m,  nommons  p  l'angle 
compris  entre  le  rayon  vecteur  r  et  l'axe  des  x,  q  l'angle  formé  par  le 
plan  de  ces  deux  droites  avec  le  plan  des  x,  y,  et  a  une  quantité  réelle 
ou  une  expression  imaginaire  dont  la  valeur  change  avec  la  position 
de  la  molécule  m.  Enfin,  soit  (O  la  densité,  supposée  constante,  du 
système  de  molécules  que  l'on  considère,  A  pourra  être  regardée 
comme  une  fonction  des  trois  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z,  ou 
bien  encore  comme  une  fonction  des  trois  coordonnées  polaires 

p,    q,    I', 

liées  aux  trois  angles  a,  6\  y  par  les  équations 

cosa:=cosyy,         cos  6  =:  sin/>  cos^,         cosy  =  sin/>  sin  ^} 

(1)  Œuvres  de  Caucliy,  -i"  série,  t.  XV. 
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et  si  l'on  suppose  que  la  sommation  indiquée  par  le  signe  S  s'étende  à 

toutes  les  molécules 

m,     m',     ... 

distinctes  de  m,  on  aura  sensiblement,  dans  le  cas  particulier  dont  il 
s'agit  (en  vertu  des  formules  bien  connues), 


S  ( m<'î\  )  —  /    /    /  (P.'R  r^  siii  p  dp  dq  dr^ 


les  intégrations  étant  effectuées,  par  rapport  aux  angles  p,  q,  entre  les 
limites 

p=zO,  />  =  7Î,  q—O,-  q^zITZ, 

et  par  rapport  à  r  entre  deux  limites 


dont  la  première  soit  nulle  ou  bien  équivalente  à  la  plus  petite  distance 
qui  sépare  deux  molécules  voisines,  la  seconde  infinie  ou  du  moins 
assez  grande  pour  que  dans  l'expression 

S  (  mt\  ) 

la  somme  des  termes  correspondant  à  des  valeurs  plus  considérables 
de  r  puisse  être  négligée  sans  erreur  sensible.  Par  suite,  en  indicjuant 
les  limites  des  intégrations  et  plaçant  le  facteur  constant  (D  avant  les 

signes   / ,  on  trouvera 

(2.5)  s ( /?ic't\  )  =  (ô  /      /        /       S\.r- s\\\p  dpdq  dr. 

Si  la  fonction  c'a  devient  indépendante  des  variables/?,  r/,  c'est-à-dire, 
en  d'autres  termes,  si  <aest  simplement  fonction  de  r,  alors,  en  ayant 
égard  aux  deux  formules 


/      s'inp  dp  =1  2,  I       dq=^2Ti, 
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on  tirera  de  l'équation  (25) 


(26) 


S(m<R) 


c'a  r-  dr. 


Donc,  en  vertu  des  formules  (20)  et  (21),   le   carré   de  la  vitesse  de 
propagation  il  se  réduira,  pour  les  vibrations  transversales,  à 


I      \  r».       ^""^    r'°°M    r/       1  sink/'        I        ,, 


et,  pour  les  vibrations  longitudinales,  à 


(i/", 


(.8) 


Q2 


-r 2  cosk/" —  k/' sink/' H-  7:k-/'''  )  f(/' 

kr  3  ' 


dr 


siiik/-  Vf,,, 
cosk/" ; 1  /•  I  (/•)  dr 


Les  formules  (27),  (28)  supposent:  1°  quele  système  de  molécules 
donné  est  isotrope  ;  2"  que,  dans  ce  système,  les  mouvements  simples 
se  propagent  sans  s'affaiblir;  3"  que,  dans  la  détermination  des  vitesses 
de  propagation  des  mouvements  simples,  on  peut,  sans  erreur  sen- 
sible, substituer  aux  sommations  indiquées  parle  signe  S  des  inté- 
grations aux  différences  infiniment  petites.  Or  il  est  bon  d'observer 
que,  de  ces  trois  suppositions,  les  deux  dernières  entraînent  toujours 
la  première  et  conduisent  directement  aux  formules  (27),  (28),  sans 
l'intermédiaire  de  la  formule  (9).  Kn  effet,  lorsque  les  mouvements 
simples  se  propagent  sans  s'afïaiblir,  on  a,  dans  les  équations  (i5), 
(iG)et(i7), 


lV— I, 


V- 


wv/- 


I ,  /:  =^  k  v^ —  I , 


u,  V,  w,  k  désignant  des  quantités  réelles  qui  vérifient  la  formule (18); 
et  par  suite  le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  12  est,  en  vertu  des 
formules  (i(3),  (17)  et  (20),  pour  les  vibrations  transversales, 


(29; 


9J  —  —  — , 

k^ 
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et,  pour  les  vibrations  longitudinales, 


(3o) 


12-  =  —  —  +  F 


les  valeurs  de  E,  F,  G,  H  étant  données  par  les  équations  (5)  et  (7), 
desquelles  on  tire 


(3i) 
et 

(32) 


E  =  G  — 


1  ^H 


H=rS 


k  dk  k         ^k 

G  =  S[m/(  /■)  (e'"«°^5v^_  ,)J^ 

m  d  f(r)  /  .        f  I — -  ,  ^   , k-/-^cos-6 

/•        dr      \  2 


Dans  les  deux  dernières  formules,  l'angle  ^  est  lié  aux  angles  a,  6', 
Y  par  l'équation  (6),  de  laquelle  on  tire 

k  cos  ô  — :  r  ces  a  -h  v  cos  ^  H-  w  cos  y, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(33)  k  cosô  =  u  cos/j  +  V  su\p  cosq  +  w  sin/>  siiKy. 

Si  d'ailleurs  on  peut  substituer  aux  sommations  indiquées  par  le 
signe  S  des  intégrations  aux  différences  infiniment  petites,  les  for- 
mules (3-2),  jointes  à  l'équation  (23),  donneront 

f  /  .        .^ /-7  ,  w k^r-cos'è\     df{r)    .         ... 

f  X  (  e'"''^''''^v"i  —  i_Krcosâv/— 1  H ^ Ir     '        <,\npdpdqdr. 

Mais,  en  supposant  l'angle  0  lié  aux  angles  p,  q,  par  la  formule  (33), 
on  a,  en  vertu  d'un  théorème  donné  par  M.  Poisson  {voir\2i  l\cf  livrai- 
son des  Exercices  de  Mathématiques,  p.  •  7  )  (  '  )» 

J'      /      ri{kcos§)s\npdpdq=^-2T:  I     3^(k  cosô)  siiio  r/ô 
0       «^0  «^0 


(3 


(})  Œuvres  de  Cauc/ij,  2*  série,  t.  IX,  p.  387,  388. 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(35)  /     /     .i {kcosè)sinp  dp  dq  =2T.  f  .i{kO)  de, 

la  valeur  de  0  étant 

0  1=  cosô. 

Donc,  en  remplaçant  successivement  la  fonction  ^(kO)  par  les  deux 
suivantes 

2 

et  ayant  égard  aux  formules 


^       1^'- 


/: 


I 


k/-o./=T             I     ù  r —      k^r-Q'-\               /siiikr  i  ,  ,   ,\ 

k'  uy    i_i  _  \^rQ\/—\  H j  6^9  =  oJ  — — I  -+-  -k^/M, 

on  tirera  des  équations  (34) 

(36)  { 

I  TT        /      X   /''°' /siiik/-  I,        \     df(r)   , 

fH  =  47r()t)/  — i  +  -kV-    /■    '^,     ' dr. 

\  Jr„      \     ^''  ^  J        dr 

A  ces  dernières  valeurs  de  G,  H  correspondront,  en  vertu  des 
formules  (3i),  des  valeurs  de  E,  F  qui,  substituées  dans  les  équa- 
tions (29)  et  (3o),  feront  coïncider  celles-ci  avec  les  équations  (27) 
et  (28).  D'ailleurs  les  seconds  membres  des  formules  (36)  sont,  ainsi 
que  le  second  membre  de  la  formule  (35),  des  fonctions  de  la  seule 
quantité  k,  qui  changent  de  signe  avec  elle,  par  conséquent  des  fonc- 
tions de  la  seule  quantité  k-;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  un 
système  isotrope  de  molécules. 

Il  nous  reste  à  discuter  les  valeurs  de  Q.-  fournies  par  les  équa- 
tions (27)  et  (28). 

La  première  de  ces  valeurs,  ou  celle  qui  correspond  aux  vibrations 
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transversales,  est,  en  vertu  de  l'équation  (27),  le  produit  de 

471® 

parla  différence  entre  les  deux  valeurs  qu'acquiert  l'expression 

_(^cosk,- j__  +  -k^,-^jf(,-), 

quand  on  y  pose  successivement  r  =  i\,  r—.  r„.  D'ailleurs   le  produit 

r^    cos  k  /• r h  7  k-  /-M  =  r 5-^-^  -+-... 

se  réduit  sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  r,  à 

I  r"- 
3ir^' 


et,  pour  de  très  petites  valeurs  de  r,  à 


I      r* 


5  I . 2.3        3o 


Donc,  r„  désignant  une  très  petite  et  r„  une  très  grande  valeur  de  r, 
la  formule  (27)  donnera  sensiblement 


(37 


,       /i7:(©  \  ^      ,  ei       \         '      w/ 


L'équation  (37)  fournit  pour  (2*  une  valeur  finie,  positive  et  dif- 
férente de  zéro,  dans  deux  cas  dignes  de  remarque,  savoir  :  i"  quand 
le  produit  r-f(r)  se  réduit,  pour  une  valeur  infiniment  grande  de  la 
distance  r,  à  une  constante  finie,  mais  positive  ;  2°  quand  le  produit 
r''f(r)  se  réduit  pour  une  valeur  infiniment  petite  de  /•,  à  une  cons- 
tante finie,  mais  négative.  Le  premier  cas  aura  lieu,  par  exemple,  si 
l'action  mutuelle  de  deux  molécules  est  une  force  attractive,  récipro- 
quement proportionnelle  au  carré  de  la  distance.  Alors  f  (r)  serait  de 
la  forme 


(38) 


'■('•)- ^ 


3      k^' 

s^  = 

47:® 

3 

T  = 

O.T. 

S 
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g  désignant  une  constante  positive;   et,   comme  de  la  formule  (3;), 

jointe  à  l'équation 

s  =  i2k, 

on  tirerait  sensiblement 

(39)  ^'  = 

la  durée 


des  vibrations  moléculaires  deviendrait,  ainsi  que  s,  indépendante  des 
quantités 

k         et         1  —  -r- > 

K 

par  conséquent  de  la  longueur  des  ondulations.  Pareillement,  le  second 
cas  aura  lieu  si  l'action  mutuelle  de  deux  molécules  est  une  force 
répulsive,  réciproquement  proportionnelle  au  bicarré  de  la  distance. 
Alors  f  (r)  sera  de  la  forme 

{^o)  f(r)=--Ji, 

h  désignant  encore  une  constante  positive,  et,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (3;),  on  aura  sensiblement 

Donc  alors  la  vitesse  de  propagation  (2  des  vibrations  moléculaires 
deviendra  indépendante  de  k  et  de  s,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  T 
et  de  1,  c'est-à-dire  de  la  durée  de  ces  vibrations  et  de  l'épaisseur  des 
ondes  planes.  Alors  aussi  l'on  conclura  de  la  formule 

T' 

que  cette  épaisseur  et  cette  durée  conservent  toujours  entre  elles  le 
même  rapport. 

Au  reste,  pour  obtenir  la  forniule  (39),  il  n'est  pas  absolument 
nécessaire  d'attribuer  à  la  fonction  f  (/-)  la  forme  que  présente  l'équa- 
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tion  (38);  il  suffirait  de  supposer 

.f(r)  étant  une  nouvelle  fonction  (le  r,  qui  se  réduise  à  la  constante 
positive  g  pour  une  valeur  infinie  der,  sans  devenir  infinie  pour  r=  o. 
Pareillement,  pour  obtenir  la  formule  (4i),  il  suffirait  de  supposer 

(43)  f(r)=-ii^, 

^(r)  étant  une  fonction  de  r,  qui  se  réduise  pour  ;-  =  o,  à  la  constante 
positive  h,  sans  devenir  infinie  pour  /•  =  ce.  C'est  ce  qui  arriverait  en 
particulier,  si  l'on  posait 

cT(/-)  =  he-«''         ou         J(a-)  =  he-«'-cos6/-, 

et  par  suite 

,,,.  ...  he-"''  he-«'"cos^r 

(44)  f('')= -^        ou        f(/')  — -^ ,        •••, 

rt,  b  désignant  des  constantes  réelles  dont  la  première  serait  positive. 
Il  importe  d'observer  que,  la  formule  (^7)  pouvant  s'écrire  comme 
il  suit 

la  valeur  de  11-,  donnée  par  cette  formule  et  relative  aux  vibrations 
transversales,  est  la  différence  entre  les  deux  termes 

respectivement  proportionnels  aux  deux  quantités 

dont  la  première  dépend  de  l'action  mutuelle  de  molécules  situées  à 
de  grandes  distances  les  unes  des  autres  et  la  seconde  de  l'action 
mutuelle  de  deux  molécules   très  voisines.   Ces  deux  termes  s'éva- 
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nouiraient  simultanément,  si  l'on  supposait 

c  désignant  une  quantité  positive  ou  négative,  et  m  un  exposant 
renfermé  entre  les  limites  2  et  4-  Par  conséquent,  la  vitesse  de  propa- 
gation des  vibrations  transversales  se  réduirait  à  zéro,  si  l'action 
mutuelle  de  deux  molécules  était  réciproquement  proportionnelle  au 
cube  de  la  distance  r,  ou  plus  généralement  à  une  puissance  de  r  inter- 
médiaire entre  la  seconde  et  la  quatrième  puissance.  Mais  cette 
vitesse  cessera  de  s'évanouir,  en  offrant  une  valeur  réelle,  si  l'on 
suppose  m  =  2,  c  étant  positif,  ou  m  =  !\,  c  étant  négatif,  c'est-à-dire 
si  l'action  moléculaire  est  une  force  attractive  réciproquement  propor- 
tionnelle au  carré  de  r,  ou  une  force  répulsive  réciproquement 
proportionnelle  au  bicarré  de  r;  et  alors,  en  vertu  de  l'observation  que 
nous  faisions  tout  à  l'heure,  la  propagation  de  vibrations  excitées  en 
un  point  donné  du  système  que  l'on  considère,  sera  due  principalement, 
dans  la  première  hypothèse  aux  molécules  très  éloignées,  dans  la 
seconde  hypothèse  aux  molécules  très  voisines  de  ce  même  point.  Au 
reste,  la  différence  si  marquante  qui  existe,  sous  ce  rapport,  entre  les 
deux  hypothèses  n'a  rien  qui  nous  doive  étonner.  En  effet,  divisons  le 
système  de  molécules  en  tranches  très  minces  et  d'égale  épaisseur, 
par  des  surfaces  sphériques  équidistantes  qui  aient  pour  centre 
commun  une  molécule  donnée  m.  Les  portions  élémentaires  de  ces 
tranches,  interceptées  par  la  surface  extérieure  d'un  cône  ou  d'une 
pyramide  qui  aurait  pour  sommet  la  molécule  m,  offriront  des  volumes 
dont  chacun   sera  sensiblement    représenté    par    un   produit  de   la 

forme 

a  /-^  A/-, 

r, /•  H- Arétant  les  rayons  des  deux  surfaces  sphériques  entre  les- 
quelles la  tranche  se  trouve  comprise,  et  ar'-  la  portion  de  la  première 
surface  interceptée  par  le  cône  dont  il  s'agit.  Concevons  maintenant 
que  ce  cône  devienne  très  étroit,   ou,   ce  qui  revient  au  même,  .que  la 
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constanto  a  soit  très  petite.  La  portion  de  tranche,  dont  le  volume  est 
sensiblement  égal  au  produit 

et  la  masse  au  produit 

acOr'^  Ar, 

(B  étant  la  densité  du  système,  exercera  sur  la  molécule  m  une  action 
représentée  à  très  peu  près  par  l'expression 

(^,-)  amtî)A-2  f(,-)  A/-, 

qui  varie,  avec  la  distance  r,  dans  le  même  rapport  que  le  pro- 
duit r'^{r).  Or,  ce  produit  décroîtra  rapidement  avec-,»  pour  des 

valeurs  croissantes  de  r,  si  l'on  suppose  t'(r)  réciproquement  propor- 
tionnel au  bicarré  de  r.  Donc  alors  les  actions  exercées  sur  la  molé- 
cule m,  et  dans  une  même  direction,  par  des  portions  élémentaires  et 
correspondantes  de  tranches  d'égale  épaisseur,  deviendront  de  plus 
en  plus  faibles,  à  mesure  que  l'on  s'éloignera  de  la  molécule  ;  en  sorte 
que  l'action  des  tranches  situées  à  des  distances  considérables  pourra 
être  négligée  sans  erreur  sensible.  Mais  si  l'on  suppose,  au  contraire, 
f  (/•)  réciproquement  proportionnel  au  carré  de  /•,  alors,  le  produit 

/•n(/-) 

se  réduisant  à  une  constante,  l'expression  (47)  deviendra  indé- 
pendante de  la  distance  r,  et,  comme  par  suite  la  même  action  sera 
exercée  sur  la  molécule  m,  dans  une  direction  donnée,  parles  portions 
élémentaires  des  diverses  tranches,  celles  qui  se  trouveront  plus 
éloignées  seront,  en  raison  de  leur  nombre  très  considérable  et  môme 
infiniment  grand,  celles  qui  contribuerontprincipalement  ii  la  produc- 
tion des  phénomènes. 

Concevons  maintenant  que  12  désigne  la  vitesse  de  propagation,  non 
plusdes  vibrations  transversales,  mais  des  vibrations  longitudinales. 
Le  carré  de  Q  sera  déterminé  par  l'équation  (28),  (jue  l'on  peut  encore 


SUR   LES  DEUX  ESPÈCES  D'ONDES   PLANES,   ETC.       377 

écrire  comme  il  suit  : 


(48)      )  "  ~ 


02—      

k 


/-  f  (/•)  \^r dr 


Or,  dans  la  formule  (28)  ou  (48),  le  premier  terme  du  second 
membre  est  le  produit  de4'r:(ô  par  la  différence  entre  les  deux  valeurs 
qu'acquiert  l'expression 

I    /    sink/-  ,  I  \ 

}-l(  2-j— 2cosk/-  — k/-sink/-+  -.kV-Mf(/-), 

quand  on  y  pose  successivement /•===  ,-^,  r  =  /; .  Déplus,  le  produit 

,           sink/-        1  ,  ,   , 
i/„sink/-       ,       ..  i._\       ,.2.     cosk/- j__  +  -k2,-^ 


F  V~k7 2cosk/-  — krsinkr  + jk2/-'-j  =  — D 

que  l'on  peut  encore  présenter  sous  la  forme 


/■M)J^ 


'      /•'  I        k*/=^  \        I    /i         I      k^/ 


,5  1.2.3       71.2.3.4.5       ■■/       5  1.2        71.2,3.4' 
se  réduit  sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  r,  à 


I   r- 
3  F 


et,  pour  de  très  petites  valeurs  de  r,  à 


I     r*    I 

5  I .2        10 


Donc,  r  désignant  une  très  petite,  et  r^  une  très  grande  valeur  de  r, 
la  formule  (48)  donne  à  très  peu  près 


(4i)) 


4-®[3^':f(r.)-^,Jf(,-,)] 


Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  M.  ^8 
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Cherchons  en  particulier  ce  que  devient  la  valeur  de  (}-,  fournie  par 
l'équation  (49),  dans  les  deux  hypothèses  que  nous  avons  précédem- 
ment considérées.  Si  d'abord  nous  supposons  l'action  mutuelle  de 
deux  molécules  réciproquement  proportionnelle  au  carré  de  la 
distance  r,  alors,  la  valeur  de  f  (r)  étant  donnée  par  la  formule  (38), 
on  tirera  sensiblement  de  la  formule  (49) 

(00)  .Q.^î__.|^__^j^^      J),|___j^,j. 

D'un  autre  côté,  comme  le  rapport 

siiikr 

se  réduit  à  l'unité  pour  une  valeur  nulle,  et  à  zéro  pour  une  valeur 
infinie  de  r,  on  aura  encore  à  très  peu  près 


f:<'^y-[<'^y 


et,  par  suite,  la  formule  (5o)  donnera 
(50  £^.=.___g. 

Enfin,  pour  (jue  les  vibrations  longitudinales  puissent  se  propager 
sans  s'affaiblir,  il  est  nécessaire  que  l'équation  (5i)  fournisse. 'une 
valeur  réelle  de  12,  par  conséquent  une  valeur  positive  de  12^;  ce  qui 
exige  que  g  soit  négatif  et  l'action  mutuelle  de  deux  molécules  répul- 
sives. Donc,  lorsque  cette  action  est  une  force  attractive  récipro- 
quement proportionnelle  au  carré  de  la  distance,  il  devient  impossible 
d'admettre  que  des  vibrations  longitudinales  se  propagent  sans 
s'affaiblir. 

Passons  maintenant  au  cas  où  l'action  mutuelle  de  deux  molécules 
est  une  force  répulsive  réciproquement  proportionnelle  au  bicarré  de 
la  distance.  Alors  la  valeur  de  f  (r)  sera  déterminée  par  la  formule  (4o). 
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la  constante  h  étant  positive,  et  l'équation  (49)  donnera  sensiblement 

4         ,        /iTiCD,     r'"".,   /sink/-\  dr 

On  aura  d'ailleurs 

sink/'X  dr 


/■>.(^)  $■-/(-- 


et  comme,  en  intégrant  par  parties  plusieurs  fois  de  suite,   on  trou- 
vera 

Tsink/-    ,  sink/-        k    Tcosk/- 

j  -7^  *  =  -  ^7J-  +  3  j  -1^'''-' 


fcoskr cosk/-       k    /'sinkr 

J  /•'  '    ~  2  H  2  J  A-* 

'sinkr    ,  sink/"        ,     Tcoskr 


G^/", 


/sinkr    ,  sink/-        ,     TcosL.    , 

—-dr=--^--^kJ—^dr, 

par  conséquent 

/'coskr  ,             cosk/'       ksinkr       k-    /'coskr 
/ — dr  — 1 ■ /  dr, 

J  7-3  2/-^  2  A-  1    J  r 

on  aura  encore 

k-/siiik/'       coskr       sink/"         /'cosk/' 
173        J        i 


dr    . 


D'autre  part,  le  trinôme 

sinkr       cosk/-       sink/- 
~k7  kV2~"^"k^7^ 

devient  nul,  à  très  peu  près,  pour  une  très  grande  valeur  r„,  attribuée 
à  la  variable  /•,  tandis  que,  pour  une  très  petite  valeur  r  de  cette  même 
variable,  il  se  réduit  sensiblement  à 

'+2--6=3- 
Donc,  si  l'on  effectue  l'intégration  relative  à  la  variable  r,  entre  les 
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limites  r^,  r„  de  cette  variable,  on  trouvera,  sans  erreur  sensible, 

et  par  suite  la  formule  (62)  donnera 

(53)  ^,=  |.«/,(|-.jr'"ï2^-.,.).    . 

11  est  aisé  de  s'assurer  que  l'intégration  renfermée  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (53)  a  une  valeur  très  considérable.  En  effet, 
quand  on  pose  r  =  o,  7\  =00,  cette  intégrale  devient 

r*  coskr  , 
J     -J-'^'' 

Or,  en  désignant  par  £  un  nombre  positif,  on  a  généralement 

Jo  i-hkv/— 1 

et  par  suite 

/      e"^''  SI  M  k /•«/'  = 


2     I      ^2' 


k^+e 


puis  on  en  conclut,  en  intégrant  par  rapport  à  k  et  à  partir  de  l'ori- 
gine k  =  o, 

On  aura  donc 

f      ^   cosk/-  ,  r"      ^dr        I  ,/        c^X 

Si  maintenant  on  réduit  £  à  zéro,  on  tirera  de  la  dernière  formule 

r"coskr  j         r"  dr 

I      drr=i\      —  =00, 

Donc,  puisque  l'intégrale 

f''^-2^dr 
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offre  une  valeur  infinie,  l'intégrale 

''"  coskr 


f. 


(/r 


deviendra  infiniment  grande  quand  on  attribuera,  comme  on  le  suppose, 
une  valeur  très  petite  à  r  et  une  valeur  très  considérable  à  r^. 

Pour  déduire  directement  les  mêmes  conclusions  de  l'équation  (49)> 
il  suffirait  de  recourir  à  [la  considération  des  intégrales  singulières  et 
aux  principes  établis  dans  le  Résumé  des  leçons  données  à  l'École 
Polytechnique  sur  le  Calcul  infinitésimal  (voir  la  25^  leçon)  (').  En 
effet,  en  vertu  de  ces  principes,  si  le  produit 

/•M(/-) 

ne  devient  pas  infini  pour  une  valeur  infinie  de  r,  l'intégrale  comprise 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (49)>  savoir 

jr'",-=r(.)D,.(H;^)rf., 

sera  finie  ou  infiniment  grande,  suivant  que  l'intégrale  singulière 

jf",' f  (D  D„(^)  c/,.  =1' (cosk.  -  5i£ii^) ,.  r(,.)  *, 

dans  laquelle  s  désigne  un  nombre  infiniment  petit,  sera  elle-même 
finie  ou  infinie.  D'ailleurs,  pour  de  très  petites  valeurs  de  r,  le  binôme 

,  sinkr 

coskr i 

kr 

est  le  produit  de 

par  un  facteur  très  peu  différent  de  l'unité,  et  en  conséquence  l'inté- 
grale 

(1)  Œuvres  de  Cauc/iy,  a'  série,  t.  IV,  p.  i45. 
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est  le  produit  d'un  semblable  facteur  par  la  suivante  : 


r)dr, 


pourvu  que  la  fonction  f(r),  étant  toujours  continue  pour  des  valeurs 
positives  de  r,  ne  s'évanouisse  pas  avec  r.  Donc,  si  la  fonction  f  (r), 
supposée  continue,  remplit  la  double  condition  de  fournir  une  valeur 
finie  du  produit  r^î{r)  pour  une  valeur  infinie  der,  et  de  ne  pas  s'éva- 
nouir pour  r  =  o,  la  valeur  de  12^  déterminée  par  l'équation  (49)  sera 
finie  ou  non  en  même  temps  que  l'intégrale  singulière 

(54)  f  rHir)dr 

et  affectée  d'un  signe  contraire  au  signe  de  cette  intégrale.  Donc,  puis- 
qu'en  supposant 


on  trouve,  pour  ;*  =  co, 
pour  r  =  o, 


r* 


r^-ï{r)^o; 


f(,.)=-^. 


et,  de  plus, 


/    r''f{r)dr=— h  j     ———h  xoo, 


nous  devons  conclure  que,  dans  cette  hypothèse,  et  pour  des  valeurs 
positives  de  h,  la  valeur  de  il-,  fournie  par  l'équation  (49)>  sera  une 
quantité  positive  qui  deviendra  infinie  quand  on  posera  r^  =  o,  et  par 
conséquent  infiniment  grande  quand  on  attribuera  simplement  à  r^  une 
valeur  très  petite. 

Les  mêmes  raisonnements  et  les  mêmes  conclusions  seraient  encore 
évidemment  applicables  au  cas  où  la  fonction  ï(r)  se  trouverait 
déterminée,  non  plus  par  la  formule  (4o),  mais  par  la  formule  (43), 
par  exemple  au  cas  où  la  valeur  de  f(r)  serait  l'une  de  celles  que 
fournissent  les  équations  (44)- 
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IL  —  Sur  la  relation  qui  existe,  dans  les  vibrations  transversales  d'un 
système  isotrope  de  molécules,  entre  la  longueur  des  ondulations  et  la 
vitesse  de  propagation  des  ondes  planes. 

Soient,  comme  dans  le  paragraphe  I, 

m  une  molécule  donnée  d'un  système  isotrope, 

m  l'une  quelconque  des  autres  molécules 

et  mmf(r)  l'action  mutuelle  des  deux  molécules  m,  m,  prise  avec  le 

signe  +  ou  avec  le   signe    -,  suivant  que  ces  deux  molécules 

s'attirent  ou  se  repoussent. 

Concevons  d'ailleurs   que,  des  vibrations  transversales  étant  pro- 
pagées dans  le  système  dont  il  s'agit,  on  nomme 

1  la  longueur  d'ondulation  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'épaisseur 

commune  de  toutes  les  ondes  planes 
et  li  leur  vitesse  de  propagation. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(')  k  =  ^, 

les  deux  quantitésli  et  1  ou  k  se  trouveront  liées  entre  elles  par  l'équa- 
tion (21)  du  paragraphe  I,  c'est-à-dire  par  la  formule 

le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables   relatifs  aux 
diverses  molécules  m,  m\  ...;  de  sorte  qu'on  aura 

(3)  ^^z=Sp^F'(/-)    , 

Y'{r)  désignant  la  dérivée  de  la  fonction  Y {r)  déterminée  par  la  for- 
mule 

(4)  F(r)=^(cosk,-ï!^  +  ik',-')f(,.). 
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Concevons  maintenant  que  l'on  décompose  le  système  de  molécules 
en  couches  infiniment  minces,  terminées  par  des  surfaces  de  sphères 
qui  aient  pour  centre  commun  la  molécule  m.  Si  l'on  nomme 

(D  la  densité  du  système  supposé  homogène 

et  Ar  un  accroissement  infiniment  petit  attribué  à  la  variable  r,  les 
molécules  comprises  dans  la  couche  renfermée  entre  les  deux  surfaces 
sphériques,  qui  auront  pour  rayons  ret  r-f-  Ar,  offriront  une  somme 
de  masses  représentée  à  très  peu  près  par  le  produit 

et  par  suite  les  termes  correspondants  à  ces  molécules,  dans  la  somme 


[?'"<'■: 


fourniront  une  somme  partielle  qui  sera  généralement  peu  différente 

du  produit 

47:(E)r2F'(r)Ar. 

Or,  si  l'on  admet  que  l'on  puisse,  sans  erreur  sensible,  substituer 
généralement  ce  dernier  produit  à  la  somme  des  termes  dont  il  s'agit 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (3),  cette  équation  deviendra 

(5)  i2î=47iCDS[F'(/-)Ar]. 

D'autre  part,  comme  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

F(  /•  -h  A/-)  —  F(  /•)  =  F'(  /•)  A/- H-  -  F"(/-)  A/'-  + .  .  . , 

on  en  conclura 

S[F(r  +  A/')-F(r)]  =  S[F'(r)A/-]+  iS[F"('-)  Ar^] +. . .. 


Donc,  en  supposant  le  signe  S  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  r,  et 
désignant  une  très  petite  valeur  de  r  par  r,  une  très  grande  parr,, 
on  aura  sensiblement 

(6)  F(/-J-F(ro)=:S[F'(/-)A/-]+^S[F"(/-)Ar^]+.... 
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Si  dans  cette  dernière  formule  on  néglige  les  termes  qui  renferment 
des  puissances  de  Ar  supérieures  à  la  seconde,  elle  donnera  pour 
valeur  approchée  de  la  somme 

S[F'(/-)Ar] 
l'expression 

F('-J-F(/-o)-^S[F"(r)A/-M, 

et,  par  suite,  la  formule  (5)deviendra 

(7)  .  £2^=z4t:(D[F(/-J-F(/-o)]-27:cDS[F"(/-)A/-^]. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  qui  précèdent,  consi- 
dérons en  particulier  le  cas  où  l'action  mutuelle  des  deux  molécules 
m,  m  serait  une  action  répulsive,  réciproquement  proportionnelle  au 
bicarré  de  la  distance.  Alors  la  fonction  f(/*),  déterminée  par  l'équa- 
tion (4o)  du  paragraphe  I,  serait  de  la  forme 

(8)  f('-)=-;|i» 

h  désignant  une  constante  positive,  et  l'équation  (4)  donnerait 

(9) 

I        r  I         w-  r- 


5  I .  ->> .  3        71.2.3.4.5 

On  aurait  donc,  en  réduisant  r  à  zéro  et  r^  à  l'infini  positif, 


\\rJ^o,  F(/-„)=-^-4- 


De  plus,  comme,  dans  ce  même  cas,  F(/')  deviendrait  fonction  du 
produit  kr,  on  aurait  encore 

/•^D,2F(/-)  =  kM),^F(/-), 
et  par  suite 

F"{/-)  =  I)^F(r)  =rJ^DK^F(/-). 
Œuvres  de  C.  —  S.  II.  t.  XI.  49 
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Donc  la  formule  (7)  donnerait 


(10) 


i2' 


3o 


h  —  ■i7:(0kM)^S 


F(/- 


Ar 


Si  maintenant  on  suppose  les  diverses  valeurs  de  Ar  égales  entre 
elles  et  à  la  distance  £  qui  sépare  deux  molécules  voisines,  les  diverses 
valeurs  de  /•,  dans  la  somme  indiquée  à  l'aide  du  signe  S,  pourront 
être  censées  réduites  aux  divers  termes  de  la  progression  arithmétique 

(il)  £,     2£,     3s,     4e,     •  •  ••, 

et,  en  posant,  pour  abréger, 


(12)  K  =  Sr(kcoskr-^l^'  +  ^k^r04 


on  tirera  de  la  formule  (9) 

(i3)  ;;!i  !'('•)  = 

puis  de  la  formule  (10) 

(,4)  çi^-=^u  +  ^r.ô^hku^in(^y 

Une  reste  plus  maintenant  qu'à  déterminer  la  valeur  de  la  quan- 
tité Ken  fonction  de  k.  Or,  on  tire  de  l'équatiou  (12) 


par  conséquent 

(i5) 


D,K  =  s[^(k,-sink/)-^ 


k-'l)uKr=:S 


kr  —  si  II  kr 


puis,  en  différentiant  trois  fois  de  suite  cette  dernière  formule  par 
rapport  à  k,  on  en  conclut 

.. o   ,     ..    ,r.        ,/f'(>skr\        I  /       ,          cos2kc        cos3k£  \ 

(16)     I)KMk-'D,K)  =  s(— ^:^j^-p (^cosk£  +  — ^^ h  -^i—^----j- 


D'ailleurs,  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  —  t.. 
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+  w,  on  a  généralement,  comme  l'on  sait, 

{voir  le  second  Volume  des  Exercices  de  Mathématiques,  p.  309)  ('  ). 
Donc,  en  remplaçant  x  par  r.  —  ks,  on  aura  encore 

,          cos2k£       cosSke                 1/271^  ,    •     ,  „  ,\ 

coske  H -; \ — h. .  .—  -(  ^T 27:k£  -h  k'^eM, 

et  la  formule  (16)  donnera 

(17)  I)uMk-'DkK)=a  — ^k  +  ck% 

les  valeurs  de  a,  h,  c  étant 

(i8)  a=z-—^,  b  =  — ,  C—-J-' 

0£-  2£  4 

Pour  déduire  de  récjuation  (17)  la  valeur  de  k~' D^K,  il  suffira 
d'intégrer  le  second  membre  trois  fois  de  suite  par  rapport  à  k,  et  à 
partir  de  k  =  o,  puisque,  en  vertu  de  l'équation  (i5),  le  produit 

k-'DkK 

devra  être  divisible  par  k\  aussi  bien  que  la  différence 

.    ,  k^r^  k^/-5 

k/'  —  sink/-  =3 


1.2.3        1.2.3.4.5 
En  opérant  ainsi,  on  trouvera 


par  conséquent 


k^  k^ 

1.2.3         2.3,4         3.4.5 


k^  ,     k^  k« 


(19)  DkK=:a — — -T  —  ^  ^  3   ,  4-  c 


1.2.3  2.3.4  3.4.5 


Enfin,  pour  obtenir  la  valeur  même  de  K,  il  suffira  d'intégrer  le 
second  membre  de  la  formule  (19)  par  rapport  à  k,  et  à  partir  de  k  =  o, 

(•)  Œuvres  de  Caudiy,  1'  série,  t.  VII,  [>.  357. 
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puisque,  en  vertu  des  équations  (9)et(i3),  la  quantité  K,  proportion- 
nelle au  produit k'F(r),  sera,  comme  ce  produit,  divisible  par  k'.  On 
aura  donc 

,, a      V}  />      k^  c      k" 

IV  —  —    7 7-7  H 17—; r> 

0     1.2.0  7    •>.  .  3  .  4  73.4.0 

et  par  suite 

K 


k* /        7    3.4.5       2.3.4.5.7 
Donc,  la  formule  (i 4)  donnera 

(20)  s2^^^h(i4-ak-0, 

00 

la  valeur  de  a  étant 

(21)  «■-■^• 

ob 

L'équation  (20)  établit  une  relation  digne  de  remarque  entre  les 

quantités  12  et  k  ou  1  =  -r^,  c'est-à-dire  entre  la  vitesse  de  propagation 

des  ondes  planes  et  l'épaisseur  de  ces  mômes  ondes  dans  un  système 
de  vibrations  transversales. 

La  distance  £  qui  sépare  deux  molécules  voisines  devant  être  géné- 
ralement considérée  comme  très  petite,  on  pourra  en  dire  autant,  à 
plus  forte  raison,  de  la  quantité  positive  a,  déterminée  par  la  for- 
mule (21).  Cela  posé,  on  aura  sensiblement 

—  =1  — ak-, 

I  -h  ak^  ^i 

et,  en  divisant  par  i  +  ak-  les  deux  membres  de  la  formule  (20), 

(22)  Ç)2(,  ...  3jl^-.)^i£!^|j_ 

3o 

D'autre  part,  si,  en  nommant!  la  durée  d'une  vibration  moléculaire, 
on  pose 

(23)  S  =  -7p^, 

on  aura,   conformément  à  la  dernière  des  formules  (19)  du  para- 
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graphe  I, 
(24)  s  =  £^k, 

et  par  suite  l'équation  (22)  pourra^être  réduite  k 

(20)  i2^  —  <X?,-z=i^^ h. 

ÔO 

Soient  maintenant 

^         et        Sj 

ce  que  donnent 

i2        et        s 

pour  un  second  système  de  vibrations  transversales,  distinct  de  celui 
que  l'on  considérait  d'abord,  mais  toujours  propagé  dans  le  même 
système  de  molécules.  On  aura  encore 

il-  —  as-,=  —, —  h, 

'  .iO 

et  de  cette  dernière  équation,  jointe  à  la  formule  (^5),  on  tirera 

par  conséquent 

9.'  -  9-' 

a  =    ; 

s; —  s- 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  valeur  de  a, 

(26)  s^-=o6^^. 

s/  —  s* 

L'équation  (26)  fournit  le  moyen  de  calculer  approximativement  la 
valeur  de  £,  quand  on  connaît  les  vitesses  de  propagation  des  ondes 
planes  et  les  durées  des  vibrations  moléculaires,  dans  deux  systèmes 
de  vibrations  transversales. 

Il  est  bon  d'observer  qu'en  désignant  par  ï^  la  durée  des  vibrations 
dans  le  second  système  de  vibrations  transversales,  on  aura  généra- 
lement 
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ef  qu'en  conséquence  l'équation  (26)  peut  s'écrire  comme  il  suit 


^. 


14  vîr~VU-^' 


^, 


J  - 

I 

■)(§-)1 

7: 

lih- 

•■)(^0J 

On  aura  donc 

(27) 


A  l'aide  de  cette  dernière  formule,  étant  données  les  valeurs   de   Q 
et  T,  correspondant  à  deux  systèmes  de  vibrations  transversales,  on 

pourra  déterminer   immédiatement   la   valeur   de   y»   c'est-à-dire  le 

rapport  qui  existe  entre  la  distance  de  deux  molécules  voisines  et  la 
longueur  d'ondulation  relative  à  l'un  de  ces  deux  systèmes. 


III.  —  Su/'  la  dispersion  des  couleurs  dans  le  vide. 

Si  l'on  attribue  les  phénomènes  lumineux  à  des  vibrations  trans- 
versales de  l'éther  et  si  l'on  admet,  comme  la  théorie  porte  à  le  croire, 
que  dans  le  vide,  c'est-à-dire  dans  l'éther  isolé,  les  rayons  de  diverses 
couleurs  se  propagent  avec  des  vitesses  qui  ne  soient  pas  rigoureu- 
sement égales,  alors  il  suffira  que  la  clarté  d'une  étoile  varie  dans  un 
temps  peu  considérable,  pour  qu'à  des  distances  suffisamment  gf-andes, 
cette  variation  occasionne  un  changement  de  couleur.  Cette  propo- 
sition remarquable  est  due  à  M.  Arago.  On  peut  l'établir,  comme  il  l'a 
fait  lui-même,  par  la  méthode  analytique  qui,  dans  les  éléments 
d'Algèbre,  sert  à  résoudre  la  question  connue  sous  le  nom  deproh/ème 
des  deux  courriers.  En  effet,  considérons  une  étoile  blanche  qui  paraisse 
et  disparaisse  périodiquement,  et,  pour  plus  de  simplicité,  supposons 
que  cette  étoile,  après  avoir  constamment  brillé  du  même  éclat  pendant 
un  certain  temps  G,  reste  invisible  pendant  un  autre  temps  encore 
égal  à  (?.  Admettons  d'ailleurs  que  ces  deux  phénomènes  se   repro- 
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duisent  l'un  après  l'autre  indéfiniment  et  que  la  couleur  blanche  de 
l'étoile  résulte  de  la  superposition  de  deux  rayons  simples  dont  les 
couleurs  soient  complémentaires,  par  exemple,  d'un  rayon  rouge  et 
d'un  rayon  vert.  Enfin  supposons  que,  les  vitesses  de  propagation  de 
ces  deux  rayons  n'étant  pas  rigoureusement  égales,  la  plus  petite  soit 
représentée  par  il,  la  plus  grande  par  ù,  en  sorte  qu'on  ait 

il  n  n 

Il  désignant  un  nombre  très  considérable.  Les  temps  que  ces  deux 
rayons,  partant  simultanément  de  l'étoile  dans  une  direction  commune, 
devront  employer  pour  se  propager  en  ligne  droite  jusqu'à  un  point 
donné  de  l'espace,  seront  réciproquement  proportionnels  à  leurs 
vitesses  de  propagation.  En  d'autres  termes,  ces  temps  seront  entre 
eux  dans  le  rapport  de  il  à  12,  ou  de  /z  à  Ai  h-  i.  Donc,  si,  à  partir  de 
l'étoile,  on  porte,  sur  la  direction  commune  des  deux  rayons,  des 
longueurs  égales,  dont  chacune  soit  parcourue  par  le  rayon  doué  de 
la  pids  grande  vitesse  12,,  dans  un  intervalle  de  temps  représenté  par 

«S, 
et  si  l'on  nomme 

E,,        E„       E3,        E;,         ... 

les  divers  points  auxquels  aboutissent  les  extrémités  de  ces  diverses 
longueurs,  le  rayon  doué  de  la  moindre  vitesse  H  parcourra  chacune 
de  ces  mêmes  longueurs  dans  un  intervalle  de  temps  représenté  par  le 
produit 

{n  -+-  I  )S  =:  nG  -t-  S. 

Donc,  pour  des  observateurs  placés  aux  points 
El,     E,,     E3,     Ei,     ..., 

le  retard  d'un  rayon  sur  l'autre  se  trouvera  successivement  exprimé 
par 

C.      G  4-  G,      (?  -F  (^  4-  G,      G  -4-  (^  4-  G  4-  G. 

OU,  ce   qui  revient  au  même,  par  les  divers  termes  de  la  progression 
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arithmétique 

G,     25,     35,     45,      

Cela  posé,  puisqu'aii  point  de  départ  E  les  deux  rayons  restent 
simultanément  visibles  ou  simultanément  invisibles,  pendant  des 
intervalles  de  temps  qui  sont  tous  égaux  à  G,  on  peut  affirmer  qu'il  en 
sera  de  même,  aux  points  où  le  retard  de  l'un  des  rayons  sur  l'autre 
se  trouvera  représenté  par  l'un  des  nombres 

c'est-à-dire  aux  points 

Eo,     E4 

séparés  de  l'étoile  E  par  des  distances  que  le  rayon  doué  de  la  plus 
grande  vitesse  parcourt  en  temps  égaux  aux  divers  termes  de  la  pro- 
gression arithmétique 

2  «5,    4  «5,     •  •  •  • 

Au  contraire,  les  deux  rayons  se  montreront  successivement  et 
toujours  l'un  sur  l'autre,  aux  points  où  le  retard  de  l'un  à  l'égard  de 
l'autre  se  trouvera  exprimé  par  l'un  des  nombres 

5,     35,      .  .  ., 
c'est-à-dire  aux  points 

El,     E3, 

séparés  de  l'étoile  E  par  des  distances  que  le  rayon  doué  de  la  plus 
grande  vitesse  parcourt  en  temps  égaux  aux  divers  termes  de  la  pro- 
gression arithmétique 

/i5,     3/1 5,      .... 

En  général,  vue  d'un  point  quelconque  de  l'espace,  l'étoile  paraîtra 
périodique,  25  étant  la  durée  de  la  période  au  bout  de  laquelle  les 
mêmes  phénomènes  se  reproduiront,  et  de  plus  l'aspect  de  ces  phé- 
nomènes variera  périodiquement  avec  la  distance  qui  séparera  le 
spectateur  de  l'étoile.  Si  cette  distance  est  celle  de  l'un  des  points 

c'est-à-dire  celle  que  parcourt  le  rayon  doué  de  la  plus  grande  vitesse, 
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dans  un  temps  représenté  par  un  multiple  pair  de  «G;  alors,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  dire,  l'étoile  paraîtra  blanche  durant  une  moitié  de  la 
période  au  bout  de  laquelle  les  mêmes  phénomènes  se  reproduisent 
etdisparaitra  complètement  durant  l'autre  moitié.  Si,  au  contraire,  la 
distance  du  spectateur  à  l'étoile  est  celle  de  l'un  des  points 

E.,    E3,     ..., 

c'est-à-dire  celle  que  parcourt  le  rayon  doué  de  la  plus  grande  vitesse, 
dans  un  temps  représenté  par  un  multiple  impair  de /^G,  l'étoile  restera 
toujours  visible,  mais  elle  paraîtra  rouge  durant  une  moitié  de  la 
période  et  verte  durant  l'autre  moitié.  Enfin,  si  la  distance  du  spec- 
tateur à  l'étoile  n'est  celle  d'aucun  des  points 

E,,     E,,     E3,     E,,     ..., 

l'étoile,  visible  et  blanche  durant  une  partie  de  la  période,  disparaîtra 

durant  une  autre  partie,  et  ces  deux  parties  égales  entre  elles,  mais 

dont  chacune  sera  inférieure  à  la  demi-période,  se  trouveront  séparées 

l'une  de  l'autre  par  des  intervalles  de  temps  égaux,  pendant  lesquels 

l'étoile  se  montrera  colorée  tantôt  en  rouge  et  tantôt  en  vert. 

Dans  l'hypothèse  que  nous  venons  de  considérer,  les  points  d'où 

l'on  observe  les  mêmes  phénomènes,  par  exemple  les  points  pour 

lesquels  l'étoile  reste  invisible  durant  une   njoitié  de   la  période  et 

brille  de  tout  son  éclat  durant  l'autre  moitié,  sont  évidemment  situés 

sur  des  surfaces  de  sphères  concentriques,   qui,   ayant  l'étoile  pour 

centre  commun,  renferment  entre  elles  des  couches  dont  l'épaisseur 

est  la  distance  que  parcourt  le  rayon  doué  de  la  plus  grande  vitesse 

durant  un  temps 

2  «G, 

égal  au  produit  de  la  période  2 s  par  le  nombre  n.  En  d'autres  termes, 
pour  obtenir  la  distance  mesurée  sur  la  direction  d'un  rayon,  et  au 
bout  de  laquelle  les  mêmes  phénomènes  se  reproduisent,  il  suffit  de 
multiplier  le  nombre 


(2) 


a 


Œuvres  rfe  C.  —  S.  II,  t.  XI.  5o 
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par  la  distance  à  laquelle  se  propage,  durant  le  temps  même  de  la 
période,  le  rayon  doué  de  la  plus  grande  vitesse.  Cette  dernière  dis- 
tance sera  toujours  très  considérable,  et  déjà  elle  s'élèverait  à  plus  de 
six  mille  millions  de  lieues,  si  la  durée  de  la  période  se  réduisait  à  un 
seul  jour.  La  distance  au  bout  de  laquelle  les  phénomènes  se  repro- 
duiront sera  beaucoup  plus  considérable  encore,  puisqu'elle  sera  le 
produit  de  l'autre  distance  par  le  nombre  n,  dont  la  valeur,  en  vertu 
de  la  formule  (2),  deviendra  d'autant  plus  grande  que  la  différence 
entre  les  vitesses  (2  et  12,  deviendra  plus  petite. 

On  arriverait  encore  à  des  résultats  semblables,  si,  la  durée  de  la 
période  restant  égale  à  2(?,  les  deux  rayons  simples,  dont  la  superpo- 
sition est  censée  produire  la  couleur  blanche  de  l'étoile,  s'éteignaient 
périodiquement,  durant  des  intervalles  de  temps  égaux  entre  eux, 
mais  inférieurs  ou  supérieurs  à  la  moitié  de  la  période,  ou  si  ces  deux 
rîiyans,  sans  s'éteindre  complètement,  perdaient  périodiquement  une 
partie  de  leur  éclat.  Alors  la  distance,  au  bout  de  laquelle  se  reprodui- 
raient les  mêmes  phénomènes,  serait  toujours  celle  que  nous  venons 
de  calculer.  Alors  aussi,  vue  de  certains  points,  l'étoile  à  certaines 
époques  paraîtrait  colorée,  tandis  que,  pour  des  observateurs  placés 
en  d'autres  points,  elle  se  montrerait  toujours  blanche  lorsqu'elle 
ne  serait  pas  invisible.  Seulement,  dans  la  nouvelle  hypothèse,  les 
deux  couleurs  pourraient  être  mêlées  de  blanc,  et  les  intervalles  de 
temps,  pendant  lesquels  l'étoile  paraîtrait  blanche  ou  colorée,  seraient 
plus  longs  ou  plus  courts  que  dans  la  première  supposition. 

On  arriverait  toujours  à  des  conclusions  du  même  genre,  si  la 
Inmière  blanche  de  l'étoile  résultait  de  la  superposition  de  plus  de 
deux  rayons  simples,  et,  dans  ce  cas  encore,  comme  dans  les  hypo- 
thèses ci-dessus  admises,  l'étoile,  vue  de  loin,  devrait  le  plus  ordi- 
nairement paraître  colorée.  Il  y  a  plus,  il  faudrait  alors  supposer 
remplies  certaines  conditions  particulières,  pour  qu'à  de  très  grandes 
distances  les  phénomènes  observés  dans  le  voisinage  de  l'étoile 
parvinssent  à  se  reproduire  exactement.  Admettons,  pour  fixer  les 
idées,  que  la  lumière  blanche  de  l'étoile  résulte  de  la  superposition 
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de  trois  rayons  qui  se  propagent  avec  des  vitesses  représentées  par 

Q     Q      o  . 

soit  toujours  2 g  la  durée  de  la  période,  et  posons 
Çl  \  9  I 

il  II  il  II 

Si  les  nombres  n,  n  ,  qu'on  doit  supposer  très  grand  l'un  et  l'autre, 
sont  commensurables  entre  eux,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  le 

II'  . 

rapport  —  est  rationnel,  on  pourra  déterminer  une  distance  au  bout  de 

laquelle  se  reproduiront  exactement  les  mêmes  phénomènes,  et  cette 
distance  sera  celle  que  parcourt  le  rayon  doué  de  la  vitesse  O,  dans  un 
temps  égal  au  plus  petit  des  multiples  de 

2  «G, 

II' 
qui  soit  aussi  un  multiple  de  2  «G.  Mais,  si  le  rapport  —  devient  irra- 
tionnel, il  deviendra  impossible  de  trouver  un  multiple  de  2/iC  qui 
soit  en  mémo  temps  un  multiple  de  2/i'G,  et  il  deviendra  pareillement 
impossible  de  trouver  une  distance  au  bout  de  laquelle  les  mêmes 
phénomènes  se  reproduisent  exactement  pendant  toute  la  durée  de  la 
période  2s.  Alors,  par  exemple,  les  phénomènes  que  l'on  observe 
dans  le  voisinage  de  l'étoile  ne  pourront  plus  se  reproduire  en  d'autres 
points  de  l'espace,  et  pour  un  observateur  placé  loin  de  l'étoile,  celle-ci 
ne  pourra  demeurer  constamment  blanche  tant  qu'elle  sera  visible. 

En  résumé,  si  dans  le  vide  les  vitesses  de  propagation  de  rayons 
diversement  colorés  ne  sont  pas  rigoureusement  égales,  un  chan- 
gement périodique  de  clarté  dans  une  étoile  suffira  pour  occasionner 
à  de  grandes  distances  des  changements  de  couleur.  Or,  parmi  les 
astres  dont  la  clarté  varie  périodiquement,  on  doit  surtout  distinguer 
Algol  ou  fl  de  Persée,  dont  l'éclat  ordinaire,  étant  celui  d'une  étoile  de 
deuxième  grandeur,  reste  tel  pendant  2  jours  i4  heures,  puis  décroît 
soudain,  de  telle  sorte  qu'au  bout  d'environ  3  heures  et  demie,  l'étoile 
se  trouve  réduite  à   la  quatrième   grandeur,   sa   lumière  ayant  alors 
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perdu  plus  de  la  moitié  de  son  intensité.  Alors,  aussi,  l'étoile  recom- 
mence à  croître,  pour  reprendre  au  bout  de  3  heures  et  demie  son  éclat 
habituel,  l'étendue  entière  de  sa  période  étant  d'environ  -i  jours 
20  heures  48  minutes.  Cela  posé,  concevons  que  l'on  observe  attenti- 
vement la  couleur  d'Algol,  tandis  que  son  éclat  diminue.  Si  l'inter- 
valle de  temps,  renfermé  entre  les  deux  instants  qui  nous  laissent 
apercevoir  des  rayons  rouge  et  violet  partis  simultanément  de  l'étoile, 
s'élevait  seulement  à  un  quart  d'heure,  elle  changeraitde  couleur  d'une 
manière  assez  notable  pour  que  le  changement  pût  être  remarqué.  Kn 
efl'et,  puisque  l'astre  aura  perdu  plus  de  la  moitié  de  sa  lumière  en 
3  heures  et  demie,  la  perte  moyenne  de  lumière  en  un  quart  d'heure 
surpassera  le  rapport  ^  ou  ,\  ;  et  il  n'est  pas  douteux  que  cette  perte 

2  * 

subie,  dans  l'hypothèse  admise,  par  un  seul  des  deux  rayons  rouge  et 
violet  occasionnât  une  variation  appréciable  dans  la  couleur.  Toutefois 
cette  variation  est  demeurée  insensible  dans  les  expériences  entre- 
prises par  M.  Arago  pour  la  constater.  Cherchons  maintenant  ce  que 
l'on  peut  en  conclure  relativement  à  l'intervalle  qui  sépare  deux 
molécules  voisines  du.iluide  éthéré. 

Vu  la  distance  considérable  qui  sépare  de  la  Terre  les  étoiles  les. plus 
rapprochées,  distance  que  la  lumière  ne  peut  franchir  en  moins  de 
trois  ou  quatre  années,  un  quart  d'heure  n'équivaut  pas,  comme  on  l'a 
déjà  dit,  à  la  ,^,„'„„^  partie  du  temps  que  la  lumière  emploie  pour  venir 
d'Algol  jusqu'à  nous.  Donc,  en  admettant  que  deux  rayons,  l'un  rouge, 
l'autre  violet,  partis  simultanément  de  cette  étoile,  se  suivent  d'assez 
près  pour  que  l'un  ne  soit  pas  de  i5  minutes  en  retard  sur  l'autre,  nous 
admettons  par  cela  même,  non  seulement  que  le  rapport  entre  les 
vitesses  de  propagation  de  ces  deux  rayons  difl'ère  très  peu  de  l'unité, 
mais  encore  que  la  différence  est  au-dessous  de  777^0-  ^^^^  posé,  si 
l'on  adopte  comme  rigoureuse,  pour  l'éther  considéré  isolément,  la 
loi  de  répulsion  précédemment  énoncée,  c'est-à-dire  si  l'on  suppose 
que  l'action  mutuelle  de  deux  molécules  d'éther  soit  répulsive  et  réci- 
proquement proportionnelle  au  bicarré  de  la  distance,  la  formule  (27) 
du  paragraphe  11  fournira  le  moyen  de  calculer  une  limite  supérieure 
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à  l'intervalle  qui  sépare  deux  molécules  voisines  du  fluide  éthéré.En 

effet,  désignons  par 

1.    I.;    T,    T, 

les  longueurs  d'ondulation  et  les  durées  des  vibrations  moléculaires 
daus  les  rayons  rouge  et  violet;  et  par 

o      o 

les  vitesses  de  propagation  de  ces  rayons  dans  le  vide.  Les  rapports 
entre  les  durées  T,  T'  et  l'intervalle  de  temps  qui  résulte  de  la  division 
d'une  seconde  sexagésimale  en  mille  millions  de  millions  de  parties 
égales,  seront  représentés  à  très  peu  près  par  les  nombres 

2         ol         1,36, 
en  sorte  qu'on  aura  sensiblement 


ï 


1,36 


1,47, 


1^ 


2,lG. 


Cela  posé,  la  formule  (27)  du  paragraphe  II  donnera,  pour  le 
rapport  entre  la  distance  i  de  deux  molécules  d'éther  voisines  et  la 
longueur  I, 


£  I 

T  ~  71 


fi 


ou  à  très  peu  près,  puisque  ^  diffère  très  peu  de  l'unité, 

(4)  ;  = 


i,i6Vi> 


o 


Pour  que  la  valeur  de  i  reste  réelle,  on  devra  évidemment,  dans  la 
formule  (4),  supposer  le  rapport 


supérieur  à  l'unité.  Si  d'ailleurs  on  suppose  la  différence  entre  ce 
rapport  et  l'unité  réduite  à  r^i^^,  alors  de  l'équation  (4),  jointe  à 
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la  formule 

il.  I 

(5)  TT  —  ^^ ' 

il  JOOOOO 

on  conclura 


(6)  i  =  7^iv(W=°' 


ooo 


En  vertu  de  cette  dernière  formule,  z  serait  environ  5  millièmes 
ou  —  de  la  longueur  d'ondulation   des  ravons  rousses,  c'est-à-dire 

200  ^  .  o 

environ  3  millionièmes  de  millimètre.  On  voit  ainsi  quelle  est  la  peti- 
tesse de  la  limite  supérieure  à  la  distance  qui  sépare  deux  molécules 
voisines  d'éther,  lorsqu'en  adoptant  la  loi  d'une  répulsion  récipro- 
quement proportionnelle  au  bicarré  de  la  distance,  on  part  de  ce  fait, 
que  l'observation  d'Algol  ne  fournit  point  de  traces  de  la  dispersion 
des  couleurs  dans  le  vide. 

11  est  bon  de  remarquer  qu'en  vertu  de  la  formule  (5),  la  vitesse  de 
propagation  des  rayons  violets  surpasserait  celle  des  rayons  rouges,  en 
sorte  que  les  rayons  qui  se  propagent  plus  rapidement  dans  les  corps 
se  propageraient  au  contraire  avec  plus  de  lenteur  dans  le  vide. 


MÉMOIRE  SUR  L'INTÉGRATION 


DES 


EQUATIONS  DIFFERENTIELLES  . 


I. 

Le  nombre  des  équations  différentielles  que  l'on  peut  intégrer  en 
ternies  finis  étant  très  peu  considérable,  on  a  depuis  longtemps  essayé 
de  substituer,  pour  de  semblables  équations,  l'intégration  par  série  à 
l'intégration  directe.  Ainsi,  par  exemple,  étant  donnée  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  entre  x  et  y  considéré  comme  fonction 
de  .X-,  avec  la  valeur  particulière  y,,  de  la  fonction  y,  correspondant  à 
la  valeur  particulière  a^o  <le  la  variable  x,  on  a  supposé  la  fonction  j 
développée  par  la  formule  de  Maclaurin,  en  nue  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  la  variable  x;  et,  comme  on 
pouvait  facilement  déterminer  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  X  dans  cette  série,  en  les  déduisant  des  valeurs  connues  des  quan- 
tités oc-(,,yo,  à  l'aide  de  l'équation  donnée  et  de  ses  dérivées  des  divers 
ordres,  et  en  laissant  d'ailleurs  arbitraire  la  constante  y^,  on  en  a 
conclu  que  toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  x  et  y 
admettait  une  intégrale  générale,  et  que  cette  intégrale  se  trouvait 
représentée  par  la  série  de  Maclaurin,  c'est-à-dire  par  la  somme  de 
cette  série,  les  coefficients  étant  déterminés,  comme  on  vient  de  l'ex- 
pliquer, en  fonction  de  x^  et  de  la  constante  arbitraire  jo-  Toutefois, 

(>)  Ce  Mémoire,  déjà  lithographie  en  i83j,  n'a  été  tiré  la  première  fois  qu'à  un  petit 
nombre  d'exemplaires;  c'est  ce  qui  nous  engage  à  le  reproduire  ici  tel  qu'il  a  été  rédigé 
à  cette  époque. 
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les  considérations  précédentes  ne  donnaient  nulle  certitude  que  l'on 
eût  effectivement  intégré  l'équation  proposée,  ni  même  que  cette 
équation  admît  une  intégrale.  Car,  d'une  part,  rien  ne  prouvait  que  la 
série  obtenue  fût  convergente,  et  l'on  sait  que  les  séries  divergentes 
n'ont  pas  de  sommes;  d'autre  part,  une  série  même  convergente,  qui 
provient  du  développement  d'une  fonction  efTectué  à  l'aide  de  la  for- 
mule de  Maclaurin,  ne  représente  pa«  toujours  la  fonction  dont  il  s'agit. 
Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  applique  la  formule  de  Maclaurin  à  la 
fonction 


on  obtiendra  pour  développement  la  série  convergente 


I  — 


r         1.2        1.2.3 

qui  représente,  non  la  fonction  donnée,  mais  seulement  son  premier 
terme.  L'intégration  par  série  des  équations  différentielles  était  donc 
illusoire,  tant  qu'on  ne  fournissait  aucun  moyen  de  s'assurer  que  les 
séries  obtenues  étaient  convergentes,  et  que  leurs  sommes  étaient  des 
fonctions  propres  à  vérifier  les  équations  proposées;  en  sorte  qu'il 
fallait  nécessairement  ou  trouver  un  tel  moyen,  ou  chercher  une 
autre  méthode  à  l'aide  de  laquelle  on  pût  établir  généralement  l'exis- 
tence de  fonctions  propres  à  vérifier  les  équations  difl'érentielles  et 
calculer  des  valeurs  indéfiniment  approchées  de  ces  mêmes  fohctions. 
La  première  et  peut-étrejusqu'à  présent  la  seule  méthode  qui  remplisse 
ce  double  but,  pour  un  système  quelconque  d'équations  différentielles, 
me  parait  être  celle  que  j'ai  publiée  dans  mes  Leçons  de  seconde  année 
pour  V Ecole  royale  Polytechnique .  Suivant  cette  méthode,  étant  donnée, 
pour  X  =  x^,  la  valeur/o  de  la  fonction  y  déterminée  par  une  équa- 
tion différentielle  de  la  forme 

(0  •djc=f{x,y)dx, 

si  la  supposition 

x  =  xo,      y  —  yo 
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ne  rend  infinie  aucune  des  deux  fonctions 

dy 

alors,  pour  calculer  approximativement  une  autre  valeur  Y  de  y, 
correspondant  à  une  autre  valeur  X  de  x-,  on  interposera  entre  les 
limites 

une  série  croissante  ou  décroissante  de  nouvelles  valeurs  de  .r,  puis 
on  leur  fera  correspondre  une  série  de  nouvelles  valeurs  de  j  tellement 
calculées  que,  deux  valeurs  consécutives  de  x  étant  représentées  par 

et  les  valeurs  correspondantes  de  y  par 

Yy     y  4-  Ay, 
on  ait  généralement 

(^)  ^v=/{a:,y)^.v. 

On  démontre  que  la  dernière  des  valeurs  de  y  ainsi  calculées,  ou 
celle  qui  correspond  à  la  valeur  X  de  œ,  converge,  lorsqu'on  fait 
décroître  indéfiniment  les  valeurs  numériques  de  Ar,  vers  une  limite 
fixe  qui  est  fonction  continue  de  j,  et  de  X,  pourvu  toutefois  que  la 
valeur  numérique  de  la  différence 

X  —  a-^ 

ne  devienne  pas  trop  considérable  et  supérieure  à  celle  qu'une 
certaine  condition  détermine.  Cela  posé,  en  nommant 

la  limite  dont  il  s'agit,  on  prouvera  aisément  que  la  fonction 

a  la  double  propriété  de  vérifier  l'équation  (ij  et  de  se  réduire  à  j„ 
pour.r  =  x,,.  Il  va  plus,  on  déterminera  sans  peine  les  limites  des 
erreurs  que  l'on  peutcommettre  en  prenant  pour  J  (X)  la  dernière  des 

Œuvres  de  C.  —  S.   II,  t.   XI.  5, 
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valeurs  de  r  calculées  à  l'aide  de  la  formule    (3),   dans   le  cas   où 

chacune  des  valeurs  de  A^r  est  inférieure,  abstraction  faite  du  signe,  à 

un  très  petit  nombre  donné  o. 

Si  l'on  désigne  par 

A,     C 

deux  nombres  respectivement  supérieurs  aux  valeurs  numériques  des 
fonctions  (2);  si,  de  plus,  on  désigne  par 


une  quantité  positive  ou  négative,  choisie  de  telle  manière  que,  pour 
des  valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites 


et  pour  des  valeurs  de  j  renfermées  entre  les  limites 

les  fonctions  (2)  restent  continues  par  rapport  aux  variables  .r,  j,  et 
renfermées,  la  première  entre  les  limites 

—  A,     -+-A, 

la  seconde  entre  les  limites 

—  C,     -+-C; 

la  condition  ci-dessus  mentionnée,  et  à  laquelle  devra  satisfaire  la  dif- 
férence X  —  .r^,  sera  que  cette  différence  demeure  comprise  entre  les 
limites  o,  a,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  valeur  X  de  a?  demeure 
elle-même  comprise  entre  les  limites 

Alors,  si  l'on  nomme  H  la  valeur  numérique  de  \  —  x^,  et  cô  la 
plus  grande  valeur  numérique  que  puisse  recevoir  la  quantité 

/(^■±9Ô,  j±0Ao)-/(.r,7), 

tandis  que  l'on  fait  varier  0  et  0  entre  les  limites  o,  a;  x  et  xdzOo 
entre  les  limites  ^o>  "^0  + «;  enfin  r  et  j  =!=  0Ao  entre  les  limites  jo» 
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70=!=  Aa;  l'erreur  que  l'on  commettra,  en  supposant  chacune  des 
valeurs  numériques  de  Ax  inférieure  à  o,  et  prenant  pour  ^(X)  la 
dernière  des  valeurs  de  y  calculées  à  l'aide  de  la  formule  (3),  sera 
plus  petite  que  le  produit 

(5)  He<^»(ô, 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens.  Ajoutons  que,  si,  pour 
toutes  les  valeurs  de  ^,  y,  comprises  entre  les  limites 

la  fonction 

(6)  àfi-^',  >•) 

reste  finie,  continue  etinférieure,  abstraction  faite  du  signe,  au  nombre 

B, 

le  facteur  (D  ne  pourra  surpasser  le  produit 

(7)  (B  +  AC)Ô. 

La  valeur  de  y  que  la  formule  (4)  détermine  étant  fonction  con- 
tinue, non  seulement  de  la  variable 07,  mais  encore  de  la  constante  y„, 
devient,  lorsque  cette  constante  est  considérée  comme  arbitraire,  ce 
qu'on  appelle  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i).  La  méthode  précé- 
dente fournit  donc  le  moyen  non  seulement  d'établir  l'existence  de 
l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre, 
mais  encore  de  calculer,  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  le  désire, 
la  valeur  Y  de  y  correspondant  à  une  valeur  donnée  X  de  la  va- 
riable X,  en  supposant  déjà  connue  une  première  valeur  x,,  de  x.  Ce 
calcul  s'étend  même  à  des  valeurs  de  X  non  renfermées  entre  les 
limites 

Car,  après  avoir  déduit,  de  la  première  valeur  de  j  représentée  par  j^, 
une  seconde  valeur  Y,  on  peut  de  celle-ci  en  déduire  une  troisième 
et  continuer  de  la  sorte  jusqu'à  ce  que  la  valeur  de  y  devienne  infi- 
niment grande  ou  rende  infinie  l'une  des  fonctions  (2). 
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La  méthode  que  je  viens  de  rappeler  se  trouve  rigoureusement 
établie  et  rendue  plus  sensible  par  des  exemples  numériques  dans  les 
Leçons  déjà  citées.  J'ai  montré  dans  les  mêmes  Leçons  comment  on 
pouvait  étendre  cette  méthode  à  l'intégration  d'équations  dill'érentielies 
simultanées  du  premier  ordre,  quel  que  fût  le  nombre  des  variables, 
et  comment  on  pouvait  obtenir,  non  seulement  les  inté^rraies  lîéné- 
raies  et  particulières  de  ces  équations,  mais  encore  leurs  intégrales 
singulières.  On  sait  d'ailleurs  que  l'intégration  d'équations  difte- 
rentieljes  d'un  ordre  quelconque  peut  toujours  être  ramenée  à  l'inlé- 
gration  d'équations  ditrérenlielles  simultanées  du  premier  ordre. 

IL 

Les  avantages  qu'offre  la  méthode  ci-dessus  rappelée  se  retrouvent 
avec  d'autres  encore  dans  celle  que  je  vais  maintenant  exposer. 

Le  beau  Mémoire  où  M.  Hamilton  a  fait  dépendre  l'intégralion  des 
équations  différentielles  que  l'on  rencontre  en  Dynamique,  de  la  déter- 
mination d'une  seule  fonction,  représentée  par  une  intégrale  déiinie 
qui  satisfait  à  deux  équations  du  second  ordre  aux  différences  partielles, 
a  reporté  mes  idées  vers  un  point  qui  m'avait  paru  depuis  longtemps 
digne  d'être  examiné  avec  une  attention  particulière.  J'avais  pensé 
qu'il  y  aurait  [)eut-étre  quelque  avantage  à  réduire  l'intégration  d'un 
système  d'équations  différentielles  à  l'intégration  d'une  seule  équation 
aux  différences  partielles  du  premier  ordre.  Or  cette  réductioi^  peut 
toujours  être  facilement  effectuée,  comme  on  va  le  voir. 

Soient  x,  y,  z-,  ...  des  fonctions  inconnues  de  la  variable  t,  déter- 
minées par  des  équations  différentielles  du  premier  ordre,  en  vertu 
desquelles  les  difï'erenlielles 

<^.r,     dy,     (/z,      .  .  .,     c/t, 

des  variables 

j?,    /,     c,     ....     t 

soient  respectivemeni  proj)ortionnelles  à  des  fonctions  connues 
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de  ces  mêmes  variables.  Les  équations  diltérenticlles  dont  il  s'agit 
seront  comprises  dans  la  formule 

,   V  f/.f  _  dy  dz  _  dt 

A-  :T  i  '  5 

et  se  réduiront  aux  suivantes 

(2)  dx  —  ^dt,  dv—'—dt,  dz  —  —dt,  ..., 

qui  ne  perdront  rien  de  leur  généralité,  si  Ton  fait  disparaître  le  déno- 
minateur c,  en  prenant  simplement  f  =  i.  Or  supposer  que  les  équa- 
tions (2)  sont  intégrables,  c'est  admettre  que  x,  y,  z,  ...,  t  peuvent 
varier  simultanément  de  manière  à  les  vérifier.  Dans  cette  hypothèse, 
X-,  y,  ::,...  variant  avec  ;,  si  /  prend  une  nouvelle  valeur  c,  .r,  y,  ^ 
recevront  des  valeurs  correspondantes  \,  /],  'C,  ...  qui  ne  pourront  dé- 
pendre que  de  t  et  des  valeurs  primitivement  attribuées  à  ^,7,  z,  ...,/; 
par  conséquent,  ç,  ■/],  '(,  ...  seront  des  fonctions  de  x-,  y,  z,  ...,  t,  -, 
qui  se  réduiront,  pour  -  =  /,  à  x,y,  z,  ...,  en  sorte  <ju'on  aura 

i  l  =?(-^-,r,  -,  ..  .,<,  r), 
—  d^(.r,,K,  z,  .  .  .,  t,~). 


les  lettres  caractéristiques  9,  y,  ,[>,  ...  désignant  des  fonctions  déter 
minées  qui  vérifieront  les  conditions 

I  9(.r,  y,  c,  .  .  .,  t,  t)  =:  ûT, 
!  -/(a:,  V,  3,  .  .  .,  t,  C)  —  V, 
d/(j:,  r,  ^,  .  .  .,  z',  ^)=:  r, 


Les  équations  (2;  ne  sont  censées  intégrées  généralement  qu'autant 
qu'on  est  parvenu  a  exprimer  E,  y],  'C,  ...  en  fonction  de  t,  par  des 
équations  de  la  forme  (3),  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs 
primitivement  attribuées  à 


X,     r. 
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Alors  les  équations  (3),  ou  des  équations  équivalentes,  c'est-à-dire 
propres  à  fournir  les  mènios  valeurs  de 

l     n,    C,     ..., 

sont  ce  qu'on  appelle  les  intégrales  générales  des  équations  dilTé- 
rentielles  données.  A  l'aide  de  ces  intégrales,  on  peut  déterminer, 
pour  une  valeur  -  de  la  variable  indépendante  renfermée  dans  les 
équations  (2),  les  valeurs  correspondantes  ^,  •/],  Z,  ...  des  variables 
dépendantes  que  contiennent  les  mêmes  équations,  quand  on  connaît 
un  autre  système  de  valeurs  a?,  y,  z,  ...  de  ces  dernières  correspondant 
à  une  autre  valeur  /  de  la  première  ;  et  comme,  en  partant  des 
valeurs  H,  ■/],  '(,  ...  qui  correspondent  à  la  valeur  t  de  la  variable  indé- 
pendante, on  devrait  retrouver,  pour  la  valeur  /  de  cette  variable,  les 
valeurs  des  variables  dépendantes  représentées  par  a:, y,  z,  ...,  il  est 
clair  que  les  équations  (3)  continueront  de  subsister,  si  l'on  y  échange 
entre  eux  les  deux  systèmes  de  valeurs  des  variables  dépendantes  et 
indépendantes,  représentés  par 

•^'    y,    - ^ 

1,     vî,     r,     ...,     r. 

Donc  les  intégrales  des  équations  (2)  pourront  encore  se  produire 
sous  la  forme 

...  \  J^  =  o{l,-n,K,  ...,r,  t),        j  =  x(c:, -0,  r,  ...,  r,  0, 

D'ailleurs   les  formules   (4),   étant   identiques    pour  des  valeurs 
quelconques  de  x,y,  z,  ...,  /,  entraîneront  les  suivantes  : 

i  ^(ç,-O.Ç,  ....r,T)  =  Ç, 

en  sorte  que  les  valeurs  de  x,  r,  z,  ...  fournies  par  les  équations  (5) 
se  réduiront,  comme  on  devait  s'y  attendre,  à  ;,  rj,  'Ç,  ...  quand  on 
supposera 
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Lorsqu'on  attribue  à  t  une  valeur  constante, 


r,. 


deviennent,  dans  les  intégrales  générales  (3)  ou  (5),  d'autres  cons- 
tantes que  l'on  peut  choisir  arbitrairement,  et  que  l'on  nomme  pour 
cette  raison  constantes  arbitraires.  Si  l'on  laitd'ailleurs,  pour  abréger, 

les  équations  (3)  deviendront 

(8)  |  =  X,         r,  =  Y,         C=Z,      .... 

X,  Y,  Z,  ...  étant  des  fonctions  de  x,y,  -,...,  /,  qui  se  réduiront,  la 
première  à  ,t,  la  deuxième  à  y,  la  troisième  -à  z,  ...  pour  /  =  t,  et  qui 
ne  renfermeront  aucune  des  constantes  arbitraires  ^,  •/],-,....  Enfin  si 
l'on  désigne  par 

(9)  u=/{a:,y,  z,   ...) 

une  fonction  déterminée  des  seules  variables  x,y,  z et  par 

('o)  ^=/il  ri,  r,  ...) 

('0  U=/(X,  Y,  z,  ...). 

ce  que  devient  la  fonction  u  quand  on  y  remplace  les  variables  x,  y, 
z,...:  Impartes  constantes  arbitraires  ^,y], '(,...;  2°  par  les  fonctions  X, 
Y,Z,  ...; 

U, 

ainsi  que  X,  Y,  Z,  ...,  dépendra  uniquement  des  quantités 

^f   y-    ^1    •  •  •  1    t^    ~, 

et  se  réduira,  pour;  =  T,  à  la  nouvelle  constante  arbitraire  désignée 
par  'j.  De  plus,  les  intégrales  générales  des  équations  (2)  ou  les  for- 
mules (8)  entraîneront  évidemment  la  suivante 

(•2)  M  ri,-,  ...)=/(X.  Y,  Z.  ...) 
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ou 

(l3)  U=:U, 

qui  sera  une  nouvelle  intégrale  générale  et  comprendra  comme  cas 
particuliers  les  formules  (8),  avec  lesquelles  on  la  ferait  coïncider  en 
posant  successivement 

J\x,y,z,  ...)  =  x,         /{■r,y,z.   ...)  =  /,         A^^,  y,  z,  ...)=.z, 

Concevons  maintenant  que, 

U 

désignant  une  fonction  quelconque  des  quantités 

■37.     /,     ; t         ot         r, 

mais  une  fonction  qui  ne  renferme  aucune  des  constantes  arbitraires 

4,     n^    sv     ..., 

il  s'agisse  de  savoir  si  les  équations  (2)  admettent  une  intégrale  géné- 
rale de  la  forme 

('»)  U  =  const. 

Cela  revient  à  savoir  si  les  valenrs  de  r,  y,  z,  ...,  tirées  des  équa- 
tions (-))  ou  (8),  réduisent  U  à  une  fonction  de  t  ou  à  une  constante 
arbitraire.  Or  la  différentielle  de  cette  fonction  ou  de  cette  constante 
sera,  eu  égard  aux  équations  (2),  ce  que  devient  l'expression 

\  dt         t   ôx        co    dy        (r,   ôz  )      ' 

quand  on  y  snbstitue  pour  ,r,  y,  2,...  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
(:"))  ou  (8).  Donc  ces  valeurs  vérifieront  ou  non,  quel  que  soit  /,  la 
formule 

au       a;  d\S       :TaU       i  dU 

(i())  1 1 1 — 1_ . .   =0, 

dt         Ç>    dx        (b  dy        (s   dz 

suivant  que  les  é([uations  différentielles  proposées  admettront  ou  non 
une  intégrale  générale  de  la  forme  (i4).  D'ailleurs,  si  la  formule  (i()) 
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n'était  pas  identique,  elle  établirait  entre  les  seules  quantités  ren- 
fermées dans  les  fonctions 

c'est-à  dire  entre  les  quantités 

X,     y,     z,     ....     t         et         T, 

une  relation  qui  devrait  être  une  conséquence  nécessaire  des  équa- 
tions (8).  Or  cette  dernière  hypothèse  ne  saurait  être  admise;  car  on 
vérifie  les  équations  (8)  par  des  valeurs  de  x,  y,  z,  .,.,  l  et  t,  arbi- 
trairement choisies,  et  par  des  valeurs  de 

l    -n,    C,    ...    . 

déduites,  à  l'aide  de  ces  mêmes  équations,  des  valeurs  attribuées  à 

OC  ^      y  ^     z  ^      ...j      6  cl  0.) 

La  formule  (i6)  ne  peut  donc  être  qu'une  équation  identique,   ex- 
primant que 

(17)  ^  =  U 

est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  aux  différences  partielles 

,  r,  X  ^ds        ^^  as        _  ds        ^  as    , 

(i8)  G—  +A.-— +  -^  — -+-i-r- +...— o. 

^     '  dt  ôx  ôy  oz 

Ajoutons  que,  si   l'on  nomme  u  la  valeur  particulière  que  prend  la 
fonction  U  quand  on  y  pose 

celle  des  intégrales  générales    des  équations  (2),   qui  sera  de  la 
forme  (i4)>  se  réduira  nécessairement  à 
(,9)  []  =  -j. 

Alors,  aussi  la  forme 

(20)  .ç  =  U  —  -j 

sera,  en  même  temps  que  la  formule  (17),  une   intégrale  particulière 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XI.  32 
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de  l'équation  (i8).  En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition 
suivante; 

Premier  théorème.  —  Les  équations  (2)  étant  supposées  généra- 
lement intégrahles,  et  U  désignant  une  fonction  qui  ne  renferme  que  les 

seules  variables 

•^ ■>    y  1    -^j    •  •  •  1    tf 

ou  ces  variables  avec  une  valeur  particulière  ^  de  la  variable  t;  pour 
savoir  si  les  équations  (2)  admettent  ou  n  admettent  pas  une  intégrale 
générale  de  la  forme  (19),  il  suffira  d'examiner  si  la  formule  (17) 
ou  (20)  fournit  ou  non  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (18). 

Cela  posé,  veut-on  obtenir  celle  des  intégrales  générales  qui  serait 
de  la  forme  (19),  u  désignant  une  constante  arbitraire  et  U  une  fonc- 
tion des  variables  x^y,  z,  ...,  /,  qui  aurait  la  propriété  de  se  réduire 
pour  une  valeur  particulière  t  de  la  variable  /,  à  une  fond  ion  donnée 
de  .T,  r,  ::,  ...,  savoir  h 

il  suffira  d'égaler  à  zéro  la  valeur  de  s  qui  a  la  double  propriété  de 
représenter  une  intégrale  de  l'équation  (18)  et  de  se  réduire  à 


pour  t  =  ^;  ou  bien  encore,  il  suffira  d'égaler  à  u  celle  des  intégrales 
de  l'équation  (18)  ([m  a  la  propriété  de  se  réduire  à  u  pour  /  ==  t. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  veut  obtenir  les  intégrales  générales  des 
équations  (2)  sous  la  forme  (8),    de  sorte  qu'étant  donné  un  système 

de  valeurs  des  variables 

^1  y  1  -Si  •  •  • ,  '1 

ces  intégrales  fournissent  immédiatement  les  nouvelles  valeurs 

l,   r„    r.    ... 
que  prennent  les  variables  dépendantes  pour  une  nouvelle  valeur 

T 
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delà  variable  indépendante,  il  suffira  de  chercher  les  diverses  intégrales 
particulières  de  l'équation  (i8),  qui  ont  la  propriété  de  se  réduire, 
pour /  =  T,  à  l'une  des  variables 

X,     y,     z,      .... 
Si  l'on  désigne  par 

(21)  s  =  X^         .s  — Y,         s  =  Z, 

ces  intégrales  particulières  dans  lesquelles  X,  Y,  Z,  ...  ne  peuvent 
renfermer  que  les  seules  quantités 

on  vérifiera  encore  l'équation  (18),  en  attribuant  à  s  l'une  des  valeurs 

(22)  s  —  X  —  'E,         s  —  Y-n,          5r=Z-Ç,  ...; 

et,  en  égalant  à  zéro  ces  dernières  valeurs  de  s,  on  obtiendra  sous  la 
forme  (8)  les  intégrales  générales  des  équations  (2). 

Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé,  sans  le  démontrer,  que  les 
équations  (2)  étaient  généralement  intégrables.  Mais,  sans  admettre 
a  priori  celle  supposition,  on  peut  faire  voir  que  l'intégration  générale 
de  l'équation  (18)  entraîne  l'intégration  générale  des  équations  (2), 
et  même  que,  pour  obtenir  les  intégrales  générales  de  ces  dernières 
équations,  il  suffit  d'égaler  à  des  constantes  arbitraires 

^,  r^  r,  ... 
les  valeurs 

X,     Y,     Z,     ... 

de  u,  qui  ont  la  double  propriété  de  vérifier  l'équation  (18)  et  de  se 
réduire  àu^',  v,  -,  ...  pour  /  —i.  Effectivement  on  obtiendra  de  cette 
manière  les  équations  (8),  en  vertu  desquelles 

X,  y,  z,  ... 
seront  des  fonctions  de  i  qui  se  réduiront  respectivement  à 

l  n.  r,  ... 
pour  ^  =  T.  Or,   en   faisant  varier  ce,  y,   z,  ...  avec  t,  en   observant 
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d'ailleurs  que  X  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (i8)  et 
vérifie  en  conséquence  la  formule 


â\ 

-x. 

d\ 

-T  ^X 

iv 

r)X 

-f- 

^^ 

-h 

-f 

, 

ôt 

6 

âar 

C    dv 

6 

c>^ 

(23)  37  +  1^3^+^-77,  +F-:5T  -+-•••  =  O, 


on  tirera  de  la  première  des  équations  (8) 


~ôt         ôjc    dt         ôy  11         àz    clt 


—  o\ 


puis  en  éliminant  de  cette  dernière 


dt 


à  l'aide  de  la  formule  (^3),   et  opérant  de  la  même  manière  pour 
chacune  des  équations  (8),  on  trouvera 

\  ôx\dt         G  /        dy\dt        G  /        dz  \dt        G 

(24)       {dx\dt        î^j'^  dy\dt       G ) '^  àz  \dl        Q  J '^  ^' 

û'A  fdx       X'  \        d'L  /dv  _  ir^>        ^  /dz^  _  ^ 
(Âr  \7?7  ~  g"/ ^  (Jk  \^  ~  G  y  "^  ^  W^        S 


=  0, 


Supposons  maintenant  que  l'on  combine  entre  elles  par  voie  d'ad- 
dition les  formules  (24),  après  les  avoir  multipliées  par  des  facteurs 
choisis  de  manière  que  toutes  les  différences 

dx        X       dy        rj       dz        %: 
dt         (F^      dt        g'      dl        Q^ 

se  trouvent  éliminées  à  l'exception  d'une  seule.  On  substituera  ainsi 
aux  équations  (^4)  d'autres  équations  de  la  forme 

(-)K^-I)=<"   KS-I)=-   ^(^'D-'  ■•■■ 

la  valeur  de  K  étant 

^.       à\  dY  âZ  à\  ÔY  Û'A        ^ 

'  dx  dy  dz  dy   dx  dz 
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et,  comme  la  fonction  de  x,  y,  z,  ...,  t,  représentée  ici  parK,  ne  saurait 
être  généralement  nulle,  puisqu'elle  se  réduit  à  l'unité,  ainsi  que 

d\       ôX      d'L 
ax       ()y       dz 

pour  ^  = 'T,  les  formules  (2,5)  entraîneront  les  équations  (2).  Donc 
celles-ci  auront  pour  intégrales  générales  les  équations  (8),  et  l'on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Deuxième  teiéorème.  —  L'intégration  de  l'équation  (18)  entraîne 
celle  des  équations  (2),  et,  pour  obtenir  les  intégrales  générales  de  ces 
dernières,  il  suffit  d'égaler  à  des  constantes  arbitraires  ^,  Y],  '(,  ...  les 
intégrales  particulières 

s  =  \,        5  — Y,         s  =  Z, 

de  l'équation  (18),  qui  ont  la pi^opriété  de  se  réduire  respectivement  à  ce, 
r,  z,  ...  pour  t  =  T. 

Les  intégrales  générales  des  équations  (2)  étant  obtenues  comme  on 
vient  de  le  dire  et  représentées  par  les  formules  (8),  la  formule  (19), 

dans  laquelle 

U  =  /(X,  Y,  z,  ...) 

désigne  une  fonction  quelconque  de  X,,  Y,  Z,...,  représentera  une 
nouvelle  intégrale  générale  des  équations  (2);  et,  pour  obtenir  cette 
nouvelle  intégrale,  il  suiTirâ  (voyez  la  premier  théorème)  d'égaler  à  une 
constante  arbitraire  u  celle  des  intégrales  particulières  de  l'équa- 
tion (18)  qui  a  la  propriété  de  se  réduire  à 

u=f{-r,y,  z,  ...)      . 

pour  /  =  T.  Ajoutons  que,  si  l'on  se  sert  du  signe  caractéristique 

V 

pour  indiquer  un  système  d'opérations  effectuées  sur  une  fonction 
quelconque  ^  de  x,  y,  z,  ...,  t,  et  définies  par  la  formule 

(27)  \s=—  _-_-|--.+_.4_._W// 

J.    \  fc   àx        >^  Oy        <s  (jz  J      ' 


**^  MÉMOIRE   SUR   L'INTÉGRATION 

on  tirera  de  l'équation  (iG),  intégrée  par  rapport  à  /,   et  à   partir  de 

(28)  U  — ;^  — VU=ro 
on,  ce  qui  revient  au  même, 

(29)  U  =  «4-VU. 

Si  dans  le  second  membre  de  l'équation  (29)  on  substitue  une  ou 
plusieurs  fois  de  suite  à  la  fonction  U  sa  valeur  tirée  de  cette  équation 
même,  alors,  en  écrivant  pour  abréger 

V*U,     V^U,     ... 
au  lieu  de 

VVU,    VVVU,     ..., 
on  trouvera 

.—  u  +  Vu  4-  V^  «  +  V^  U 


et  généralement 

(3o)  U  =  «  +  V/<  +  V^M  +  V3«  -+-. .  .-h  V"-'//  +  V«U, 

/î  étant  un  nombre  entier  quelconque.   Si,   dans  l'équation  (3o),  le 
terme 

V"  U 

décroit  indéfiniment  pour  des  valeurs  croissantes  de  72,  la  série 

(3i)  //,     Vu,     Vu,     V^u,     ... 

sera  convergente,  et  cette  équation  donnera 

(32)  U  =  «  + V«-+- V^M -t- V^/^-4-..  .  ; 

par  suite,  la  formule  (ig"),  propre  à  représenter  une  intégrale  générale 
quelconque  des  équations  (2),  deviendra 

(33)  u -^Vu-hV-u  ^V'^u -+-. .  .—  -j; 

et  comme,  dans  le  cas  où  V  désignerait  non  plus  un  système  d'opé- 
rations à  effectuer  sur  une    fonction     donnée,   mais  une   quantité 
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véritable,  on  aurait 

(34)  n-V-i-V^+V^  +  ...=  — i^, 

I  —  V 

l'intégrale  générale  dont  il  s'agit  pourra  être  présentée  sous  la  forme 
symbolique 

(35) 


1  — V 
D'ailleurs,  comme  on  tire  de  l'équation  (32) 

VU  =  V(  « -f- Vm  +  V^ //  -^  .  . .  )  =  V«  +  V^ «  +  V»  a  4- . .  .  =  U  —  «, 

il  est  clair  que  la  valeur  de  U  fonrnie  par  cette  équation  vérifiera  la 
formule  (28),  par  conséquent  la  formule  (18),  tant  que  la  série  (3i) 
sera  convergente.  On  peut  donc  énoncer  encore  le  théorème  suivant  : 

Troisième  théorkmi:.  —  Tant  que  la  série  (3i)  est  convergente^  la 
formule  (33)  ou  (35)  est  propre  à  représenter  l'une  quelconque  des 
intégrales  générales  des  équations  (2). 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(36)  +_+ _+...— n^ 

G   ôx       (5  ôy       (s.  âz 
l'équation  (27)  donnera 
(3;)  V5  =  -  r   nsdt. 

Lorsque  -Y-,  .j,:^,  ...,  c  ne  renferment  pas  explicitement  la  variable 
indépendanle  t,  mais  seulement  les  variables  dépendantes  x,y,  z,  ..., 
alors,  en  substituant  à  s,  dans  l'équation  (3;),  la  fonction  u  qui  ne 
renferme  pas  non  plus  la  variable  /,  on  tire  successivement  de  cette 
équation 


V«— —  /     Oudt=z—nu  f    dt  —  {7~t)nu, 


^iu  =  -  f  (r  — 0  aUidl  =—  a-'u  f  iz-t)dt^^  il—Jl  o^u, 
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et  généralement 

(38)  \r,u=^— -^n"u. 

]  .2. . .n 

En  vertu  de  cette  dernière  formule,  l'équation  (33)  deviendra 

-  —  t  (- ^)- 

( 3q )  u  -+-  '- D M  H ^ \J^u+.  .  .=  -j; 

I  1.2 

et  comme,  dans  le  cas  où  D  représenterait  non  plus  un  système  d'opé- 
rations à  elï'ectuer  sur  une  fonction  donnée,  mais  une  quantité  véri- 
table, on  aurait 

(4o)  1  +  ^^^D  ^^'-  ^^'  D^  +  ...— e^^-^)D, 

I  1.2 

l'équation  (39)  pourra  encore  être  présentée  sous  la  forme  symbo- 
lique 

(4i)  e^^-'^Ou=:v. 

Ainsi  le  troisième  théorème  entraine  le  suivant  : 
Quatrième  théorème.  —  Lorsque  les  fonctions 

ne  renferment  pas  explicitement  la  l'ariahle  indépendante  t,  l'équa- 
tion Ç'5())  ou  (/[i)  est  propre  à  représenter  l'une  quelconque  des  inté- 
grales générales  des  équations  (2),  tant  que  la  série 

(42)  u,   ^^^n«,    il^^-i^cu,    ... 

i  1.2 

est  convergente. 

Si  des  formules  (35)  ou  (4i)  on  veut  déduire  les  intégrales  géné- 
rales des  équations  (2)  présentées  sous  la  forme  (8),  ou,  en  d'autres 
termes,  les  valeurs  des  quantités  ^,  y],  'C,  ...  qui  sont  ce  que  deviennent 
x^y,  z,...  considérées  comme  fonctions  de  la  variable  indépendante/, 
quand  cette  variable  indépendante  reçoit  une  nouvelle  valeur  t,  il 
suffira  de  poser  successivement  dans  la  formule  (35)  ou  (f\i) 
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puis 

u=y,  v  =  -n, 

puis 


En  conséquence,  les  intégrales  générales  des  équations  (2),  étant 
réduites  à  la  forme  (8),  seront  représentées  dans  tous  les  cas  par  les 
formules 

(43)  ^^    ^  .      ^-   y 


n  = 


et,  dans  le  cas  où  x,  .7,  &,  ...,  e  ne  renfermeraient  pas  explicitement 
la  variable  t,  par  les  formules 

(44)  ^—.e^-'-'^^.v,         n=e^^''^Of,         ^^e^^-'^^z, 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on   suppose  que  les  équations  (2)  se  rédui- 
sent à 

(45)  dxzz^xdt,         dy^zzydt,         dz^^zdt,  ..., 
en  sorte  qu'on  ait 

^_  ^_  ^  _ 

on  tirera  de  la  formule  (36),  en  y  remplaçant  s  par  m, 

/  /^\  <>«  du  du  _ 

(46)  x- h  K-^ +  --T-  +...=  □". 

Si  d'ailleurs  on  prend  pour  u  une  fonction  homogène  du  premier 
degré  en  r,  y,  z,  ...,  on  aura  identiquement 

du  du         Ou 

dx      "  dy         dz 

par  conséquent,  l'équation  (4^)  donnera 

D  «  =  « , 

et  l'on  pourra  poser  simplement  D  =  i  dans  les  formules  (4i),  (44), 

OEuvres  de  C.  —  S.  II,  t'.  XI.  53 


U8  MÉMOIRE  SUR  L'INTÉGRATION 

qui  deviendront  respectivement 

(47)  u  —  ue'^-^, 

(48)  l~œe^-',         n  =  ye''',         ^-ze'-',  

Telles  sont  en  effet  les  intégrales  générales  des   équations  (4^), 
intégrales  qu'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit 

et  dans  lesquelles  ^,  y],  t,  ...  peuvent  être  considérées  comme  repré- 
sentant les  constantes  arbitraires  introduites  par  l'intégration. 
Lorsqu'on  remplace  s  par  u  dans  la  formule  (36),  on  en  tire 

,^,  X'  du        ?f  au        t-  du  _-, 

^     ^  fs  dx       ^  dy       ^  az 

Si  X',  ^,  5û,...,  G  ne  renferment  pas  explicitement  la  variable  /,  alors, 
en  désignant  par  À*  une  quantité  constante  et  choisissant  la  fonction  u 
de  manière  à  vérifier  l'équation 

A-  du        -T  du       %  du  , 

^     '  is   dx        k  dy       G  dz 

on  aura  identiquement 

(5:î)  D«  =:  A7/, 

et  la  formule  (4i)'  réduite  à 


u  e 


k:x-i) 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  à 

(53)  .  «  =  -je^('-^\ 

sera  propre  à  représenter  une  intégrale  générale  des  équations  (2). 

Pour  montrer  une  application  des  formules  (5i)  et  (53),  supposons 
que  les  équations  (2)  soient  de  la  forme 

I  dx —  {a^x -\- b^y -\- Cyz -^ .  .  .)dt, 
.  \  dy  —  'ya^x  +  b^y -^c^z-h.  ..)dt, 

dz  =:z{a3X -\- b^y -h  c-^z -+-.  .  .)dt. 
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a^,  b,,  c,,  ...,  a^,  b.,,  Co,  ...,  «3,  b^,  c,,  ...,  ...   étant  dos   quantités 
constantes.  L'équation  (5i)  deviendra 

,  +  («2-3^+ ^2/ +  C25^-...):r; 
r^^)  /  oy 


+  (  «3  X  +  63  /  +  C3  ;:  +  .  .  . 


.  .  =1  ku, 


et  on  la  vérifiera  en  posant 

(56)  M  =  ÀjT  +fJ!./  +  V3  +.  .  ., 

pourvu  que  "k,  tx,  v,  ...   désignent  des  facteurs  constants  propres  à 
remplir  les  conditions 

Ia,  X  H- «2  fjt.  +  «3  V  +  .  .  .  =^  A'X, 
bil-h  b^u.  -^  b^v  -^.  .  .=z  Au, 

Cl  /.  -i-  C2  fx  4-  C3 V  +  .  .  .  =  /.y, 


OU 

(  «1  —  A-  )  ^.  -r-  «2  H-  -*-  <^3  '■^  +  •  •  •  =  O, 

;    6,7.  +  (62  —  /Of^+  ^sV  -+-... =  0, 

Cil  4-  c.iJt.  +  (C3  —  A-)  V  +  .  .  .1=  o, 


desquelles  on  déduit,  par  l'élimination  de  A,  a,  v,  ...,  l'équation 

(Sg)  (a,— /r)(62—  A-)(C3—  A)...— «2^i(c3— A)...  +  ...=  o, 

qui  renferme  la  seule  inconnue  k  et  dont  le  degré  est  égal  au  nombre 
des  variables  00,  y,  z, ....  Les  diverses  racines  de  l'éqnation  (09)  four- 
niront le  système  des  intégrales  générales  des  équations  (54),  et  ces 
intégrales  générales  se  trouveront  toutes  comprises  dans  la  formule  (53) 
ou 

(60)  Ix-h  iiy-hvz-h.  ..=  (X^  +  /Jfr)  +  vÇ4-...)e^^^"'^ 
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Si  aux  équations  (54)  on  substitue  les  suivantes 


(60 


djcz=[aicr  -h  /'t  J  +  c,  s  H- .  .  .  4-  fj  (  0]  dt, 
1   dz  —  [a^a:  -i-  b^  y  +  c-^z  -h .  .  .-h  Uii)]  dt, 


f,  (/),  ^.i{t),  î^{t),  ...  étant  des  fonctions  quelconques  de  la  variable  t-, 
alors,  en  supposant  toujours  la  fonction  u  déterminée  par  la  for- 
mule (5(j),  choisissant  les  quantités 

X,    /JL,    V,     . . . ,    A- 

de  manière  à  vérifier  les  conditions  (58)  (59),  et  faisant,  pour 
abréger, 

(62)  u^^t)  +  iif,{t)  -^^Jh{t)  + . .  .  =  {{t), 

on  tirera  des  formules  (36),  (3^) 

Un  —  ku  4-  {{t), 

par  conséquent 

\u=z—  I     nudt  =  k{r  —  t)if  —  I    f{t)dt, 

\^us^—  I  a(t  —  0 □« dtz=  ^"("-0- ^^_  r  f.  ^^ _  ^) ^(^) ^i 

Vu——        — ^ -Dudl=:  — 77-^  li—         {{t)dt, 

J,  1.2  1.2.3  J,  \  .9. 


Donc  l'équation  (33)  donnera 


(63; 


1  +  A-(t—  0  H- 


/■•^T-n- 


■/' 


I  +  A(7—  0  + 


...    ■] 


1 .2 


••] 


\t)dt 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(64)  V  —  u  e'^'^^-'^  —  f  e>'^'-'^{{l)dl. 
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La  formule  (64)  peut  encore  s'écrire  comme  il  suit 

( 65  )  u  e-'''  —  j  e-i"  =  f  e--^'  f (  t)  dt 

et  donne,  quand  on  y  transporte  les  valeurs  de  u  et  de  f  (^),  tirées  des 
équations  {^^^)  et  (62), 

(66)  X^  +  /x/4- vs  4-.  .  .=  ().?-4-|U(.y] +  y^  -4_ _  . )  e^{/-T) 

Les  diverses  équations  que  comprend  la  formule  i^^^),  eu  égard  aux 
diverses  valeurs  qu'on  peut  attribuer  à  la  constante  k,  présentent  le 
système  des  intégrales  générales  des  équations  (61).  Si,  après  avoir 
substitué  dans  la  môme  formule,  les  valeurs  des  quantités  X,  ix,  v,  ... 
ou  plutôt  de  leurs  rapports  exprimées  en  fonctions  de  k^  on  suppose 
que  deux,  trois,  ...  racines  de  l'équation  (09)  deviennent  égales  entre 
elles;  les  deux,  trois,...  équations  correspondantes  à  ces  racines  coïn- 
cideront et  devront  être  remplacées,  comme  il  est  facile  de  le  prouver, 
par  l'une  d'entre  elles,  jointe  à  l'équation  dérivée  du  premier  ordre,  ou 
aux  deux  équations  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  ...,  qu'on 
obtiendra  en  dilférentiant  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  les  deux 
membres  de  l'équation  conservée  par  rapport  à  la  seule  quantité  k. 

Pour  montrer  une  dernière  application  de  la  formule  (33),  sup- 
posons les  équations  (2)  réduites  à  une  seule  qui  soit  du  premier 
degré  par  rapport  à  x,  ou  de  la  forme 

(67)  dx—l{^t)-\-xY{t)'\dt, 

f  (^),  F(/)  étant  deux  fonctions  quelconques  de^.  Alors  la  formule  (27) 
donnera 

\u^-  f  [i\t)-^x¥{i)]p-dt, 
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et  par  suite  on  tirera  de  la  formule  (  33),  en  y  posant  a  =  x, 

(68)      l-  x\i—f¥{t)dt+fY{t)fY{t)dtdt—...\ 

— f  f(o  '- r  ^\t)dt^  f  ¥{t) f  ¥{t)dtdt—... 

D'autre  part,  F(/)  étant  la  dérivée  de   /    F(z)^/,  on  aura 

f  ¥{t)  f  Y{t)dtdt=   -        f   F{t)dt 
f  F{l)  f  ¥{1)1    Y{t)dtdtdt---^      f  F{t)dt 


dt. 


et  par  suite 

1—  f   V{t)dl-h  f  V{t)  I    V{t)dtdt—. 

=  1—  /    Y{t)dt-^  ^      /    ¥{t)dt 


~\     F{l)<lt 


Donc  la  formule  (08),  qui  représente  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (67),  pourra  être  réduite  à 


(69)  i  =  a:e^^  ~J    f(Oe«^^ 


F  (  0  <" 


dt. 


Dans  les  divers  exemples  que  nous  venons  de  passer  en  revue,  la 
formule  (33)  fournit,  pour  les  équations  différentielles  proposées,  les 
mêmes  intégrales  qui  étaient  déjà  connues,  et  auxquelles  on  avait 
été  conduit  par  diverses  méthodes  que  nous  nous  dispenserons  de 
rappeler. 

Il  est  facile  de  prouver  que  la  formule  (39)  ou  (4i)  continuera  de 
représenter  une  intégrale  générale  des  équations  (2),  si,  n  devenant 
une  fonction  explicite  de  toutes  les  variables  x-,  y,  z,  ...,  /,  on  déter- 
mine Dw  non  plus  à  l'aide  de  l'équation  (5o),  mais  à  l'aide  de  la 
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suivante 

,    \  ^  du       'X  du       ^  du       S;  du 

'    '  dt        (5  djc       (s  dy       h  Oz 

pourvu  toutefois  que  la  série  (4'-^)  reste  convergente  et  qu'on  désigne 
par  i»  la  valeur  de  u  correspondant  aux  valeurs 

I,       fi,       C.        ...,       T, 

des  variables 

X,     y,     z,      ...,     t. 

Effectivement,  si  dans  cette  dernière  hypothèse,  on  pose 

(71)  U  =  a+  lIliDa-t-  ^'~^^'  D^u-h..., 

1  1.2 

comme  on  aura  généralement 


L,... 

,  .n 

"J 

[ .  2 .  .  .  /i 

on  en 

con 

dura 

(72) 

nu  = 

-  0 

ou,  ce 

qui 

revient  au 

même. 

(73) 

dV 

-a; 

dx 

-7  d\^ 
^  à  y 

%  dU 
5    dz 

=  o. 


Donc,  dans  Thypothèse  admise, 

sera  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (18);  et  la  formule  (19), 
qui  coïncidera,  en  vertu  de  l'équation  (71),  avec  la  formule  (89) 
ou  (40'  '^^^^  [voyez  le  premier  théorème]  une  intégrale  générale  des 
équations  (2).  Au  reste  on  peut,  dans  la  même  hypothèse,  déduire 
directement  des  équations  (2)  la  formule  (39)  ou  (4i)'  ^  l'aide  de  la 
formule  de  Taylor.  Effectivement,  u  étant  une  fonction  quelconque  de 
la  variable  indépendante  t  et  des  variables  oc,  y,  z,  ...  liées  à  t  par  les 
équations  (2),   on  aura,   en  vertu  de  ces    équations   jointes   à    la 
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formule  (70), 

du  =  [Judt. 

On  trouvera  de  même 

d[3  u  ^  D-«  dt, 

dD-u=  D^udt, 


et  l'on  aura  par  suite 

(74)         du=ÏJudt,         d'u=n^udt\         d^u=n^udt\ 

D'ailleurs,  si  l'on  nomme  u  une  nouvelle  valeur  de  n,  correspon- 
dant à  une  nouvelle  valeur  t  de  la  variable  indépendante  f,  la  for- 
mule de  Taylor  donnera,  pour  les  valeurs  de  la  difïerence  t  —  t  qui 
permettront  de  développer  u  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  différence, 

-  /  /-  /\2  l~  /\3 

(73)  u=«+^-^f/w4-  ^- j^d^-u^    ^'        '>     d'a+.... 

dt  1.2  dt-  I  .'i.Zdt^ 

Or,  en  substituant  dans  l'équation  (75)  les  valeurs  de 

du ,     d^  u,     d^  u,      ... 

tirées  des  formules  (74).  on  retrouvera  précisément  la  formule  (39). 
Pour  vérifier  sur  un  exemple  très  simple  la  formule  (39),  dans  le 
cas  où  l'on  y  suppose  D  u  déterminé  par  la  formule  (70),  concevons 
que  les  équations  (2)  se  réduisent  à 


(76) 

dx  —  —  dt,         dy=  ^  dt,         dz  ^  -  dt, 
t                  ^         t       '                    t      ' 

on  aura 

(77) 

r-,           I  /    Ou            Ou            Ou           Ou 
t  \    ôt           Ox       "  Oy          Oz 

et  par  con 

iséquent 

(78) 

n.  =  ^ 

lorsque  u  deviendra  une  fonction  homogène  du  premier  degré  en  x^ 
y,  z,  ...,  t.  Mais  alors,  du  étant  une  fonction  homogène  d'un  degré 
nul,  on  tirera  de  l'équation  (77),  en  y  remplaçant  u  par  D  u, 

(79)  D^«  =  o; 
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donc,  par  sui(o, 

D»//  — o,       n*//  =  o,       .... 

Cela  posé,  la  formule'  (')(j)  donnera  simplement 

r  —  lu        T 

U  r:r  M  -f ;-    -  U 

I  t  t 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(80)  t='-- 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  réduit  successivement  la  fonc- 
tion u  aux  variables  x,y,  s, ...,  il  faudra  en  même  temps  attribuer  à  la 
constante  arbitraire  u  l'une  des  valeurs  H,  y],  'C,  ...,  et  l'on  obtiendra 
ainsi  les  intégrales  des  équations  (76)  sous  la  (orme 

On  arriverait  directement  à  ces  dernières  en  intégrant  les  deux 
membres  de  chacune  des  équations  (76)  présentées  sous  la  forme 


dx        dt 

dy  _  dt 

dz        dt 

X           t 

y  ~^' 

T  ~  T 

On  pourrait  généraliser  encore  la  formule  (39),  on  y  remplaçant  la 
variable  indépendante  /,  et  la  quantité  t,  par  une  fonction  donnée  r 
des  variables  x,  y,  z,  ...,  t,  et  par  la  valeur  particulière  p  de  r  corres- 
pondant à  /  =  T.  Effectivement,  r  et  w  étant  deux  fonctions  quel- 
conques de  X,  y,  z,  ...,t,  les  équations  différentielles  (2),  qui  se 
trouvent  comprises  dans  la  formule  (i),  obligent 

a?,    j',    z,     . . . ,    /, 

par  conséquent  aussi  les  fonctions 

r    et    M, 

à  varier  simultanément;  et,  si  l'on  nomme 

p     et     'j 

OEwres  de  C.  —  S.U,t.\\  54 
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deux  valeurs  correspondantes  de  ces  fonctions,  u  sera  ce  que  devient 
la  l'onction  u  quand  la  variable  r  reçoit  l'accroissement  p  —  /•.  Or,  en 
admettant  que  u  soit  développable  par  la  formule  de  Taylor  en  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  cet  accroissement, 
on  aura 

0  —  /•  (lu        (o  —  /■)-       \  (fr  I 


(8'2)  u—  «  + 


<{r  I  .  i  dr 


-j-.y  — V     »  •••    l'^pfésentant  les  rapports  entre   les  dilïérenlielles 
totales  des  fonctions 

du 

et  la  différentielle  totale  de  r.  D'autre  part,  en  se  servant  des  nota- 
tions 

ôr        dr  dr  du        du  du 

dx^     dy^  '      dL  d.v       dy  dl 

ponr  désigner  les  dérivées  partielles  de  r  et  de  n  considérées  comme 
fonctions  de 

on  aura  identiquement 

dr    ,  dr    ,  dr 

dr  —  ——dar  ■+-  -—dy  -h.  .  .-\-  --  dt, 
d.v  dv  dt 

(83) 

,         du    ,  du  j  du 

du  =z  -—  d.v  -^  -r-  dy  -h  .  .  .  +  -^  dt . 
djc  dv  dl 

et  l'on  tirera  de  la  formule  (i) 

dx  dy dz dt  dr^ 

X~"^"~T  ~ÏÏ~~   ^.dr        ^^dr        ^  dr  ^dr 

d.T  df  dz  dt 

du 


,.  du        ,^  du        ^  du  ^du 

A'.  --+;)—  +  t-  -r-  + ...  -f-  b  —- 
dx  dy  dz  dt 


par  conséquent 

(84) 


du dx  dy  dz (U 

dx  dy  dz  dl 
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Donc,  si  l'on  fait  pour  abréger 

A- h  :> h  ïr 1-  .  .  •  -1-  <5  -r- 

(85)  nu=  ^ f ; ;r-' 

^       '  ,,  <)r  ^()r         ^  Or  ^ar 

().jc  ây  ôz  ()t 


on  aura  simplement 

du 


Uu, 
dr 


On  en  conclura 

dC" 


\  dr  I        0?  n  a        „  o 

=  [2^11, 


dr  dr 

et  par  suite  l'équation  (82)  donnera 

(86)  'j  —  n-^^'^'Ua-\'^'~' — D- «-+-... 

^         '  I  \  .'X 

OU,  si  l'on  emploie  la  forme  symboli(|ue, 

(87)  y  =  e'P-'''n//. 

J'ajoute  que  l'équation  (8G)  représentera  une  intégrale  générale  des 
équations  4illerentielles  proposées,  tant  que  la  série 

(88)  .,    P-=i^n.,       il.:zlLuu,.       ... 

sera  convergente.  EfTectivement,  si,  dans  cette  hypothèse,  on  fait  pour 
abréger 

(89)  U  —  »  +  ^-^-^  D  «  4-    ^^  "~J      D-  »  +  ■  ■  ■ , 

comme  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (85), 

Dr  —  i, 
et  par  suite 


D 


i  .-A.  .  .n  J         i  .'2.  .  .n  I  .->....(//  —  I  ) 


on  trouvera 

(90)  niJ  =  o, 
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par  conséquent 

Donc 

sera  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (i8),  et  la  formule  (19), 
qui  coïncidera,  en  vertu  de  l'équation  (89),  avec  la  formule  (86),  sera 
(voyez  le  premier  théorème)  une  intégrale  générale  des  équations  (2). 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Cinquième  théorème.  —  Tant  que  la  série  (88)  est  convergente, 
l'équation  (86)  est  propre  à  représenter  une  intégrale  générale  des  équa- 
tions (  2  ) . 

La  formule  (86),  ainsi  que  la  formule  (33)  ou  (39),  ne  cesse  pas  de 
représenter  une  intégrale  générale  des  équations  (2),  lorsqu'on  y 
change  entre  eux  les  deux  systèmes  de  quantités 

Quelquefois  l'échange  dont  il  s'agit  reproduit  précisément  la  même 
formule.  C'est  ce  qui  arrive  en  particulier  relativement  aux  équations 
(48),  (60),  (66),  (80),  (81). 

ïl  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  ici  une  forme  digne  de  remarque, 
sous  laquelle  on  peut  offrir  l'équation  (33).  Si,  en  supposant  «'  fonc- 
tion des  seules  variables  x,y,  s,  ...,  et  l'expression  Dm  définie  par  la 
formule  (36),  on  nomme 

Wu,     U"u,     W'u,     ... 
ce  que  devient  D  u  lorsque,  dans  les  quantités 

A'.,      -T,     Jc,      ...,     S, 

considérées  comme  fonctions  de 

X,     y,     z,      ...,     t, 
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on  remplace  la  seule  variable  l  par  des  nouvelles  variables 

t'     i"     t'" 
on  aura  évidemment,  en  vertu  des  formules  (36)  et  (37), 

^U=z~  [Judt=—  a'udt'=~  U"udt"z=:...^ 

V'-u=f  wf    U"udt'dt"=zÇ    Ç    WW'udt'dt", 

V-'u=-  I    D'  I     U"  I     \J'"adl'dt"dl"'  =  ~.  f'  Ç    f    U'W'U'" udl'dl"dt"', 

et  par  suite  la  formule  (33)  deviendra 

[u=u—l  n'udt'-h  f  f  n'n"udt' df 

-  WU"U'"udL'  dt"dL"'  +  .... 


Lorsque  les  fonctions  eX,  g",  ^,  ...,  G  ne  renferment  pas  explicitement 
la  variable  t,  on  a 

n«  =  Wu  —  w'u  =  n'"«  =  .. ., 

par  conséquent 

D'à  =  Dm,         n'n"w--rr  D-//,         ^'^"D"'<^=  D^w, 
et  de  plus 

''''     •  ■ - 


•XXX  **'"'■ 


1 .  ?..  3 


Donc,  alors  la  formule  (92)  se  trouve  réduite,  comme  on  devait  s'y 
attendre,  à  la  formule  (3r)). 

La  formule  (92)  fournit  le  moyen  d'écrire  sons  une  forme  très 
simple  les  intégrales  générales  des  équations  différentielles  qui  repré- 
sentent les  mouvements  simultanés  du  Soleil,  des  planètes  et  de  leurs 
satellites. 
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Il  est  bon  d'observor  que,  dans  le  cas  où  Ton  considère  seulement 
deux  variables  x  et  t,  et  oîi  l'équation  (iG)  devient 

ut         G  â.v 
la  di(Térenli(dle  complète  de  la  fonction  U,  savoir 

d\}  —  ^r-dt  4-  ^—  dx. 
al  ax       ' 

se  réduit,  quand  on  y  substitue  pour  ^  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (94), 
à  un  produit  de  la  forme 

'              A-      \ 
(95)  \  Idx -dt\, 

la  valeur  de  V  étant 

(96)  v.=  î^. 

âx 

Donc,  la  fonction  U  étant  déterminée  par  l'une  des  formules  (i'-i) 
ou  (H9),  le  facteur  V  =  -p  sera  propre  à  rendre  intégrable  le  premier 

membre  d'une  é({uation  différentielle  entre  x  et  /,  présentée  sous  la 

forme 

a; 

(97)  dx  —  -^dtz=  o. 

Effectivement  l'équation  (94),  dilférentiée  par  rapport  à  x^  donne 

(98)  '^  ^       ^' 


Ot  àx 

et  la  formule  (98)  exprime  la  condition  d'intégrabilité  du  produit(95). 
Cette  formule  peut  d'ailleurs  être  considérée  comme  une  équation  aux 
différences  partielles,  propre  à  déterminer  le  facteur  Ven  fonction  des 
variables  x  et  /. 

Si,  à  la  [)lace  des  équations  (2)  qui  sont  du  premier  ordre,  l'on 
considérait  une  ou  plusieurs  équations  différentielles  d'ordres  supé- 
rieurs, pour  réduire  celles-ci  à  n'être  plus  que  des  équations  diffé- 
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n^nliollcs  du  premiiH' oinIpc,  il  suflirail   do   l(Mir  adjoiiHlrc  quelques- 
unes  des  fonnules 

dx  ,  dx' „ 

'Il     --  y'  'llL-   y" 

(99)  \  «^'^  dt    "  -^    '  ■  ■  ■' 

^/^  "^  '  dt   ~"  ' 


c'est-à-dire  de  nouvelles  équations  différentieiles,  qui  seraient  elles- 
mêmes  du  premier  ordre  dans  le  cas  où  l'on  prendrait  pour  inconnues 
non  seulement  x-,j,  s,  ...,  mais  encore  quelques-unes  des  (onctions 
dérivées 

-r'        t"  v'        v"  -'        '7" 

^  1       •^'    y        •  •  •  y  J    1       J    1        •  ■  ■  ■>  "y       •'y        •  •  •  i  .... 

A  l'aide  de  cet  artifice,  on  déduira  sans  peine  de  la  formule  (6G)  l'inté- 
grale générale  sous  forme  finie  d'une  équation  linéaire  de  l'ordre  n  à 
coefficients  constants  avec  un  second  meml)r(;  variable,  c'est-à-dire 
d'une  équation  de  la  forme 

d"  j-  d"~Kr  d"~-x  dx 


III. 


Il  nous  reste  à  faire  voir  comment  on  peut  s'assurer  généralement 
que  les  séries  (3i),  (/|2),  (88)  du  paragraphe  précédent  sont  conver- 
gentes, du  moins  pour  des  valeurs  de  la  difierence  t  -  1  ou  t  —  / 
suffisamment  rapprochées  de  zéro,  et  comment  on  peut  alors  fixer  des 
limites  supérieures  aux  erreurs  que  l'on  conimet  en  conservant  seu- 
lement dans  chaque  série  les  n  premiers  termes.  Le  nouveau  calcul 
que  j'ai  désigné  sous  le  nom  de  calcul  des  limites  dans  un  Mémoire  sur 
la  Mécanique  céleste,  lithographie  à  Turin,  et  traduit  en  langue  ita- 
lienne par  les  savants  éditeurs  des  Opuscoli  mathematici  e  fisici  qui  se 
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publient  à  Milan,  fournit  diverses  méthodes  à  l'aide  desquelles  on  peut 
atteindre  ce  double  but.  Je  me  bornerai  pour  le  moment  à  indiquer 
l'une  de  ces  méthodes,  me  proposant  de  revenir  sur  cet  objet  dans  un 
autre  iMémoirc. 

Soient  r  une  quantité  positive,  p  un  arc  réel,  tt  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre  et  î{x)  une  fonction  quelconque  de  la 
variable  réelle  ou  imaginaire  x.  Dans  l'expression  imaginaire 

,.  ^/jy/^—  ,-(cos/;  H-  y/ —  I  sin/>), 

r,  ou  la  racine  carrée  de  la  somme  qu'on  obtient  en  ajoutant  les  carrés 
de  la  partie  réelle  et  du  coefficient  de  V—  i,  sera  ce  qu'on  nomme  le 
module;  et  l'on  aura  évidemment 

Or,  si  l'on  intègre  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  :  i''  par 
rapport  ii  r  et  à  partir  de  r=  o;  2''  par  rapport  h  p  entre  les  limites 
p  =  —  Ti,  p  =  7:;  et  si  l'on  suppose  que  la  fonction  de  x,  r  et  p,  repré- 
sentée par 

(2)  f(a:  +  /-e/'v/-'), 

reste  finie  et  continue,  quel  que  soit/>,  pour  la  valeur  attribuée  à  r  et 
pour  une  valeur  plus  petite,  on  trouvera 


»^— ir  ty  n 


'■<)f(^-t-/-e/'v'    0 


Or 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 


dp  dr  =  0 


/      f (^  -+-  /•  eV s^i)dp=  f ( .t)  dp -•>.-!:{{ X )  ; 


puis  on  en  conclura 

,.71 

(3)  {{x)  —  —\     {{x-\-rePyf^')dp. 


:>.  71, 


Si  l'on  difi'érentie  la  formule  (3)  n  fois  de  suite  par  rapport  à  x,  on 
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en  tirera 


puis,  en  intégrant  par  parties  le  second  membre  de  cette  dernière 
n  fois  de  suite,  on  aura 


(4) 


"■  »/  —  TT 


r(")rr\  — 


Concevons  maintenant  qu'ayant  posé 

(5)  re/'^'  — jc. 

on  adopte  les  notations  du  calcul  des  limites,  et  que  l'on  désigne  en 
conséquence  par 

(6)  K{{x-\-lv) 

la  plus  grande  valeur  que  puisse  acquérir  le  module  de  la  fonction 
imaginaire  /(.T -4- a;),  lorsque  dans 

on  fait  varier  l'angle  p  sans  changer  le  module  r.  Dans  l'intégrale  que 
renferme  le  second  membre  de  l'équation  (^i),  la  fonction   sous  le 

signe  /  ofiVira  toujours  un  module  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  au 

produit 

/•-"A  K(yX  -+-  ^); 

et,  en  multipliant  ce  produit  par 

dp  :=  2  71, 


ty  —  1 


on  en  obtiendra  un  autre  qui  sera  supérieur  au  module  ou  à  la  valeur 

numérique  de  l'intégrale  elle-même.   Par  suite,  si   l'on   indique   le 

module  ou  la  valeur  numérique  d'une  expression  imaginaire  ou  réelle 

à  l'aide  de  l'abréviation 

mod 
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placée  (levant  l'expression  dont  il  s'agit,  on  tirera  de  la  formule  (4) 

(7)  modf'«H'^)<  1 .2.3. .  ./</-"Af(x+Ic). 
D'ailleurs,  comme  on  aura  généralement 

^        '  dr" 

l'équation  (7)  pourra  encore  s'écrire  comme  il  suit  : 

(8)  mo(lf('"(,r)  <(— i)"^^^l^^/Af(^-i-l?); 

et,  sous  cette  forme,  elle  subsistera  même  pour  11  =  o,  de  sorte  qu'on 
aura  encore 

(9)  mod  r(.r)  <  Ar(^c  4-^). 

comme  on  peut  le  conclure  directement  de  l'équation  (3).  11  est  bon 
de  rappeler  que,  dans  les  seconds  membres  des  formules  (8)  et  (9), 
la  valeur  de  r  devra  toujours  être  telle  que  la  fonction 

f(.r  +  ^)  =  f  (.r  H-  /•  eP  v^^) 

reste  finie  et  continue,  quel  que  soit/?,  pour  cette  même  valeur  de  r 
et  pour  une  valeur  plus  petite. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  l'une  des  séries  qui  représentent 
l'intégrale  d'une  seule  équation  différentielle  de  la  forme 

(10)  dx  :=  X-^dt. 
Si, 

étant  une  fonction  de  .a?  seule,  on  peut  en  dire  autant  de  la  fonction  .Y-, 
en  sorte  qu'on  ait 

(12)  A;  =  .f(j:), 

l'intégrale  de  l'équation  (10)  sera  fournie  parla  formule (39)  du  para- 
graphe H,  c'est-à-dire  par  l'équation 

(i3)    /(;)=/(^)  +  (T-0n/(O  +  ^^f;^DV(^)  +  T^°'-^^^^+---' 
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dans  laquelle  on  aura 

(.4)  Uf{x)  =  rf{x)'i^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

D  /(.r)=    rf{x)    /'(,r), 

et  par  suile 

(,5)  {   U'-J\x)=.[^{x)Yf"{x)  +  ff{x)§'{x)f'{x), 

□V(^)  =  VH^)fr{^)  +  3[.f(^)]M?'(^')/"(^-) 

Or,  de  ces  dernières  équations,  combinées  avec  les  formules  (8) 
et  ((j),  on  tirera  évidemment 

i*  mod  D  /(j;)  <<!Hi    r\3{x-\-x)    r\f{x  +  x), 
ç  ]  \v\oûU^J\xXiK2\r\^'{x  +  x)]'r\f{x-\-x), 


m 


OiXW  J\x)<  3>.-,\r  \f^{x  -\-  x)Y  r\f{x  -\-  x), 


Jl,,  Jlo,  Jlj,  ...  étant  des  fonctions  de  ;•  déterminées  par  les  équations 


l(-)'^-  ,..[^]M^ 


et  la  valeur  de  /•  devant  être  telle  que  chacune  des  fonctions 

(i8)  /(x-[-x),  .i{x-hx) 

demeure  Unie  et  continue,  quel  que  soit  p,  pour  cette  même  valeur 
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(le  /•  et  pour  une  valeur  plus  petite.  D'ailleurs  les  valeurs  de 

—  c^Hi,     .'Ha,      —  c'aj,      ..., 

fournies  par  les  équations  (17),  sont  ce  que  deviennent  les  valeurs  de 
nf{x),  n-/(.x-),  ny(;r),  ...,  fournies  par  les  équations(i5), quand, 
après  y  avoir  posé 

(•9)  ff{x)=f{.T)  =  X'', 

on  y  remplace  la  variable  x  par  le  module  r  ;  et  il  ne  pouvait  en  être 
autrement,  puisque,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (8),  le 
coefficient  du  produit 

A- A  f(x  +  .r) 

est,  abstraction  faite  du  signe,  ce  que  devient  f'"*(^)  quand,  après 

avoir  posé 

{{x)  —  x--\ 

on  substitue  /•  à  .r.  Donc  les  formules  (iG)  donneront  généralement 

(20)  rnotl  D  V(^)  <  <a„  I  rX^'Çv  +  x)Yr\f{œ  +  x), 

(—  i)"c!R«  étant  ce  que  devient  la  valeur  de 

correspondant  aux  valeurs  de  .f(.x-),  f{x),  données  par  la  for- 
mule (19),  quand  on  remplace  x  par  /•.  Or  on  tire  de  l'équation  (i^), 
jointe  à  la  formule  (19), 

n^-f{x)-=x-^'^^-^p^Zx-, 

et  en  général 

n"/(^).=  (— i)"i  .3.5...(2«  —  i)x-(2"+i). 

On  aura  donc 

(2O  <A„=i.3.5.  ..(2/i  — i)/-(2«+'\ 
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et  la  formule  (20)  donnera 

(22)     modn"/(^)  <  I  .3.5. .  .{2/1  —  i)/--"[A  j(.r  +  ^)J"A/(:c  +  ^). 
Enfin,  comme  on  a  évidemment 

A  — ^ — = —  A , 


V37 


la  formule  (22)  pourra  encore  s'écrire  comme  il  suit 

(23)       miH\n"/{x)<i.3.D...{2n-j)\\—^-^^-^-— 


Ay(.r  +  ^). 


Cela  posé,   le  terme  général   de  la  série  comprise  dans  le  second 
membre  delà  formule  (i3),  savoir 


(^4) 


(--0" 
1 . 2 . . .  /i 


□  "/(■^•), 


offrira  une  valeur  numérique  inférieure  à  celle  du  produit 


(25) 


I  .  3 . 5  ...(.>.  /i  —  I  ) 


I  .  2 . 3 . .  .  /< 
par  conséquent  à  celle  du  produit 


.^nxi^^f^Il 


{z-i) 


\f{jr.  +  œ). 


(26) 


2(T-0 


^{x  H-  j:-) 


\f(x  -<r  Jc), 


attendu  que  l'on  a  certainement 


I  .  3  . 5  .  .  .  (  2  /i  —  I  )        2  .  4  . 6 .  .  .  2  /^ 

< r. =  2". 


1.2.3.../* 


I  .  2  .  3  .  .  .  /< 


Donc  les  différents  termes  de  la  série  en  question  offriront  des 
valeurs  numériques  inférieures  à  celles  des  termes  correspondants  de 
la  progression  géométri(|ue  qui  aurait  pour  terme  général  l'expres- 
sion (2()).  Or  cette  progression  sera  convergente,  si  l'on  a 


(27) 


111  od 


2(T-0A 


S{.r  +  .r) 


<i 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(28)  mo(\{z  —  t)<- — — -■ — ; 

X 

et  alors,  si  l'on  remplace  la  somme  de  la  série  par  la  somme  de  ses  n 
premiers  termes,  le  reste  de  la  série,  ou  l'erreur  commise,  sera  infé- 
rieur (abstraction  faite  du  signe)  à  la  somme  des  valeurs  numériques 
que  présentent  dans  la  progression  géométrique  le  terme  (26)  et  les 
suivants,  c'est-à-dire  inférieur  au  produit 


(29) 


'       L                  ^      ^ 

\ 

I  —  mod    i{z  —  t)S.--- — = — 

X 

y 

d-^A/ix  +  x). 


Supposons  en  particulier 


/{x)  =  x; 


alors  l'équation  (i3)  donnera 

(3o) 


4  =  x  +  (T-on^-  +  — — —o'x-\-  ^— — ^D^^ 


1 .2 


1.2.3 


et  le  reste  de  la  série  comprise  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (3o)  sera  inférieur,  abstraction  faite  du  signe,  à 


(3i) 


s  mod 

2 

X 

r 

i 

1  —  Ul( 

3d 

2  (  T  —  l)\  -^ — = 

X 

y 

\f{x-\-x). 


On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Premier  théorème.  —  Supposons  que^  la  variable  l  et  la  fonction  x 
de  cette  variable  étant  liées  entre  elles  par  l équation  différentielle 

(32)  dx  ^=.^{x)  dt. 

on  nomme  ^  une  nouvelle  valeur  de  la  fonction  x  correspondant  à  une 


DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES.  WO 

nouvelle  valeur  t  de  la  variable  t  ;  ^  sera  développahle  par  la  formule  (3o) 
en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
la  différence  z—  t,  si  la  formule  (28)  est  vérifiée^  c'est-à-dire  si  la 
valeur  numérique  de  "z  —  t  est  inférieure  à  celle  qui  détermine  l'équa- 
tion 

(33)  r-t=l  '      _, 

la  valeur  du  module  r  de  ' 

'x—  r  e'> ^ 

étant  assujettie  à  la  seule  condition  que  la  fonction 

^'(^x  +  x) 

reste  finie  et  continue^  quel  que  soit  V angle  p,  pour  cette  valeur  et  pour 
une  valeur  plus  petite .  Alors  le  reste  de  la  série  réduite  à  ses  n  premiers 
termes  sera  inférieur^  abstraction  faite  du  signe ^  au  produit  (3i).  Alors, 
aussi  une  fonction  quelconque  de  ^,  désignée  par  f(^),  sera  elle-même 
développable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  z  —  t,  et  te  reste  de  cette  dernière  série  sera  inférieur, 
abstraction  faite  du  signe,  au  produit  (29),  si  la  valeur  du  module  r  est 
assujettie  à  la  double  condition  que  les  deux  fonctions 

f{x  +  x),  ^(x^x) 

demeurent  finies  et  continues,  quel  que  soit  l'angle  p,  pour  cette  valeur 
de  r  et  pour  une  valeur  plus  petite. 

Il  est  avantageux  de  choisir  le  module  ;■  de  x  de  telle  sorte  que  la 
limite  assignée  par  la  formule  (28)  à  la  valeur  numérique  de  t  —  /,  et 
représentée  par  le  second  membre  de  cette  formule  ou  de  l'équa- 
tion (33),  devienne  la  |)lus  grande  possible.  On  y  parviendra  en 
réduisant  la  quantité 

.  j(x  -h  x) 
A — ^ — = 

X 

à  la  plus  petite  valeur  qu'elle  puisse  acquérir,  c'est-à-dire  à  ce  que 
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nous  avons  nommé,  dans  un  autre  Mémoire,   le   module  principal  de 
l'expression 


considérée  comme  fonction  de  x. 

Pour  montrer  sur  un  exemple  très  simple  une  application  des  for- 
mules qui  précèdent,  concevons  que  l'équation  (32)  se  réduise  à 

(  34  )  (Ix  =  .r'  dt, 

i  désignant  une  constante  positive.  On  aura  dans  ce  cas 

et,  si  l'on  suppose  x  positive,  afin  que  §{x)  soit  réelle,  la  fonction 

i{x  -h^)  —  {or  +  r  cr^~y 

ne  restera  continue,  pour  des  valeurs  fractionnaires  ou  irrationnelles 
de  l'exposant  /,  qu'autant  que  l'on  aura 

(35)  r<,oc. 

Alors  on  trouvera 

y\(^  +  ^)  =  07  +  r,  \{x -\- œ)' =  {x  ~\- r)' 

et  par  suite 

(36)  ^{.,-^y  ^(^^+^^ 


La  plus  petite  valeur  que  puisse  acquérir  cette  dernière  quantité, 
eu  égard  à  la  condition  (35),  sera  :  i"  si  l'on  suppose  /<  2,  la  valeur 
qui  correspond  à  r=/r',  savoir 

(3;)  2'x'-'; 

2"  si  l'on  suppose  «>  2,  la  valeur  qui  correspond  à  la  formule 

■(.r-+-r)'| 


il 


dr 


ce 

z=z  O  OU  /•  =:  -. 
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savoir 

(38)  '\   ^/-i. 

Donc,  en  vertu  du  premier  théorème,  ^  et  t  désignant  des  valeurs 
qu'acquièrent  simultanément  les  variables  x  et  l  assujetties  à  vérifier 
l'équation  (34),  ^  sera  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  difïerence  t  —  /, 
tant  (|ue  la  valeur  numérique  de  t  —  /  restera  inférieure  à  la  moitié 
du  rapport 

(39)  -A—:, 


si  l'on  a  «<  -i,  et  à  la  moitié  du  rapport 

(lO) 


(/^i)'-' 


si  Ton  a  «>  •^^  Or,  en  effet,  on  tire  de  l'équation  (34),  divisée  par  x\ 
et  intégrée  directement, 

(40  ^ ^^^_.^, 

I  —  i 

par  conséquent 

et  la  puissance 

sera  développable  en  une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  dilférence  t  —  /,  si  la  valeur  numérique 
de  cette  différence  est  inférieure  à  celle  du  rajiport 

(43) 


(' 


D'ailleurs  il  est  clair  que  ce  dernier  rapport  surpassera  toujours, 
abstraction  faite  du  signe,  le  rapport  (3f))  et  à  plus  forte  raison  sa 
moitié,  si  I'(mi  suppose  «  <  2,  le  raj)port  (  V))  ot  à  plus  fort(;  raison  sa 
moitié,  si  l'on  suppose  «  >  2.  Mn  effet  on  aura,  dans  la  première  hypo- 
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thèse, 


mod  -. >  I  >  — 5 

i I  2' 


et  dans  la  seconde  liypothèse,  «'>►  (i  —  i)',   par  conséquent 


■     ^  (^"-O'-' 


Donc  le  premier  théorème  se  vérifie  à  l'égard  de  l'équation  (34);  et 
même  de  ce  qu'on  vient  de  dire  il  résulte  ({ue,  pour  une  équation  dillé- 
rentielle  de  cette  forme,  on  obtiendra  encore  une  limite  supérieure  à  la 
valeur  numérique  que  t  —  /  peut  acquérir  dans  la  formule  (3o),  si  à 
l'équation  (33)  on  substitue  la  suivante 

(44)  inod(7-0  = 


^^cf(-^   +  -^) 


Cette  remarque  s'applique  pareillement  aux  équations  difTérentielIes 

dx  =2  x~^  dt,         dx  :=  e'^  dt,         dx  -^^  e~'^  dt^  ..., 

dont  il  est  facile  de  calculer  directement  les  intégrales. 

Concevons  à  présent  que,  dans  le  second  membres  de  l'équation  (lo), 
la  fonction  a;  renferme  ii  la  fois  xqX  /,  en  sorte  qu'on  ait 

(45)  A-  =  i(^-,  0- 

I 

Alors  l'intégrale  de  l'équation  (lo)  sera  fournie  par  la  formule  (33) 
ou  (()'2)  du  paragraphes  II,  c'est-à-dire  par  l'équation 

(46)  fa)  =  A^)-f  u'j\x)dt'+j  j'  n'U"f{.x)dt'di" 

—  /      □  '  □  "0"'/{x)  dl'  dl"  dl'"  +  .... 

dans  laquelle  on  aura  :  i" 

(47)  U'J\.v)  =  S{x,  n/'{x); 
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4/^3 


(48) 
3« 


et,  par  suite, 


,,ôS{x,  L")    ,, 


dx 


/'(.^); 


U"'f{x)  =  :^'{œ,  t"')f'{œ) 
et,  par  suite, 

U"U"'f{x)=^{x,l")fn^.l"')f"{^r)  +  :s^{x,  t") ^-^_ -f'{^), 


àx 


(/jg)    !  0'D"D"'fix)=.i{x,  t')J{x,  t").i{x,  t"')f"'{x) 


+  .f  G^^,  t') 


'Hx,n''^^^^'"^  ,  M- 


(^^- 


D'autre  part,  comme,  dans  les  intégrales  définies  que  renferme  le 
second  membre  de  la  formule  (/j^)),  les  variables 

t\    t",    i\     ... 

devront  rester  comprises,  la  première  entre  les  limites  t  et  /,  la  seconde 
entre  les  limites  t  et  /',  la  troisième  entre  les  limites  t  'et  /",  ...,  il  est 
clair  que  ces  variables  resteront  toutes  comprises  entre  les  limites  t 
et  i  ;  d'où  il  suit  que  chacune  d'elles  pourra  être  représentée  par  une 
expression  de  la  forme 

0  désignant  nn  nombre  renfermé  entre  les  limites  o,  i.  Cela  posé,  si, 
la  A'aleur  de  ^  étant  toujours  celle  que  détermine  la  formule  (5),  on 
représente  par 

(5o)      •■  \i[x  -\-x,  t+B{-  —  l)^^ 

la  plus  grande  valeur  que  puisse  acquérir  le  module  de  la  fonction 
imaginaire  §\x-hx^  ;  +  0(^— /)J,  lorsque  dans  x  on  fait  varier 
l'angle  p,  sans  changer  la  valeur  de  r,  ni  celle  de  0;  si  d'ailleurs  on 
nomme  0  celle  des  valeurs  de  0  pour  laquelle  le  module  (5o)  d(;vient 


4U  MÉMOIRE  SUR    f/IN TÉGHÂTION 

le  plus  fjrand    possible,  et  n  un  nombre  cnlicr  quelconque,  on  lirera 
successivement  de  la  formule  (8) 

l   "'""^        dœ"         <  (~  ')"  -^77^  '^^'  1"^  +  -^"^  /  +  «(T  -^  ^  )], 
1         .d\i{.T,  t")       ^        ^    d"(r-')         .r         -  -, 

,d"S{jc.  t'")       ^        ^    d"(r-')         -r  _  , 

1 

puis  de  ces  dernières  formules  combinées  avec  les  équations  (47),  (48), 
(49),  •..,  on  conclura 


m( 

ni( 


^ .^ ^    ;       ...o(i  D'  n"f{x)  <  ,'n, ;  rA  j[.r  +  :?,  ^  4-  0(T  -  /)!  i  ,-A/(^  +  :^), 

i  niod  U'WW'fi.r)  <  .'RjI  /•A.ff.r  +  x,t-^  «(r-  o|  !  /'A/f^  +:ï), 

^,,  .fîl.,  .«.3,  ...  étant  des  fonctions  de  r  qui  coïncideront  avec  celles 
que  fournissent  les  équations  (17).  Il  ne  pouvait  d'ailleurs  en  être 
autrement;  car  lorsqu'on  réduit  la  fonction  §{x,  t)  à  §{x),  les  for- 
mules (52)  doivent  coïncider  avec  les  formules  (i());  et  cela  arrive 
effectivement,  mais  sous  la  condition  que  les  valeurs  de  s^^,  ^o,  ^3,  ... 
restent  les  mêmes  dans  ces  deux  systèmes  de  formules.  Donc,  dans 
les  formules  (:')2),  comme  dans  les  formules  (i()),  la  valeur  générale 
de  <^„  sera  celle  (jue  fournit  la  formule  (21),  et  les  formules  (52) 
donneront,  pour  une  valeur  (juelconque  de  /?, 

(53)    ino(in'n"n"'...n("'/(.r) 

<  1.3.5.  .  .(?./<  — i)/-"  ;  A.'7|.a?+I-,  /  +  0(r— 0l!"A/(.^  +  .^) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5',)    mod  n'n"n'"...n""/(^) 

>  1 . 3 .  a .  .  .  ( ?.  /?  —  I  )  j  A  — t !^ il  \    \/{.T  +  .x). 

Donc   eu  éi^ard  aux  formules  (()3)  du  paragraphe  11,  le  terme  général 
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(le  la  série  comprise  dans  le  second  membre  de  la  formule  (/|())  ofTrira 
une  valeur  numérique  inférieure  ;i  celle  du  produit 

et  à  plus  forte  raison  à  celle  du  produit 

(56)  L(.-.„a^'-^  +  ^'^Q'--'>Ij"a/0,:  +  :;). 

Donc  enfin  la  série  en  question  sera  convergente,  si  l'on  a 
(07)  mod    2(T— /)A    '       — — !^ -Xi, 


et  alors  le  reste  de  la  série  réduite  à  ses  n  premiers  termes  offrira  une 
valeur  numérique  inférieure  au  produit 


niod 


(58) 


.^(^       ^y^''\^^-^^',i  +  (^i'-i)n]" 


I  —  mod <  2(7  —  /)  A 


■î|  .r  -+-  .r,  t  -Jr  Qiv  —  l)\  I 


\f{.T-\-x). 


JC 


Il  est  important  d'observer  que  le  module  /•  de  x  doit  être  tel,  que 
chacune  des  fonctions 


(%) 


i[a:^x,t^0{7~t)\,     f{x^.x) 


demeure  finie  et  continue,  quel  (|ue  soit  l'angle  p,  pour  la  valeur 
attribuée  à  ce  module  et  pour  une  valeur  plus  petite.  Il  sera  d'ailleurs 
avantageux  de  choisir  ce  même  module,  de  telle  sorte  que  la  limite 
assignée  par  la  formule  (:")7)  à  la  valeur  numérique  de  t  —  t  soit  la 
plus  grande  possible. 

Si  l'on  pose  en  particulier/(.r)  =  ^,  l'équation  (/|6) donnera 


(60) 


-Xï'i 


xcft' 


WW'xdL'  dl" 
U'U"U"'xdL'  dl"  dl"'  + 
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et  le  reste  de  la  série    comprise  dans  le  second  membre   de   la  for- 
mule (Go)  sera  inférieur,  abstraction  faite  du  signe,  à 


m  0(1 

(61) 


I  —  mod  <  2  (  T  —  ^ )  A  — ' — — ^ 


On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Deuxième  théorème.  —  Supposons  que,  la  variable  t  et  la  fonction  x 
de  cette  valeur  étant  liées  entre  elles  par  l' équation  différentielle 

(62)  dx^^  -T(,r.  l)  dl^ 

on  nomme  \  une  nouvelle  valeur  de  la  fonction  .t,  correspondant  à  une 
nouvelle  valeur  ":  de  la  variable  t;  ^  sera  développable  parla  formule  {Q>o) 
en  une  série  convergente  y  si  la  formule  (07  )  est  vérifiée^  c'est-à-dire 
si  la  valeur  numérique  de  la  différence  r:  —  t  est  inférieure  à  celle  que 
détermine  l'équation 

(63)  (._0A^I"+"''  +  ^<^-''Ul. 

la  valeur  du  module  r  de  x  étant  assujettie  à  la  seule  condition  que  la  fonc- 
tion 

5\x  -\-'â-,  t  +  9(r— Ol 

demeure  finie  et  continue^  quel  que  soit  l'angle  p^  pour  cette  imleur  de  r 
et  pour  une  valeur  plus  petite.  Alors  le  reste  de  la  série  réduite  à  ses  n 
premiers  termes  sera  inférieur^  abstraction  faite  du  signe ^  au 
produit  (()i).  Alors  aussi  une  fonction  quelconque  de  ^  désignée  par 

sera  elle-même  développable  par  la  formule  {\C))  en  une  série  conver- 
gente, et  le  reste  de  cette  série  sera  inférieur,  abstraction  faite  du  signe, 
au  produit  (58),  si  le  module  r  est  assujetti  à  la  double  condition  que  les 

deux  fonctions 

/(.rH-.r).  rilx  +  lr.  t  ^e{T—t)\ 
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demeurent  finies  et  continues,   quel  que  soit  l'angle  /?,  pour  la  valeur 
attribuée  à  ce  module  et  pour  une  valeur  plus  petite. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  qu'on  vient  d'établir, 
concevons  que  ré(iuation  ((32)  se  réduise  à 

(64)  dx  —  {a^^tydL 

«désignant  une  quantité  positive  quelconque.  On  aura,  dans  ce  cas, 

^(^,  t)=^{a;-{~  t)'. 

Si  l'on  suppose  x  -+- 1  positif,  afin  que  ^(x,  t)  soit  réelle,  et 

r<t, 
la  fonction 

(65)  ;:flx-h^,  t-h  Û{z—  t)\  =  [a;  -\-lï'  -\-  l-hO{z—  t)Y 

ne  restera  continue  pourO  =  o,  qu'autant  que  l'on  aura 

(66)  r<x--{-t. 
Alors  on  trouvera 

(67)  \\x  ^7:  ^  l  -h  0 {z  —  t)\^ --  \ .v  -i-  r  ~\-  t  ^  0{7  -  Ois 

et,  en  nomiïiant  (-)  la  valeur  deO  pour  laquelle  l'expression  (()7)devient 
la  plus  grande  possible,  on  aura  B  =  i, 


(68) 


|.r  +  x  +  ^4-0(T-O]'  __  {.v  +  7  +  rY  ^ 


La  plus  petite  valeur  que  puisse  acquérir  cette  dernière  quantité,  eu 
égard  à  la  condition  (60),  sera  celle  qui  correspond  îi  r  =  x  -+- 1,  savoir 


(2.r  +  ^+t)' 
(^9)  ^TTt 


OU  celle  qui  correspond  à  /•  =  -r-— ^)  savoir 

(-0)  n^(-+^y-'- 


hks 
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suivant  que  x  -+- 1  sera  inférieur  ou  supérieur  à  1—^  ,  c'est-à-dire,  en 

d'autres  termes,  suivant  que  le  nombre  «sera  inférieur  ou  supérieur  à 
l'expression 


(7' 


2  -I- 


Si,  pour  fixei' les  idées,  on  suppose  le  nombre  /  inférieur  à  -i,  il  sera 
inférieur,  à  plus  forte  raison,  à  l'expression  (71);  et,  en  remplaçant 
dans  la  formule  (63)  le  coefficient  de  t  —  /  par  le  produit  ((3()),  on 
réduira  cette  formule  à 


(72) 


(t  —  0  (2.r  +  ^  +  x)'—  -{x  -\-  L). 


L'équation  (72)  est  évidemment  vérifiée  par  une  valeur  positive  de  t 
comprise  entre  les  limites  z  =  t,  t  =  ce,  qui,  substituées  dans  le 
premier  membre,  le  rendent  successivement  nul  et  infini.  Il  y  a  plus  : 
comme  on  a  généralement 


{'XX 


—  (3.r  +  2r 


l  -h  I 


■f: 


(  2  j?  4-  /î  +  T )'  r/r  <  (t  —  0  (  2  a'  +  <  -\--)\ 


il  est  clair  que  la  valeur  de  t  propre  à  vérifier  la  formule  (7'2)  sera 
inférieure  à  celle  qui  vérifie  la  condition 

(2j; -f- /  4-r)'+'— (2j;  4- •U)'^-'         i 

'—. ^ '—  ^  -  (  2  ,z-  +  /  ), 

i  H-  I  2 


c'est-à-dire  à  la  limite 

T  ■=!  1{X  -\-  t) 


1  H -, —  1-'{x  -H  0    ' 


1 

+  1 


(j?  +  L)\ 


donc  elle  sera  comprise  entre  l  et  cette  dernière  limite,  ce  qui  per- 
mettra de  la  calculer  facilement  pour  chaque  système  de  valeurs  attri- 
buées aux  variables  x  et  t.  Or,  pour  toute  valeur  de  t  inférieure  à  celle 
qui  vérifie  l'équation  (72),  mais  supérieure  à  /,  la  série  comprise  dans 
le  second  membre  de  la  formule  ((Jo)  deviendra  convergente  et  ofi'rira 
un  reste  inférieur,  abstraction  faite  du  signe,  à  l'expression  (()i),  ou. 
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ce  qui  revient  au  même,  à 


(73) 


2(t —  t)  (2a;  -{-  t-Jr 
I  —    — ^ Ll 


—  {2X-^t). 


Donc  alors  la  formule  (60)  fournira  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (64),  et  l'on  pourra  dire  combien  de  termes  on  doit  conserver 
dans  le  second  membre  de  cette  formule,  pour  obtenir  la  valeur  de  ^ 
avec  un  degré  donné  d'approximation.  Ces  conclusions  subsistent,  quel 
que  soit  le  nombre  désigné  par  i.  Toutefois,  dans  le  cas  où  ce  nombre 
devient  considérable,  il  est  avantageux  de  remplacer  dans  la  for- 
mule (63)  le  coefficient  de  ^  —  ^  non  par  le  produit (69),  mais  par  le 
produit  (70).  En  opérant  ainsi,  à  la  place  de  l'équation  (72)  on 
obtient  la  suivante 

(74)  (T-0(^  +  TV-'r=-   ^'~.l^"\ 

2  f' 

que  vérifie  une  valeur  de  t  inférieure  à  celle  qui  remplit  la  condition 

(./■  +  t)'-(x'  +  0'        i_  (/-i)'-' 
i  ~~  1  i' 

par  conséquent  une  valeur  de  z  inférieure  à  la  limite 

1 

Tr=(^  +  /)      I  +    i  /  I_  M         {x^lY'\—X. 

La  valeur  de  t  en  question  surpassera  notablement,  si  i  devient 
considérable,  celle  qui  vérifierait  l'équation  (72);  et  une  valeur  plus 
petite,  mais  supérieure  à  /,  rendra  convergente  la  série  que  renferme 
la  formule  (60).  Ajoutons  que  le  reste  de  la  même  série  sera  inférieur, 
abstraction  faite  du  signe,  au  produit 


(75) 


{i 


i'  1  " 


■(r-0(^  +  T)' 
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L'application  des  principes  ci-dessus  exposés  peut  être  facilement 
étendue  à  un  système  quelconque  d'équations  différentielles  entre  line 
variable  indépendante  t  et  des  fonctions  x,  y,  z,  ...  de  ces  mêmes  va- 
riables. Efl'ectivement,  soit 

une  fonction  quelconque  des  variables  réelles  ou  imaginaires 

X.     y,     c,      .... 
Soient  d'ailleurs 

.r.     y,      ~z,      ... 

des  variables  imaginaires  dont  les  modules  soient  respectivement 
en  sorte  qu'on  ait 

(76)  lc—reP>/~,     y—r'e'''^~K      'z  —  r"  e^'"  ^~\      ..., 

p,  p'  yp",  ...  étant  des  arcs  réels;  et  supposons  les  modules  r,  /•',  r",  ... 
choisis  de  manière  que  la  fonction 

t'(^  4-  Ji-,  y  -^-  y,  z  -\-  z,  . . .  ) 

reste  finie  et  continue,  quels  que  soient  les  arcs  Pi  p',  p",  ..-,  pour  les 
valeurs  attribuées  à  ces  modules  ou  pour  des  valeurs  plus  petites.  On 
tirera  successivement  de  la  formule  (3) 

{{x.  y,  z,  ...)  =  —   i      ï{x-\-x,y,  z,  .  ..)dp. 

"         '^  — TT 

K{x  -^  x,y.  z,  ...)  =  —         [■(.x-\-  x,y  +  y,  z,  ..    )dp, 
({x-hx,  y  +y,  z,  . .  .)—-^  l     ï{x  -^x,  y  -{-y,  z-i-  z,  . .  .)dp, 

•   •   •   •  > 

par  conséquent 

/  N  f/        X   /■''  r  r  .(    -     -     -   \dpdp'dp" 

•^—71  ^  —  71  •^  — Tt 

Pareillement  on  tirera  delà  formule  {f\),  en  désignant  par  h,  k,  l,  .., 
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des  nombres  entiers  quelconques, 

-  ,./.  ,.'A-  ,."/  •]         J         J  •••^ 

^  —  n  »^  —  Tï*-  — Tt 

„/  -  -  -  \dp  dp'  dp" 

puis  en  indiquant,  suivant  l'algorithniedu  calcul  des  limites,   à  l'aide 
de  la  caractéristique  A  et  par  la  notation 

(79)  \^{.T  +  x,  y -\-y,  z-^~z.  ...), 

la  plus  grande  valeur  ([uc  puisse  acquérir  le  module  de  la  fonction 
imaginaire 

lorsque  dans  .r,  j,  :?,  ■ . .    on  fait  varier  les  angles/?,//, /?",...  sans 
changer  les  modules  r,  r' ,  r" ,  ...,  on  conclura  de  la  formule  (78) 

(«„,  „.o.i '''"77 ;•';'•' ^/^■■■■> 

^      '  ôx'' Oy'U)z' .  .  . 

\  .'X. .  .h  \.'?.. .  .k  \  .1. .  A  (  -  -  -         X 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


ôxi'  0  y''  â: 


\  '  -»-./(   /),//.    ^r-l  ^    ^  '' 


Cette  dernière  formule  subsiste,  lors  même  que  les  nombres 
entiers i^,  /f,  /,...  ou  quelques-uns  d'entre  eux  se  réduisent  à  zéro.  Il 
est  d'ailleurs  une  remarque  importante  à  faire.  C'est  que,  pour 
obtenir  au  signe  près  le  second  membre  de  la  formule  (81),  il  suffit  de 
prendre 

(82)  ru,y,  ^,  •••)=Tl^''""- 
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puis  d'effectuer  les  différentiations  indiquées  dans  l'expression 

et  relatives  aux  variables  x,  y,  s,  ...,  comme  si  R  désignait  une  cons- 
tante on  une  quantité  indépendante  de  ces  variables,  sauf  à  poser  après 
les  différentiations  effectuées 

(83)  R-\f(^  +  x,/+y.  c-f-^,   ...), 

et  hors  de  la  fonction  R, 

(84)  a;  =  /-,         y  =  r',  z  =  r", 

(Considérons  maintenant  un  système  d'équations   différentielles  de 
la  forme 

(85)  dx:=^Xdl,         dy  —  p(dt.         dzz=i:dt 

Si, 

(86)  u=/{.T,y,z,  ...) 

étant  une  fonction  des  seules  variables  x,  y,  z,  ...,  on  peut  en  dire 
autant  des  fonctions 

en  sorte  qu'on  ait 

(87)  A:  =  <D(.r,j,  ,..   ...),      .J=\{.v,y,z,   ...),       ib  =  •F(,r,  j,  :;,...)...  ; 

une  intégrale  générale  des  équations  (85)  sera  fournie  par  la' for- 
mule ('^9)  du  paragraphe  11,  c'est-à-dire  par  l'équation 

(88)  /(ç,r,,  r,  ...)=fU;y,z,  .  .  .)  +  {r  -  t)  B /{x,  y,  z,  .  .  .) 

+  ^^^'nv(x, /,.,...)  +  ..., 
dans  laquelle  on  anra 

(89)  n/{.T,y,z,  ...) 

=^i.,y,z,...)'-^^-'^^r'---Wxi.,y,.,...)^^^^^^r^"-^ 


ô.v 


ây 


-^wi.,y,.,...)'mfiy±i^^ 

az 
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Cela  posé,  il  est  clair  que,  dans  le  polynôme  représenté  par 
n"/(^,  y,  z-,  ...),  un  terme  quelconque  sera  le  produit  de  plusieurs 
facteurs  égaux  ou  inégaux  dont  chacun  coïncidera  soit  avec  l'une 
des  fonctions 

(90)     f{jc,y,z,...),     a)(.r,  y,  ^,  ...),     \{.i-,y,  z.,  ...),     W{.r,y,  z,  ...),     ..., 

soit  avec  l'une  de  leurs  dérivées  des  divers  ordres  prises  par  rapport  à 
une  ou  à  plusieurs  des  variables  x,  j,  z,  ...;  et,  pour  obtenir  une 
limite  supérieure  au  module  de  n\''f{x,y,z, ...),  il  suffira  évidemment 
de  remplacer  chacun  des  facteurs  en  question  par  une  limite  supérieure 
à  son  module.  On  y  parviendra,  à  l'aide  de  la  formule  (81),  et  en  subs- 
tituant successivement  dans  cette  formule,  au  lieu  de  /(.r,  y,  z,  ...), 
chacune  des  fonctions  (89).  En  opérant  ainsi,  l'on  obtiendra,  pour 
limite  supérieure  au  module  du  polynôme  représenté  par 

n'\f{.r,y,z,  ...), 

un  second  polynôme  que  nous  désignerons  pai' 

K, 

et  qui,  en  vertu  de  la  remarque  précédemment  faite,  se  déduira  faci- 
lement du  premier.  En  efl'et,  pour  avoir,  au  signe  près,  la  valeur  K,  il 
suffira  de  chercher  ce  que  devient 

quand  on  y  pose,  avant  les  différentiations  relatives  à  x,y,  z, ..., 

.r j  ^  .  .  . 
rr'  r" . . . 

rr'  r" .  . . 
92  V    ../  .vyz... 


.1  ..V 


rr  f 

W{œ,y,z,  ...)  = 
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puis,  après  les  dift'érenfiations, 


et 

(93) 

(94) 


.4{  -z  A/(,r  +  .r,  j  +  y,  ô  -+-  c,   .  .  .); 
Âo  —  /\.<I>  (.c  4-  .r,  y  -4-  j,  :;  4-  I,  .  .  .  ), 

m,  —  AX  (.r  -H  ,r,  /  +  y,  c  4-  i,   .  .  .  ), 
3  —  A'r( .T  +  .T,  y  -hy,  z  -]-^,  .  .  . ). 


D'autre  part,  comme,  on  ayant  égard  aux  formules  (91)  et  (92),  on 
trouvera  le  polynôme  \J"/(,v,  j,  ::,  ,..)  composé  de  termes  tous 
positifs  ou  tous  négatifs,  suivant  que  n  sera  pair  ou  impair,  il 
est  clair  qu'il  suffira  de  multiplier  par  (—  i)"  la  valeur  trouvée  de 
n"f(ûr,y,z,  ...),  pour  en  déduire  celle  de  K.  Si,  pour  abréger,  on  pose 


(95) 


rr'  r" 


.Tyz 


•]■ 


on  tirera  de  la  formule  (Hc)),  jointe  aux  équations  (92), 

(96)     n/iar.y.  z.  ...) 

_     r      âf(.r,y,z....)  i)f{x,y,z,...)       ^  â/{.v.  y,  z. ...) 

—  •>      '■Vi  r  -t-   U.)  ^ -i-  c 

rAr  f)y  àz 

Alors  aussi  la  formule  (91)  donnera 

/(.r,  y,  ,.,  ...)^<'a.v, 

et  l'on  en  conclura  r' 

Q  V(-^'  /'  -'  ■■■)  —  -'^  □"■î  =  A/(.z'  4-  !■,  /  +  7,  :;  +  3,  .  .'.)  D^'i. 
Par  suite  on  aura 

(  97  )  ^  =  'S.  \f(.  '■  -^  •^•» .''  -^-  .r ,  ~-  +  ^,  .  • .  ); 

pourvu  que  l'on  désigne  par  -s,^  ce  que  devient  l'expression 

(98)  •      (-,)"n".v 

quand  on  a  égard  aux  formules  {c)i)),  (84),  (9^)  f't  (94)-    H  reste  à 
déterminer -S„.  Or,  si  l'on  représente  par  m,  v,  w,...  des  fonctions ([uel- 
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conques  de  ce,  y,  z,  ...,  on  tirera  non  seulement  de  la  formule  (96), 
mais  encore  de  la  formule  (tS()),  ou  même  des  formules  (3()),  (70), 
(85)  du  paragraphe  II, 


(99) 
(100) 


D  (  «  H-  t'  -t-  (V  +  .  . .  )  =  D  «  +  n  (•  +  D  iT'  -f- .  .    , 


et  de  la  formule  (96)  en  particulier 


^,  ,  .1,       \tl, 
j't+i  / I i_ 

a-         V 


(101)  n.v''=i- 

^     /.,\o«  lll)"  S"  \ 

(102)  D 1 1- h  .  .  .     =  —  ns 

\  .c'*         y"         z"'  I 

On  trouvera  en  conséquence 

—  D  ,T    :-T. 


X' 


^«+1  ,Oh  +  1 


y 


V 1 

X         y  z 


n^s-:zz:2.9M-    +    - 

.r  y 


1- 


(io3) 


■  .1,  \)')         S 

.r  y  :; 

\  ^'     y-      -' 


75*  I  — h  — 


(• 


o4)    \ 


,   ,1,         111^         3 


oRd  m, 


S,=:6     -  +  ::^ 


X 


.1,2  )lï,2  32 

— r  +  -7T  +  177 


,.2  ,.'S 


X       lll) 

+7(7  +  77 

,/A>        11!,' 


puis  on  en  conclura,  en  posant,  hors  des  fonctions  x,  oib,  e, 

x  =  i\         y  —  r'.  z=zr",  ..., 

et  par  suite  ^  =  I, 

I       ,  eAo  lll)  S 

'S,  = 1 r   H r  4- 
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les  valeurs  de  ^i,,  m,  3,...  étant  déterminées  par  la  formule  (94).  D'autre 
part,  comme  on  aura  évidemment 

,    .,  'X"      m,"      o"  /  cX>      »ii. 

(•«^)  7:;r  +  7;r  +  7F7r+--- <(-  +  -  +  -+• 


/■       /•        /■ 


les  formules  (io4)  donneront 


(.06) 


X      m.      e 

bi—       — H         +        4-... 
''-<    H-7.  +TT  +  T7+---      ' 


et  généralement 

('07)  ^n<N      -4--7  +  -Î? 


N  désignant  le  Ai'*"^  terme  de  la  suite 

I,         24-1  =  3,         6-f-7  +  2=^i5,         ..., 

c'est-à-dire  la  somme  des  coefticients  numériques  compris  dans  le 
second  membre  de  la  n''"""  des  équations  (io3).  Or,  ces  coefficients 
conservant  les  mêmes  valeurs,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 

il  suffira,  pour  obtenir  le  nombre  N,  de  considérer  le  cas  où  les  for- 
mules (95),  (96)  se  réduisent  à 

(108)  .S=^,  Uf{x)^x'Mj^- 

Alors  la  /i'^""'  des  équations  (io3)  donnera 

^/  ' 

et,  comme  on  tirera  directement  des  formules  (108) 
(no)  (— i)«D".ç  =  i.3.5...  (2w  — i)5«+* 
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on  conclura  des  formules  (109),  (no)  comparées  entre  elles 

(i  1 1)  N  =  1 .3.5. . .  (2/i  —  1). 


km 


'S,j  <:^  I  .  3  .  D  .  .  .  (  2  /i  —  1  )  (   —  -{ ; 


Cela  posé,  la  formule  (107)  deviendra 
(112) 

et  l'on  tirera  de  la  formule  (97) 

(11 3)  K  <  1 .3.5.  . .  (2  «  —  i)  (  — -i-  -4' H-  ^ 


X 


A/( 


a;  +  j;,  y  -h  r, 


.). 


les  valeurs  de  ^i,,  iib,  G,  ...  étant  toujours  celles  (|ue  déterminent  les 
formules  (94)-  Ainsi  K,  qui  représente  une  limite  supérieure  au 
module  de  n"f(x,y,  z,  ...),  ne  pourra  surpasser  le  second  membre 
de  la  formule  (1 13),  qui  représentera  encore  une  semblable  limite.  H 
en  résulte  que  le  terme  général  de  la  série  qui  constitue  le  second 
niembre  de  l'équation  (88),  savoir 


(i'4) 


(T-0'^ 


U-f{x,y,z,  ...), 


olfrira  une  valeur  nuniéri(jue  inférieure  à  celle  du  produit 

I  .  3 . 5 .  . .  (  2  /i  —  I  ) 


(ii5) 


1 . 2 . 3 .  . .  /i 

X  A/(.r  -h  .r,  y  -^  y,  -  4-  - 


■), 


par  conséquent  à  celle  du  produit 

(116)  U{T-t)[  —   -^y-\--p+.. 


A/( 


X  -^  X,  y  H-v,  ^-t-:;, 


.)■ 


Donc  les  différents  termes  de  la  série  en  question  offriront  des 
valeurs  numériques  inférieures  à  celles  des  termes  correspondants  de 
la     progression      géométrique    qui     aurait   pour  terme    général   le 
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produit  (ii()).  Or  cette  progression  sera  convergente,  si  l'on  a 

(117)  modl2(r  — 0(  y  4- p- +  -p;  ^--.j     <i, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  formules  (94), 

(0 


(ii8)  mod(T  — 0< 


tI>(.r-H.r,  K-^  Kl  ••■)  _^      \{.r -r- .r ,  y -^  y,  ...)  vj-(,/;_(_.,;,  |-  h_  y. 


J 


et  alors,  si  l'on  remplace  la  somme  de  la  série  par  la  somme  de  ses  n 
premiers  termes,  le  reste  de  la  série,  ou  l'erreur  commise,  sera  infé- 
rieur, abstraction  faite  du  signe,  au  reste  de  la  progression  géomé- 
trique, c'est-à-dire  à 


(H9) 


niod 


2(T-/ 


+  .  .  . 


I  —  mod 


2(T-/) 


.%         II!, 


Af{x  -+-  j-,  j  -+-  j,  c  +:;,...)  , 


Si  l'on  suppose  en  particulier 
la  formule  (H8),  réduite  à 


iz-ty 


(120)         l  —  a:-i-{'V  —  t)i2x-h— — 


n-.2? 


i'-ty 


n'^ -+-.-., 


deviendra  semblable  à  la  formule  (3o),  et  le  reste  de  la  série  com,prise 
dans  le  second  membre  offrira  un  module  inférieur  à         *- 


(12.) 


mod  \  2(-.  —  t)[ 1 — 7  H — ^4-.. 

\  /•         /•         r 


I -mod    2(7-0  (7-^  7^-*-  7^  +---J 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante 


\(a:  -+-  .t). 


Tkoisikme  théorème.   —   Supposons  que,  la  l'ariable  t  et  des  fonc- 
tions 

X,    y.     z,     ... 
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de  celle  variable  élant  liées  enlre  elles  par  les  équalions  différenlielles 

;  dx  =  <t>(^,  /,  -,  .  •  .)  dt, 
dy  =z  X(  J-,  r,  -,  .  .  .)  dt, 
dz  =zW{œ,y,  z,  ...)dt, 


(122) 


l'on  nomme 

de  nouvelles  valeurs  de 


l-     n,    Ç, 


^,    r,    -,     . .  • 
correspondanl  à  une  nouvelle  valeur  ^  de  la  variable  indépendanle  t  ; 

l,     n.    C,     ••• 

seront  développables  par  la  formule  (120)  et  autres  semblables  en  séries 
convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  différence 
'Z  —  t,  si  la  formule  (118)  est  vérifiée^  c'est-à-dire  si  la  valeur  numérique 
de  la  différence  t  —  t  est  inférieure  à  celle  que  détermine  l'équation 

(l2o)   T  —  t  =  -   : = = r ;; = — r j = = r — 

■-'•       <!>  (.r  -H  X,  »  -4-  r,  .  .  .  )         .X  (.r  -t-  ./;,  r  -1-  r ,  .  .  .  )         .  ^'  (.r  -i-  .r.  r  -1-  r ,  ...  ) 

A  — ^^ -^ '—^ -+-  A  — ^^ -7=: '■ •   -+-  A ^ := '— 

X  y  .        z 

les  modules  r,  r',  r",  ...  des  expressions  imaginaires 

~_,.  g/»v/^^         j  =: /•  e/'' v^,         l  —  rer"^^,         ...       *    . 

étant  choisis  de  manière  que  les  fonctions 

<i>{x  +  œ,  y  -\-  y,  z  +  z,  ...), 

W{x-{-'Jc,y-^y,  z^-~z,  ...). 

demeurent  finies  et  continues,  quels  que  soient  les  angles  p^  p\  p'\  ...pour 
les  valeurs  attribuées  à  ces  modules  et  pour  des  valeurs  plus  petites.  Alors 
le  reste  de  chaque  série ^  réduite  à  ses  n  premiers  termes,  sera  inférieur., 
abstraction  faite  du  signe,  au  produit  (121),  ou  à  celui  qu'on  en  dédui- 
rait en  remplaçant 

\{x  +  x) 
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par  l'une  des  quantités 

A(y-t-y),     A(.-  +  ^),     .... 

Alors  aussi  une  fonction  quelconque  de\^  r\,  Z,  ...,  désignée  par 

serri  elle-même  développahle  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  i  —  l^  et  le  reste  de  cette  série  sera  infé- 
rieur^ abstraction  faite  du  signe,  au  produit  (119),  si  pour  les  valeurs 
attribuées  aux  modules  r,  r\  r",  ...,  ou  pour  des  valeurs  plus  petites,  la 

fonction 

f{x  -\-  .r.  y  4-  y,  :•  -h  z,  .  .  .) 

demeure  finie  et  continue,  aussi  bien  que  les  fonctions  (124),  quels  que 
soient  d'ailleurs  les  angles p,  p\  p\  — 
Si,  dans  les  formules  (85),  les  fonctions 

a;,    rr,    3b,    ... 

renfermaient  explicitement  la  variable  t,  des  raisonnements  pareils 
à  ceux  par  lesquels  nous  avons  établi  le  deuxième  théorème  fourni- 
raient, au  lieu  du  troisième  théorème,  celui  que  nous  allons  énoncer  : 

Quatrième  théorème.  —  Supposons  que,  la  variable  t  et  des  fonctions 
X,  y,  z,  ...  de  cette  variable  étant  liées  entre  elles  par  les  équations  diffé- 

rielles 

/  dx—  (if  {oc,  y,  z,  ...,t)(lt, 

\  dy—  X(^,y,  c,  ...,t)dt, 

(I25) 

iz  =W{j;.y,  z,  ...,  t)dl, 


l'on  nomme 

de  nouvelles  valeurs  de 

X,     y.     z. 


correspondant  à  une  nouvelle   valeur  z   de   la   variable  t.   Concevons 

d'ailleurs  que 

u  =  f{x,y,z,  .  ..) 
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étant  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  z,  on  pose,  pour  abréger, 

('26)      <  ^^^  ^^^^ 

et  que  l'on  désigne  par 

n'a,      D"a,     D'^/,      ... 

ce  que  devient  n  a  quand  à  la  variable  t  on  substitue  d'autres  imriables 

t\     t",     i'" 

Soient  encore 

5,      0',      Ô",       ... 

des  nombres  inférieurs  à  l'unité,  et  supposons  les  modules 

r,     /•',     r",      ... 

des  expj^essions  imaginaires 

choisis  de  manière  que  chacune  des  fondions 

1    O  [.r  -i-  7,  V  +  "r,  :;  +  7,  .  .  . ,  ^4-9  (t  —  0 ], 

(j2,)  )   X|>?  +  .7.  r  +  7,  ^-+-7,  ...,  ^^5'(t-0]. 

iF[.if  +  7,  7+7,  C-+-7,  ...,  <4-Ô"(r— /)], 

demeure  finie  et  continue,  quels  que  soient  les  angles  p,  p' ,  p" ,  ...,  pour 
les  valeurs  attribuées  à  ces  modules  et  pour  des  valeurs  plus  petites.  Enfin 
posons 

i  ^l,  niz  A  $[j:  -T-7,  j+y,  3  +  7,  .  .  .,  ^-h  0  (r  —  o|, 
^^^g^  1  ill>  =  AX[.r-4-7,  v-t-7,  2  +  7,  ...,  ^  +  0'(r-o], 

i  a  — A^'[a7-f-7, y 4-7, --+-7,  ..., /  +  0"(T  — o|. 
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A  indiquant,  suivant  la  notation  du  calcul  des  limites,  le  plus  grand 
module  que  puisse  acquérir  chaque  fonction,  quand  on  fait  varier  les 
angles  p,p\  p\  ...,  sans  changer  r,  r' ,  /•",  .,.,  et 

0,     0',     0",     ... 
représentant  les  valeurs  qu'il  faut  attribuer  à 

B,     5',     B\     ... 
pour  que  chaque  module  devienne  le  plus  grand  possible. 

I,     Y),     ç,      ... 
seront  développables  en  séries  convergentes  par  la  formule 

\l-x~^    D'jcdt'  -h        /     W  D"  jc  dt' di" 
(129)      I 

f  ~l     f    f    0'0"0"'a:di'dt''dr-i-..., 

\  Jt:   J-     ./x 


et  d'autres  semblables,  si  la  valeur  numérique  de  1  —  t  est  inférieure  à 
celle  que  détermine  l'équation 

(.30)  (.-o(-^  +  ^  H- 4 +...)  =  -• 

Alors  le  reste  de  chaque  série  réduite  à  ses  n  premiers  termes  sera 
inférieur,  abstraction  faite  du  signe,  au  produit  (121),  ou  à  celui  qu'on 
en  déduirait  en  remplaçant 

A(a.-  +  7) 
par  Vune  des  quantités 

les  valeurs  de  X,    ii!,,   8,  ...   étant  toujours  déterminées  par  les  équa- 
tions (128).  Alors  aussi  la  fonction 


à 
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sera  elle-même  développable  en  série  convergente  par  la  formule 


(>3i) 


\  '^  f  f  D'n"/(-^,  j.-.  •••)^^'^^'■■ 


e/  le  reste  de  cette  dernière  sera  inférieur^  abstraction  faite  du  signe,  au 
produit  (i  If)),  si  pour  les  valeurs  attribuées  aux  modules  r,  r\  r",  ...,  ou 
pour  des  valeurs  plus  petites,  la  fonction 

f{jc-]-j:,r~\-y,Z'i-z.   .  .  .) 

demeure  ^nie  et  continue  aussi  bien  que  les  fonctions  (127),  quels  que 
soient  d'ailleurs  les  angles  p^  p  -,  p" , 

Dans  l'application  des  troisième  et  quatrième  théorèmes,  il  est  avan- 
tageux de  choisir  les  modules  r,  /•',  r" ,  ...  de  telle  sorte  que  la  limite 
assignée  au  module  de  t  —  i,  et  déterminée  par  la  formule  (i23) 
ou  (i3o),  soit  la  pins  grande  possible. 

Les  principes  à  l'aide  desquels  nous  avons  établi  le  troisième  théo- 
rème fournissent  encore  le  moyen  de  fixer  des  limites  supérieures  aux 
valeurs  numériques  (|ue  peuvent  acquérir  les  quantités  représentées 
par  T  —  t  et  par  0  —  z'  dans  les  formules  (71)  et  (86)  du  paragraphe  II, 
sans  que  les  séries  comprises  dans  ces  formules  cessent  d'être  conver- 
gentes, ainsi  que  des  limites  supérieures  aux  restes  de  ces  mêmes  séries, 
On  obtiendrait  alors  de  nouveaux  théorèmes  entièrement  semblables 
au  troisième  théorème.  Ajoutons  que  ces  nouveaux  théorèmes,  comme 
ceux  que  nous  avons  ici  énoncés,  peuvent  être  facilement  étendus  au 
cas  où  les  variables  et  les  fonctions  comprises  dans  les  équations  diffé- 
rentielles données  deviendraient  imaginaires. 

En  résumé,  les  formules  qui  précèdent  transforment  en  une  théorie 
complètement  rigoureuse  l'intégration  par  séries  d'un  système  quel- 
conque d'équations  différentielles. 

Dans  de  nouveaux  Mémoires  je  montrerai  comment  on  peut  déduire 
du  calcul  des  limites  diverses  méthodes  analogues  à  celle  que  je  viens 
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d'exposer,  et  comme  elle  propres  à  fournir  des  règles  sur  la  conver- 
gence des  séries  qui  représentent  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles, ainsi  que  des  limites  supérieures  aux  restes  de  ces  mêmes 
séries;  j'établirai  d'ailleurs  de  nouveaux  théorèmes  relatifs  à  la  déter- 
mination des  quantités  que  je  désigne  à  l'aide  de  la  caractéristique  A. 
Enfin  j'appliquerai  la  méthode  ci-dessus  exposée,  et  le  quatrième 
théorème  en  particulier,  à  l'intégration  des  équations  différentielles 
qui  expriment  les  mouvements  simultanés  des  astres  dont  se  compose 
notre  système  planétaire. 

Posl-scriptum.  —  D^mSiXas  Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie 
des  Sciences /]  2l\  àonné  quelques  nouveaux  développements  aux  prin- 
cipes que  renferme  le  précédent  Mémoire,  lithographie  à  Prague  en 
l'année  i835.  J'ai  désigné,  sous  le  nom  adéquation  caractéristique, 
l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  peut  remplacer  un  système  d'équa- 
tions différentielles,  et  sous  le  nom  d'intégrales  principales,  les  inté- 
grales générales  de  ce  système,  représentées  par  des  intégrales  parti- 
culières de  l'équation  caractéristique.  Ainsi,  par  exemple,  suivant  ces 
définitions,  la  formule  (i8),  dans  le  second  paragraphe,  sera  l'équation 
caractéristique  correspondant  au  système  des  équations  (2),  et 
chacune  des  formules  (8)  du  même  paragraphe  sera  une  des  inté- 
grales principales  de  ce  système,  toutes  comprises  sous  la  forme  que 
présente  l'équation  (i3).  En  d'autres  termes,  une  intégrale  principale 
d'un  système  d'équations  différentielles,  réduites  à  des  équations  du 
premier  ordre,  sera  une  intégrale  générale  qui  donnera  la  valeur  d'une 
seule  constante  arbitraire  exprimée  en  fonction  des  diverses  variables. 

On  peut  voir,  dans  le  troisième  Chapitre  du  second  Livre  de  la  Méca- 
nique céleste,  AYGC  quelle  facilité  l'intégration  d'une  seule  équation  aux 
dérivées  partielles  fournit  cinq  intégrales  générales  du  mouvement 
elliptique.  On  a  ainsi,  dans  l'Astronomie,  un  premier  exemple  des 
avantages  que  présente  la  considération  de  l'équation  linéaire  que 
j'appelle  caractéristique.  La  lecture  du  précédent  Mémoire  suffira,  je 
l'espère,  pour  montrer  tout  le  fruit  que  l'on  peut  retirer  de  cette  consi- 
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dération.  Si  d'ailleurs  on  songe  à  la  rigueur  et  à  la  simplicité  des 
méthodes  appliquées  ci-dessus  à  l'intégration  par  séries  des  équations 
linéaires,  on  se  trouvera  naturellement  amené  à  cette  conclusion,  que, 
dans  l'exposition  des  principes  du  calcul  intégral,  l'intégration  d'une 
équation  difï'érenlielle,  ou  d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  qui 
renferme  une  seule  fonction  inconnue  d'une  ou  de  plusieurs  variables, 
doit  précéder  l'intégration  des  équations  simultanées  qui  renferment 
plusieurs  fonctions  inconnues,  même  d'une  seule  variable,  et  qu'en 
outre  l'intégration  des  équations  linéaires  doit  toujours  précéder  celle 
des  équations  non  linéaires. 
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su  H 

L'ÉLIMINATION  D'UNE  VARIABLE 

ENTRE  DEUX  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


Considérations  générales. 


Euleret  Bezoïit  ont  reconnu  que,  dans  l'élimination  d'une  variable 
entre  deux  équations  algébriques,  la  multiplication  peut  être  substituée 
à  la  division.  Il  y  a  plus:  ces  auteurs  ont  exposé  trois  méthodes 
remarquables  d'élimination,  toutes  trois  indépendantes  de  la  division 
algébrique. 

Une  première  méthode  d'élimination,  qui  se  trouve  exposée  par 
Euler  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  dès  l'année  i74«^»  et 
qui,  au  jugement  d'Euler,  pourrait  être  attribuée  à  Newton  lui-même, 
consiste  à  remplacer  deux  équations  algébriques  d'un  même  degré  n 
par  deux  équations  algébriques  du  degré  immédiatement  infé- 
rieur n  —  \.  Si,  avec  un  auteur  anglais  M.  Sylvester,  on  nomme  équa- 
tions dérivées  toutes  celles  qui  se  déduisent  du  système  des  deux 
équations  données,  les  deux  nouvelles  équations  seront  deux  dérivées 
du  degré  n  —  i-,  savoir,  celles  qu'on  obtient  lorsque  l'on  combine  entre 
elles, par  voie  de  soustraction,  les  deux  équations  algébriques  données, 
après  avoir  multiplié  chacune  d'elles  par  le  premier  et  par  le  dernier 
des  coefticienls  que  renferme  l'autre. 

Cette  première  njéthode  est  d'ailleurs  applicable  au  cas  même  où 
les  degrés  des  équations  algébriques  données  sont  inégaux,  attendu 
qu'une  équation  d'un  degré  inférieur  à  n  peut  être  considérée  comme 
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une  équation  du  degré  n,  dans  laquelle  les  coefficients  de  quelques 
termes  se  réduisent  à  zéro. 

Suivant  une  seconde  méthode,  donnée  à  Paris  par  Bezout  et  à  Berlin 
par  Euler  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  de  1764,  pour  éliminer  une 
inconnue  x  entre  deux  équations  algébriques  données  dont  les  degrés 
sont  11  et  m,  il  suffit  de  combiner  ces  équations  entre  elles  par  voie 
d'addition,  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  deux  poly- 
nômes dont  le  premier  soit  du  degré  m  —  i ,  le  second  du  degré  n—i\ 
puis  de  choisir  les  coefficients  de  ces  polynômes  de  manière  à  faire 
disparaître  dans  l'équation  résultante  toutes  les  puissances  de  a?.  L'éli- 
mination de  X  entre  les  deux  équations  algébriques  données  se  réduit 
donc  à  l'élimination  des  coefficients  dont  nous  venons  de  parler,  entre 
les  équations  linéaires  auxquelles  ces  mêmes  coefficients  doivent  satis- 
faire, c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  au  calcul  à" nne  fonction  alternée, 
formée  avec  les  coefficients  des  deux  équations  algébriques,  et  l'on 
est  ainsi  conduit  immédiatement  ii  la  règle  d'élimination  énoncée 
par  M.  Sylvester,  dans  le  n^  101  du  Philosophical  Magazine 
(février  1840).  La  fonction  alternée  dont  il  s'agit  est  d'ailleurs,  comme 
l'a  remarqué  M.  Richelot,  et  comme  on  devait  s'y  attendre,  celle  qui  se 
déduit  directement  de  l'élimination  des  diverses  puissances  de  x  entre 
les  équations  algébriques  données  et  ces  mêmes  équations  respecti- 
vement multipliées  par  celles  de  ces  puissances  dont  les  degrés  sont 
inférieurs  aux  nombres  m  ou  n. 

En  examinant  de  près  les  deux  méthodes  d'élimination  que  nous 
venons  de  rappeler,  et  les  comparant  l'une  à  l'autre,  on  reconnaît 
aisément  que  la  première  méthode  introduit  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  finale  des  facteurs  qui  sont  naturellement  étrangers  à 
cette  môme  équation.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  seconde  méthode. 
Mais  la  fonction  alternée,  dont  celle-ci  exige  la  formation,  résultera 
d'une  élimination  etïectuée  entre  m-^-n  équations  linéaires,  m,  n 
étant  les  degrés  des  équations  algébriques  données;  et  par  conséquent 
de  Vordre  m-^-  n,  si  l'on  mesure  l'ordre  d'une  fonction  alternée  par  le 
nombre  des  facteurs  contenus  dans  chacun  des  termes  dont  elle  se 
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compose.  D'ailleurs,  pour  une  fonction  alternée  de  l'ordre  n,  le 
nombre  des  termes  serait  égal  au  produit 

I .2.3. . .n. 

Donc,  pour  une  fonction  alternée  de  l'ordre  n  +  m,  le  nombre  des 
termes  sera  représenté  généralement  par  le  produit 

1  .  2  .  3  .  .  .  (  //«  -f-  '?  )  • 

Or  ce  produit  devient  très  grand  pour  des  valeurs  même  peu  consi- 
dérables de  m  et  de  n.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 

c'est-à-dire  si  les  équations  algébriques  données  sont  l'une  et  l'autre  du 
quatrième  degré,  le  premier  membre  de  l'équation  finale  sera  une 
fonction  alternée  du  huitième  ordre,  et  qui,  en  raison  de  cet  ordre, 

devrait  renfermer 

i.2.3.4.5.6.7.8=:4o  320 

termes.  Il  est  vrai  que  sur  ces  4o32o  termes  beaucoup  s'évanouissent. 
Mais  la  recherche  des  valeurs  et  surtout  des  signes  des  termes  qui  ne 
s'évanouissent  pas  demandera  trop  d'attention,  et  le  nombre  même  de 
ces  termes  sera  encore  trop  considérable  pour  que  l'on  n'arrive  pas 
sans  beaucoup  de  peine  à  former  la  fonction  alternée  du  huitième 
ordre,  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

Comme  le  nombre  des  termes  d'une  fonction  alternée  décroît  très 
rapidement  avec  l'ordre  de  cette  fonction,  il  est  clair  que,  si  le  premier 
membre  de  l'équation  finale  peut  être  représenté  par  deux  fonctions 
alternées  d'ordres  ditférents,  formées  avec  deux  systèmes  de  quantités 
déterminées,  celle  de  ces  deux  fonctions  qui  sera  d'un  ordre  moindre 
sera  aussi  généralement  la  plus  facile  à  calculer.  Or,  comme  Bezont  Fa 
fait  voir  dans  son  Mémoire  de  1764,  le  problème  de  l'élimination  d'une 
inconnue  x  entre  deux  équations  algébrique  s  données  peut  être  réduit 
à  la  formation  d'une  fonction  alternée  dont  l'ordre  ne  surpasse  pas  le 
degré  de  chacune  de  ces  équations,  et  cette  réduction  peut  être  ef- 
fectuée sans  qu'aucun  facteur  étranger  se  trouve  introduit.  C'est  même 
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par  un  procédé  très  simple  que  Bezout  réduit  généralement  l'élimi- 
nation de  X  entre  deux  équations  algébriques  du  degré  n,  à  la  for- 
mation d'une  seule  fonction  alternée  de  l'ordre  n.  Si,  pour  faciliter  les 
calculs,  on  dispose  en  carré  les  diverses  quantités  dont  cette  fonction 
alternée  se  compose,  les  quantités  situées  sur  une  diagonale  seront 
les  seules  qui  ne  se  trouveront  pas  répétées,  et  les  autres  seront  deux 
à  deux  égales  entre  elles,  deux  quantités  égales  étant  toujours  placées 
symétriquement  de  part  et  d'autre  de  la  diagonale  dont  il  s'agit.  En 
conséquence,  l'équation  finale,  telle  que  Bezout  l'obtient,  a  pour 
premier  membre  une  fonction  alternée  de  l'ordre  n,  formée  avec 
des  quantités  dont  le  nombre  se  trouve  représenté  simplement  par  la 

somme 

„  n  (  /i  -f-  0 

I  -f-  2  +  3  4- .  . .  +  /i  t=  — 

2 

Par  suite,  aussi,  le  nombre  des  termes  distincts,  dont  se  compose 
cette  fonction  alternée,  s'abaisse  au-dessous  du  produit 

I  .2.3.  . . « , 

plusieurs  de  ces  termes  étant  égaux  deux  à  deux,  et  deux  termes 
égaux  pouvant  être  toujours  réunis  l'un  à  l'autre,  de  manière  à  former 
un  seul  terme  qui  renferme  l'un  des  facteurs  numériques 

2,      4,      8,       

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  que  les  deux  équations  algé- 
briques données  soient  du  quatrième  degré,  le  premier  membre  de 
l'équation  finale,  obtenue  comme  on  vient  de  le  dire,  sera  représenté 
non  plus  par  une  fonction  alternée  du  huitième  ordre,  c'est-à-dire  de 
Tordre  de  celles  qui  renferment  généralement  4o32o  termes,  mais  par 
une  fonction  alternée  du  quatrième  ordre,  et  qui,  en  raison  de  cet 
ordre,  devra  renfermer  seulement  24  termes.  Ajoutons  même  que  ces 
24  termes  se  réduiront  à   17,  i4  étant  deux  à  deux  égaux  entre  eux. 

Il  est  encore  essentiel  d'observer  que  la  fonction  alternée  dont  il 
s'agit  est  du  genre  de  celles  que  l'on  obtient  quand  on  élimine  diverses 
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variables  ^,  r,  ^,  ...  entre  les  diverses  dérivées  d'une  équation  homo- 
gène du  second  degré,  et  par  conséquent,  du  genre  de  celle  qui^ 
expriment  que  l'un  des  demi-axes  d'une  ellipse  ou  d'un  ellipsoïde 
devient  infini,  l'ellipse  se  transformant  alors  en  une  droite,  ou  l'ellip- 
soïde en  un  cylindre. 

C'est  d'abord  aux  deux  méthodes  d'élimination  ci-dessus  rappelées, 
puis  ensuite  à  la  méthode  abrégée  de  Bezout,  que  se  rapporteront  les 
deux  premiers  paragraphes  de  ce  Mémoire.  Dans  le  dernier  paragraphe, 
je  déduirai,  d'un  théorème  donné  par  Euler,  une  quatrième  méthode 
qui  ofire  de  grands  avantages,  quand  les  degrés  des  équations  données 
ne  se  réduisent  pas  à  des  nombres  peu  considérables. 

I.  —  Méthodes  d'élimination,  de  Bezout  et  d' Ealer. 
Soient 

(i)  f(j7)  =  o,  F(a:)=o 

deux  équations  algébriques,  la  première  du  degré  n,  la  seconde  du 
degré  m  =  ou  < /i.  Suivant  la  méthode  donnée  à  Paris  par  Bezout 
et  à  Berlin  par  Euler  en  l'année  1764,  pour  éliminer  x  entre  les  deux 
équations  données,  il  suffira  de  les  combiner  entre  elles  par  addition, 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  pardeux  polynômes 

i 

x- 

dont  le  premier  soit  du  degré  w  —  i,  le  second  du  degré  //  —  i,  puis 
de  choisir  les  coeflicients  de  ces  polynômes  de  manière  à  faire  dis- 
paraître, dans  l'équation  résultante,  toutes  les  puissances  de  x. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  fonctions  ^{x),  F(.r)  soient 
l'une  du  troisième  degré,  l'autre  du  second,  en  sorte  qu'on  ait 

f(x)  =  a^'-h  bx'^^cx  +  d,         F(j:)  =  A^^4-  Wx  -h  C. 
Alors  w,  V  devront  être  de  la  forme 

«  =  P^4-Q,  V -zz  p  x"- -^  q  X -\- r ', 
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et,  si  l'on  éliminer?  entre  les  deux  équations 

r(^)— o,      F(^)  =  o, 

l'équation  résultante  sera  précisément  celle  qu'on  obtiendra,  lorsqu'on 
choisira  les  coefficients 

de  manière  à  faire  disparaître  x  de  la  formule 

(2)  uï{x)  -\-  vY{x)-=o, 
par  conséquent  de  la  formule 

(l»x  -h  Q)f(^)  +  {px^-^-qx  -^  r)Y{x)  —  o, 

que  l'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit  : 

(3)  ^xï{x)  ^Q{{x)^px^V{x)  4-ry^F(x)-f-/-F(.r)=o. 

Les  valeurs  de 

/?,    «/,    /-,    P,    O 

qui  remplissent  cette  condition  sont  celles  qui  vérifient  les  équations 

linéaires 

I  a\^  -^  kp  —  o, 

i  Z/P -+- aQ  4- B/>  H- A7  =0, 

(4)  .  cP4-^^Q  +  C/^-i-B^  +  A/-  =  o, 
I  <iP  4- cQ  +C7  +  B/=o, 
\              dQ  +C/-  =  o. 

Donc  pour  obtenir  la  résultante  cherchée,   il  suffira  d'éliminer  les 

coefficients 

IN    Q,    P.    q.    r 

entre  les  équations  (4),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'égaler  à  zéro 
la  fonction  alternée  formée  avec  les  quantités  que  présente  le  Tableau 

I    a,  o,  A,  o,  o, 

I  b^  a,  B,  A,  o, 

(5)  ;  c,  b,  C,  B,  A. 

j  cl,  c,  o,  (],  B, 

I    o,  d,  o,  o,  C. 
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On  arriverait  encore  aux  mêmes  conclusions  en  partant  de  la 
formule  (3).  En  effet,  choisir  les  coefficients  P,  Q,  p,  q,  r,  de 
manière  à  faire  disparaître  de  cette  formule  les  diverses  puissances 

de  la  variable  Xy  c'est  éliminer  ces  puissances  des  cinq  équations 

(6)  a:f(x)  =  o,         i{x)-=zo,         x'^V{x)z=o^         xY{x)^^o,         V{x)-zo^ 

ou 

ax'*-\-  bx^-\-  cx-'+-  dx  r=jo^ 

ax^-h  hx^-h  ex  -h  cl  T=  o^ 

(7)  ■'  A  J?^ -H  B x^ -H  Cx'  ^=0, 
I  Ax^ -h  lix^ -i-  Cx  =0, 
\                           A.z;*H- B^H- C  =  o. 

C'est  donc  égaler  à  zéro  la  fonction  alternée  formée  avec  les  quan- 
tités que  présente  le  Tableau 

l    a,  /v,  c,  <:/,  o, 

l    o,  a,  />,  c,  d, 

(8)  >  A,  B.  C,  o,  o, 

1   o,  A,  B,  C,  o, 

\   o,  o,  A,  B,  C. 

Or  cette  fonction  alternée  ne  difï'érera  pas  de  celle  que  nous  avons 
déjà  mentionnée,  attendu  que,  pour  passer  du  Tableau  (5)  au 
Tableau  (8),  il  suffit  de  remplacer  les  lignes  horizontales  par  les  lignes 
verticales,  et  réciproquement.  Ainsi  la  méthode  d'élimination  indiquée 
à  la  fois  par  Bezout  et  par  Euler,  en  17G4,  conduit  précisément  à  la 
règle  énoncée  par  M.  Sylvester  dans  le  n°  101  du  Philosophical  Maga- 
zine (février  1840).  On  pourrait  même  considérer  la  règle  dont  il 
s'agit  comme  établie  par  Bezout  dans  le  Mémoire  de  1764,  page  3i8. 
D'ailleurs  la  considération  des  équations  ((3)  ou  (7),  qui  subsistent 
toujours  en  même  temps  que  les  équations  (i),  et  s'en  déduisent 
immédiatement,  fournit  de  cette  règle  une  démonstration  tellement 
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simple,  qu'elle  peut  être  introduite  sans  inconvénient  dans  les  élé- 
ments d'Algèbre. 

Observons  toutefois  que  l'ordre  ou  le  degré  de  la  fonction  alternée, 
dont  cette  règle  exige  la  formation,  c'est-à-dire  le  nombre  des  quan- 
tités qui  entrent  comme  facteurs  dans  chacun  des  termes  dont  cette 
fonction  se  compose,  est  toujours  égal  à  la  somme  m  +  n  des  degrés 
des  deux  équations  données.  Cette  même  somme,  diminuée  seulement 
d'une  unité,  représenterait  le  nombre  des  puissances  de  x  qui  doivent 
être  éliminées  des  équations  (6)  ou  d'autres  semblables,  ainsi  que  le 
degré  de  deux  de  ces  équations.  On  peut  demander  s'il  ne  serait  pas 
possible  d'arriver  à  l'équation  résultante,  à  l'aide  de  multiplications 
algébriques,  en  opérant  de  manière  à  ne  pas  introduire  dans  le  calcul 
des  puissances  de  x  supérieures  à  celles  que  renferment  les  deux 
équations  proposées.  Cette  dernière  condition  se  trouve  effectivement 
remplie,  lorsqu'on  se  sert  pour  effectuer  l'élimination  d'une  ancienne 
méthode  indiquée  par  Euler  dès  l'année  1748  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin.  Suivant  cette  ancienne  méthode,  qu'Euler 
semble  attribuer  à  Newton  dans  le  Mémoire  de  1704,  étant  données 
deux  équations  en  x  d'un  même  degré  «,  par  exemple  les  deux 
suivantes 

ax"-  +  bx'^-'^  -r-  ex"  -^  -+-...+  ,i,'-j;2_f_  /ij-  _^  /.-  — -  q^ 
Ax-"-t-B^-"-'4-Cx"-2-|_,  .  ,.^Cjx-+Ex-^  K=:o, 

on  commencera  par  leur  substituer  deux  équations  du  degré  71  —  i, 
savoir,  celles  que  l'on  obtient  en  combinant  par  voie  de  soustraction 
les  deux  premières,  respectivement  multipliées  l'une   par  A,   l'autre 

K  /■ 

par  a,  ou  l'une  par  — •.  l'autre  par  -■  Après  avoir  ainsi  remplacé  les 
deux  équations  proposées  parles  deux  suivantes 

{Ab  —  an)x"-'  -h  (  A  c  —aC  )x"-^ 4- . .  .  +  ( A  A  —  «H) .r  +  A /.  —  a  K  =  o, 
(A/.  — aK).c"-'  +  (B/.  — 6K)^«-'4-...+  (GA'  — ^k)x4-H/  —  AK  — o, 

on  remplacera  celles-ci  à  leur  tour,  à  l'aide  d'un  semblable  procédé, 
par  deux  équations  du  degré  n —  i>;  et,  en  continuant  de  la  sorte,  on 

Œm-res  de  C.  —  S.   II,  t.   XI.  60 
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finira  par  obtenir  une  seule  équation  du  degré  zéro  qui  sera  la  résul- 
tante cherchée. 

Pour  s'assurer  que  la  même  méthode  reste  applicable  à  l'élimination 
de  la  variable  x  entre  deux  équations  de  degrés  inégaux  n  et  m  <  71,  il 
suffit  d'observer  qu'une  équation  de  degré  inférieur  à  n  peut  être 
envisagée  comme  une  équation  du  degré  n,  dans  laquelle  les  premiers 
coefficients  se  réduiraient  à  zéro. 

En  examinant  les  deux  formes  sous  lesquelles  peut  se  présenter 
l'équation  résultante  ou  finale,  suivant  qu'on  emploie  pour  l'élimi- 
nation de  X  l'une  ou  l'autre  des  deux  méthodes  que  nous  venons  de 
rappeler,  on  reconnaîtra  que  le  premier  membre  de  cette  équation, 
considéré  comme  fonction  des  coefficients 

a,     />,     c,      ....  A,     B,     (],      .  .  . , 

est,  dans  le  cas  où  l'on  se  sert  des  polynômes  multiplicateurs  11  et  ^, 
une  fonction  du  degré  m  ^  n,  et  par  suite,  quand  on  suppose  m  =  n, 
une  fonction  du  degré  m.  Au  contraire,  l'ancienne  méthode  substitue 
successivement  à  deux  équations  données,  dont  les  premiers  membres 
sont  du  degré  n  par  rapport  à  la  variable  x,  et  du  premier  degré  par 
rapport  aux  coefficients 

«7,     b,     C,      . .  . ,         A,     H,     (],      . .  ., 

des  équations  diverses  dont  les  premiers  membres  sont  d'abord  du 
degré  n  —  i  par  rapport  à  x,  et  du  second  degré  par  rapport  aux 
mômes  coefficients;  puis  du  degré  n  - -i  par  rapport  à  x,  et  du 
quatrième  degré  par  rapport  aux  coefficients,  etc.  Donc  l'équation 
finale,  déduite  de  l'ancienne  méthode,  sera  du  deuxième  degré  par 
rapport  aux  coefficients 

a,     h,     c,      .  . . ,         A,     B,     (1,      •  •  •• 

Donc,  lorsque  n  surpasse  2,  l'ancienne  méthode  introduit  dans 
l'équation  finale  un  facteur  étranger  dont  le  degré  est 

2"  —  9.n. 
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On  trouve  dans  l'Ouvrage  d'Euler  qui  a  pour  titre  Introductio  in 
analysin  infinitorum,  et  mieux  encore,  dans  un  Mémoire  de 
M.  Gergonne,  l'indication  de  procédés  que  l'on  peut  employer  pour 
débarrasser  le  premier  membre  de  l'équation  finale  du  facteur  étranger, 
ou  même  pour  éviter  l'introduction  de  ce  facteur.  Mais  ces  procédés 
exigent  qu'on  s'élève  graduellement  du  cas  où  l'on  suppose  /i  =  2  au 
cas  où  l'on  suppose  n  =  3,  puis  de  ce  dernier  au  cas  ou  l'on  suppose 
n  =  4,  etc.;  et  l'on  peut,  comme  Bezout  l'a  fait  voir,  substituer  aux  deux 
méthodes  d'élimination  ci-dessus  riippelées  une  troisième  méthode 
qui,  sans  introduire  aucun  facteur  étranger  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  finale,  réduit  la  détermination  de  ce  premier  membre  à 
la  formation  d'une  fonction  alternée  dont  l'ordre  ne  surpasse  jamais 
le  degré  de  chacune  des  équations  données. 

11.  —  Méthode  abrégée  de  Bezout. 

Soient  toujours 

(I)  l'(^)  =  o,         F(.r)  =  o 

deux  équations  algébriques,  la  première  du  degré  n,  la  seconde  du 
degré  //z  =  ou  <^  n.  On  pourra  supposer  généralement 

t(j-)  r=  (7nJ?"-H  rti^c"-* -H.  .  .4- «,j_,^  H- a„, 
V{x)-=  hoa^"--+-  61^"-'  +  .  .  .H-  ^„_,^  -+-  ^„, 

un  ou  plusieurs  des  coefficients 

^0'.        bi-,        l'i,        ■  ■  ■ 

devant  être  réduits  à  zéro,  dans  le  cas  où  l'on  aurait  m<^  n;  et  l'équa- 
tion finale,  qui  résultera  de  l'élimination  de  la  variable  x  entre  les 
formules  (i),  exprimera  simplement  la  condition  à  laquelle  les  coef- 
ficients 

devront  satisfaire,  pour  que  les  équations  (i)  soient  vérifiées  par  une 
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seule  et  même  valeur  de  x.  Voyons  maintenant  comment  on  devra  s'y 
prendre  pour  effectuer  cette  élimination,  c'est-à-dire  pour  éliminer 
des  deux  formules 

^    ^o-*7"  +  "i-37''    '-H.  .  .4-r7„_i,r +  a„-  o, 
(  2  ) 

'    Z>oJ?"-4-  b,  r"-'+.  .  .-+-  ^„_,^-^  ffn  —  o 

les  puissances  de  la  variable  a-,  représentées  par  les  divers  termes  de 
la  suite 

/yyfl  /y^ti  —  1  /Y* 

k  *Ay  ^  iX'  j  •       •       •     ^  1*-     , 

J'observerai  d'abord  que,  pour  éliminer  .r"  entre  les  équations  (2), 
il  siilTitde  combiner  entre  elles,  par  voie  de  division,  ces  deux  équa- 
tions présentées  sous  les  formes 

l  désignant  l'un  quelconque  des  nombres 

0 ,      I ,     •>..      .  .    ,      n  —  •?.,      Il  —  I . 

(Jn  trouvera  ainsi 

,ox  ff„./-^-f-  rt|  j'^-'-l-.  .  .-4-  r//    *_  a,^^x"-'-^  -^-'.  .  .-h  a„_^x  -\-  a„ 

^  b.x'  4-  /,,,r^    '  -H  .  .  .  -+-  h,  —  bi^.x'^^'-'  ^  .  .  .  +  b„_,x-^  b„  ' 

puis,  en  faisant  disparaître  les  dénominateurs, 

\         {a^x^-^a,x'-^-^r..  .  +  «/)(  6/^1  X" -/-'  +  .  .  .  ^  b,^_^x  4-  b„) 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par 

A,., 

le  coefficient  de  cc"~''-'  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (4),  on 
aura  non  seulement,  quels  que  soient  k  et  /, 

(5)  A,,/  =  A/,,, 
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mais  encore,  pour  k  <^i, 

,Q.  )  A,,/=fl,Z;/^i  — ^,«/+i  + Ao,/-H,, 

i  A,,/  —  «./>/+.,  —  bia,.^^-h  A,,/+,, 

et  l'équation  (4)  deviendra 

(7)  Ao,/^"-'+  A,,/^"-2_|_.  .  ._!_  A„_2,/-^  +  A„_,,/=:o. 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  de  laquelle  la  /i''"""^  puissance  de  œ 
se  trouve  efFectivement  éliminée,  on  attribue  successivement  à  /  les 
valeurs 

o,      I,     2,      ...,      n  —  2,     /^  —  I, 

on  obtiendra  le  système  des  formules 

f  Ao,o     >r'»-'-+- A,,o     ^"---4-. .  .-i- A„__2,o     •z'  +  A„_io      =f>- 

.«    -,;';:--■,,:■:::::::-:.;',:-■,,-: 

1   Ao,„_iX"-'4- A,,„_,,3?"--  +  . .  .4-  A„._,,„_,.r  -+- A„_i,„_,  =  o, 

dont  la  première  et  la  dernière  sont  précisément  celles  qu'on  emploie 
dans  l'ancienne  méthode  d'élimination  dont  nous  avons  déjà  parlé 
(p.  473).  Cela  posé,  il  est  clair  qu'on  pourra  éliminer  d'un  seul  coup, 
entre  les  équations  (8),  les  puissances  de  a?  représentées  par  les  divers 
termes  de  la  progression  géométrique 

a^"-\     .1"--,      .  .  .,     .X-,     œ. 

L'équation  finale,  résultant  de  cette  élimination,  sera  de  la  forme 
(9)  -^  =  0. 

è  étant  la  fonction  alternée  de  l'ordre  n,  formée  avec  les  quantités  que 
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renferme  le  Tableau 


(lO) 


Ao,0)  Ao,i, 

. .  . .,  . .  . ., 

Ao,«  — 2>         A]^,j_2, 


)       Ao,n— 2i  Ao.„  — 1, 

1      Ai,„_2>  Ai^„_,, 


1       -/^rt— 2,n— 2i       ■^n~i,ii—n 

1  A„_2.„_l,  A,(_l^,;_l. 


C'est  en  effet  ce  qu'on  conclura  immédiatement  des  équations  (8), 
jointes  à  la  formule  (5). 

La  méthode  abrégée  d'élimination,  que  nous  venons  de  rappeler,  ne 
diffère  pas  au  fond  de  celle  que  Bezout  a  indiquée  dans  le  Mémoire  de 
1764,  page  319. 

Il  est  facile  de  voir  quel  sera  le  degré  de  la  quantité  s,  déterminée 
par  cette  méthode,  et  considérée  comme  fonction  des  coefficients 


«0,         «I, 


««; 


/^o,     fji,     —     o„. 


En  effet,  chaque  terme  de  8  renfermant  71  facteurs  de  la  forme  Ajt,/, 
et  chacun  de  ces  facteurs  étant  du  second  degré,  en  vertu  des  équa- 
tions (G),  s  ou  le  premier  membre  de  l'équation  finale  sera  néces- 
sairement du  degré  'in,  tout  comme  dans  le  cas  où  l'on  applique  la 
règle  énoncée  par  M.  Sylvester.  11  y  a  plus  :  on  peut  déjà  pressentir  la 
réalité  d'une  assertion  qui  sera  plus  tard  changée  en  certitude,  savoir, 
que  la  valeur  de  §,  fournie  par  la  méthode  abrégée,  coïncide,  au  signe 
près,  avec  celle  que  fournirait  la  règle  dont  il  s'agit.  Effectivement, 
d'après  cette  règle,  lorsqu'on  suppose  m  =^  n,  le  premier  membre  de 
l'équation  finale  renferme  une  seule  fois  le  terme 

a"  0". 

Or  ce  même  terme,  pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe  contraire,  se 
retrouve  encore  une  seule  fois  dans  la  fonction  alternée  ±:.s  formée  à 
l'aide  du  Tableau  (10),  savoir,  dans  la  partie  de  ±rS  qui  est  représentée 
par  le  produit 

A  0,?!  — 1  Ai^;,_2.         •••)        ■Ai^,t_2  Ao,i|  — Il 
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et  même  dans  la  partie  de  ce  produit  qui,  en  vertu  des  formules 

A2,n-2=  <^2^/j-2—  ^2«n-2+  A,,„_2 


se  réduit  simplement  à  la  puissance 

A^,„_,  =  (a„6„— a„^o)"- 

11  importe  d'observer  que,  dans  le  carré  figuré  par  le  Tableau  (G), 

les  termes  de  la  forme 

A/,/ 

se  trouvent  tous  situés  sur  une  même  diagonale,  et  que  les  autres 
termes  sont  égaux  deux  à  deux,  les  termes  égaux  étant  placés  symé- 
triquement par  rapport  à  la  diagonale  dont  il  s'agit.  Cette  propriété 
du  Tableau  ((>)  est  une  conséquence  immédiate  de  la  formule  (5)  et 
entraine  à  son  tour  la  proposition  suivante  : 

TnÉORÈMi:.  —  L'équation  Jinale  (ç)),  qui  résulte  de  l' élimination  de  x 
entre  les  équations  (2),  est  aussi  celle  qu'on  obtiendrait  en  éliminant 
n  variables 

entre  les  diverses  dérivées  d'une  équation  du  second  degré 
(11)  5  =  0, 

dans  laquelle  on  aurait 


I    5  =  Ao,0'3^"'+  A,,i  7'-   H-  A2.2-' 

2/' 


(12)  \ 

\  4-  2Ao,i^J+  2Ao,2-37-  -1-       •••       -+-    2A1, 


L'équation  (gj  est  donc  celle  qu'on  obtiendrait  en  assujettissant  les 
variables  x,  y^  z,  ...  à  la  condition 

(i3)  5r=const., 


i80       MÉMOIRE  SUR   L'ÉLIMINATION  D'UNE  VARIABLE 

et  cherchant  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients 

'■^0,01         '^O.n         -■^0,21         •••1         A)j,         A,^2i  •••^  *2,Ï1          ••• 

pour  qu'une  valeur  maximum  ou  minimum  de  la  fonction  r,  déterminée 
par  la  formule 

(i4)  /•  =  v/-r'  +  .y'+-' •••. 

devienne  infinie. 

m.  —  Usage  des  fonctions  symétriques  dans  la  théorie  de  Célimination. 

Dans  les  paragraphes  précédents,  nous  avons  rappelé  trois  méthodes 
d'élimination  ;  et,  quoique  deux  de  ces  méthodes  n'introduisent  dans 
l'équation  finale  aucun  facteur  étranger,  toutes  deux,  même  la  plus 
concise,  la  méthode  abrégée  de  Bezout,  deviennent  à  [)eu  près  impra- 
ticables, lorsque  les  degrés  des  équations  données  s'élèvent  au  delà  du 
cinquième  ou  du  sixième;  à  moins  qu'on  n'ait  recours,  pour  la  for- 
mation des  fonctions  alternées,  à  des  artifices  de  calcul  qui  permettent, 
comme  nous  l'expliquerons  dans  un  autre  Mémoire,  d'évaluer  ces 
fonctions,  sans  calculer  séparéni'ent  chacun  de  leurs  termes.  De 
semblables  artifices  ne  deviennent  point  nécessaires,  lorsqu'on  fait 
servir  à  l'élimination  une  quatrième  méthode  fondée  sur  un  théorème 
d'Euler  et  sur  la  considération  des  fonctions  symétriques.  Entrçns  à 
ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Soient  toujours 
(I)  f(^)  =  o,  F(.r)  =  o 

deux  équations  algébriques,  la  première  du  degré  n,  la  seconde  du 
degré  m;  et  supposons,  pour  plus  de  commodité,  les  coefficients  des 
plus  hautes  puissances  de  x,  dans  ces  mêmes  équations,  réduits  à 
l'unité;  en  sorte  qu'on  ait,  par  exemple, 

'({.v)  —  x"-  ■+-  Ijc"-^  +  .  .  .  -f-  />.x'  -h  7, 
F(.c)  =  œ"'-+-  L^'"-*  +  .  .  .  -+-  1*^'  -H  Q- 
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Enfin  désignons  respectivement  par 

a,     ê,     y,     ...         el  par        l,     /ji,     v,     ... 

les  racines  de  la  première  et  de  la  seconde  des  équations  (i),  de  sorte 
qu'on  ait  encore 

f(ar)  =  (.x^  — a)(j:  — 6)(x  — y).  .., 
F(^)  =  (.r  —  1)  {3:  —  /jl)  (^  —  y).  .  .. 

Pour  que  les  équations  (i)  subsistent  simultanément,  ou,  en 
d'autres  termes,  soient  vérifiées  par  une  même  valeur  de  ^,  il  sera 
nécessaire  et  il  suffira  que  les  coefficients 

/,     ....    p.    g;       L,     ...,    P,    Q 

soient  liés  entre  eux  de  manière  que  les  racines 

of,     6,     y,      ...  ;         >.,     p.,     V,      ... 

satisfassent  à  l'une  des  conditions 


a  =  l, 

a  =:  (J.. 

a  =  v, 

S=l, 

S=v, 

y->-, 

J 

y  =  V, 
1 

par  conséquent  à  la  condition 

(2)  S  =  o, 

la  valeur  de  s  étant 

^=::,(a-X)(a-^)(a-v)...(c-/.)(S-/a)S-v)...(y-/.)(y  — ;a)(y-v)... 

Donc,  si  l'on  adopte  cette  valeur  de  .s,  l'équation  (2)  devra 
s'accorder  ou  même  coïncider  avec  l'équation  finale  que  produirait 
l'élimination  de  ^  entre  les  équations  (i).  C'est  en  cela  que  consiste 
le  théorème  d'Euler. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  la  valeur  de  s,  déterminée  comme  on 
vient  de  le  dire,  sera  une  fonction  entière  des  coefficients 

/,     ...,    p,     g;        L,     ....     P,     Q. 
Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XI.  6l 
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En  effet  cette  valeur  se  réduit,  au  signe  près,  au  dernier  terme  de 
l'équation  qui  aurait  pour  racines  les  binômes 

a  —  /.,     y.  —  |JL,     a  —  v,      .... 
6—/,     o— 1^,     6— V,     ..., 

"/  —  ^-^      7  —  !-^'     "/  —  '•^^      •  •  •  ' 


Donc  elle  sera  une  fonction  entière  des  quantités  de  la  forme 


si  l'on  pose  généralement 

.S,-z=(a  —  >.)'■+  (a  —  jjL)'-f-  (a  —  v)'.  . 
3  ,        +(e->.)'+(6-^)'+(6-v)'.. 


D'ailleurs,   en  développant   les  puissances  de  binômes  renfermées 
dans  la  formule  (3)  et  posant,  pour  abréger, 

Siz=i  a'  +  S'  +  y'  +  .  .  . ,  S,-  =  }.'■  -+-  \i}  -V  V -4-- .  .  . , 

on  tirera  généralement  de  cette  formule 

(4)  'S,.=  5,.So -^/-iSiH î-.sv_2S2  — .  .  .±:.VoS,-. 

Donc,  puisqu'en   vertu   de   formules   connues,   5,-,    S,-  peuvent  être 
exprimés  en  fonctions  entières  des  coefficients  r' 

/,     —    /J,    q\       L,     ...,    P,    0, 

on  pourra  en  dire  autant  de  ^/,  et  par  suite  de  S. 

La  série  d'opérations  que  nous  venons  d'indiquer,  en  prouvant  que 
le  premier  membre  de  l'équation  (2)  peut  être  réduit  à  une  fonction 
entière  des  coefficients 

/,    ...,    p,    q;       L,     ...,    P,    0, 

fournit  de  plus  un  moyen  d'effectuer  cette  réduction  et  constitue  par 
conséquent  une  méthode  d'élimination    de  la  variable  x  entre  les 
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équations  (i).  D'ailleurs  la  formule  (4),  qui,  dans  cette  méthode,  se 
trouve  combinée  avec  d'autres  formules  déjà  connues,  comprend 
comme  cas  particulier  une  formule  analogue,  à  l'aide  de  laquelle, 
dans  son  Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques^  Lagrange 
passe  d'une  équation  donnée  à  une  autre  qui  a  pour  racines  les  carrés 
des  différences  entre  les  racines  de  la  première. 

Observons  encore  qu'en  vertu  des  deux  équations  identiques 

f(a.-)  =  (a:—  a)(.r  —  c)(.f  —  y).  .  ., 
¥ {oc)=z[x  —  À  )  (  J7  —  lJ-){x  —  V ) .  .  . 

la  formule 

(5)  .S=:(a-},)(«-F)(a-v)...(S-},)(S-/JL)(ê-v)...(y->0(-/-/^)(y-v)... 

peut  être  réduite,  comme  Euler  l'a  remarqué,  à  l'une  quelconque  des 
deux  suivantes  : 

(6)  .S  =  F(a)F(S)F(y)..., 

(7)  .S:=(_,)'""f(>.)f(/^)r(v).... 

Or,  pour  transformer  l'une  quelconque  de  ces  deux  dernières  valeurs 
des,  la  première  par  exemple,  en  une  fonction  entière  des  coefficients 

/,     ....    p,    q;        \ P,    Q, 

il  suffit  de  suivre  ou  la  marche  indiquée  par  Euler  dans  les  Mémoires 
de  Berlin  de  1748,  ou  mieux  encore  celle  que  j"ai  indiquée  moi-même 
dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  le  9  août  1824,  et  de  convertir 
d'abord  le  produit 

F(a)F(o)F(y)...=r(a'»+La'"->+...+  l'a  +  Q)  (o'«+ LS'"-«-f-... -+- PS  4- Q)... 
en  une  fonction  entière  des  sommes  de  la  forme 

(a'«+  La'"-'  +  .  .  .  .^  Pa-+-  0)'-+- (c'" -1- Le'"-' 4- . .  . -+-  PS  +  O  )'  + 

puis  chacune  de  ces  sommes,  moyennant  le  développement  des 
puissances  des  polynômes,  en  une  fonction  entière  de 

Le  premier  membre  de  l'équation  (2),  transformé  comme  on  vient 
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de  le  dire  en  une  fonction  entière  des  coefficients 

/'     ••-    /^    </:        I ,    P,    O, 

ne  renfermera-t-il  aucun  facteur  étranger  à  l'équation  finale,  et  repré- 
senté lui-même  par  une  fonction  entière  de  ces  coefficients,  quelles 
que  soient  les  valeurs  qu'on  leur  attribue?  On  lèvera  facilement  tous 
les  doutes  qu'on  pourrait  conserver  à  cet  égard  en  s'appuyant  sur  la 
proposition  suivante  : 

Premier  THÉORÈME.  —   Les  coefficients 

l^     •••,    p,    q\        L,     ...,    P,    Q 

étant  supposés  quelconques  et  indépendants  les  uns  des  autres,  la  fonction 
entière  de  ces  coefficients  qui  représentera  la  valeur  du  produit 

."?  =  (a->.)(a-^)(a-v)...(£-X)(S-;uL)(g-v)...(y-/.)(y-|jL)(y-v)..., 

formé  avec  les  différences  entre  les  racines  de  la  première  et  de  la  seconde 
des  équations  (i),  ne  pourra  être  généralement  et  algébriquement 
décomposée  en  deux  facteurs ,  représentés  tous  deux  par  des  fonctions 
entières  de  ces  mêmes  coefficients. 

Démonstration.  —   En  effet,  supposons  généralement 

.s  — .S'.S", 

s',  è"  désignant,  s'il  est  possible,  deux  fonctions  entières  de 

l,     ...,    p.     q;        L,     ...,     P,     Q. 

En  vertu  des  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  des  équa- 
tions (i)  et  leurs  racines,  on  pourra  exprimer 

en  fonctions  entières  de 

3C,      c,      y-,       .  .  . ,      A,      ^,      V,       .  .  . , 

et  alors  on  aura  identiquement 

(8)     ,S'.S"=.(a-/)(a-^)(a-v)...(S-X)(6-fjL)(ê-v)...(y-X)(y-f;.)(y-^^)-. 
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Cette  dernière  équation,  devant  subsister  indépendamment  des 
valeurs  attribuées  aux  racines 

X,      o,      y,      •  .  •,      '',     /^,      V,      .  .  ., 

se  vérifiera  encore  lorsqu'on  établira  entre  ces  racines  des  relations 
quelconques,  par  exemple  lorsqu'on  supposera 

oc  =  l. 

Mais  alors  le  second  membre  de  l'équation  (8)  étant  nul,  le  premier 
devra  l'être  aussi.  Donc,  en  prenant  a  =^  À,  on  fera  évanouir  le  produit 
rS's",  et  par  suite  l'un  des  facteurs  s',  s".  Concevons,  pour  fixer  les 
idées,  que  ce  soit  le  premier  facteur  s'  qui  s'évanouisse,  en  vertu  de  la 
supposition 

s',  considéré  comme  fonction  de  a,  sera  divisible  algébriquement  par 
a  —  X.  D'autre  part  3',  pouvant  être  regardé  comme  une  fonction 
entière,  non  seulement  des  coefficients 

/,     ...,    p,    <7, 

mais  encore  des  coefficients 

L,     ...,     P,     Q, 

sera  par  suite  une  fonction  symétrique,  non  seulement  des  racines 

OC,     c,     y,      ... , 
mais  encore  des  racines 

l,       [l,       V,        

Donc  S',  algébriquement  divisible  par  le  binôme 

aura  pour  facteur  non  seulement  ce  binôme,  mais  encore  tous  ceux 
qu'on  en  déduit  en  remplaçant  la  racine  a  par  l'une  quelconque  des 
autres  racines  ê,  y,  ...  de  l'équation  î{x)  =  o,  et  la  racine  X  par  l'une 
quelconque   des    autres   racines    tx,   v,  ...    de   l'équation   F(a7)  =  o. 
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Observons  maintenant  qu'en  vertu  de  l'équation  (8),  le  produit 

S' S", 

considéré  comme  une  fonction  des  racines 

a,     6,     y,      ...,     X,     IX,     V,      ..., 


sera  une  fonction  du  degré  mn.  Donc  mn  représentera  la  somme  des 

.S'     et    S" 


degrés  des  facteurs 


considérés  comme  fonctions  de  ces  mêmes  racines.  Mais,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  voir,  le  facteur  s',  c'est-à-dire  celui  des  facteurs  s',  s" 
qui  s'évanouit  quand  on  suppose 

sera  divisible  algébriquement  par  chacun  des  binômes  que  renferme 
le  second  membre  de  l'équation  (8).  Donc,  puisque  ces  binômes  sont 
généralements  distincts  et  indépendants  les  uns  des  autres,  s'  sera 
divisible  par  le  produit  de  tous  ces  binômes  dont  le  nombre  est  m/i, 
et,  si  l'on  considère  s'  comme  une  fonction  des  racines 

oc,     6,     y,     ...,     A,     /a,     V,     

le  degré  de  s'  ne  pourra  généralement  s'abaisser  au-dessous  de  mn. 
Donc  le  degré  de  l'autre  facteur  s"  ne  pourra  s'élever  au-dessus  de 
zéro;  et  cet  autre  facteur  ne  pourra  être  qu'un  facteur  numérique, 
indépendant  des  racines  des  équations  (i),  et,  par  conséquent,  des 
coefficients  que  renferment  ces  équations.  Donc,  tant  qu'aucune 
relation  particulière  ne  se  trouve  établie  entre  les  coefficients 

/,      ...,     p,      q\  L,      ...,      P,      O, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  racines 

a,      6,      y,      ...;  /,.     [x,     v,      ..., 

il  est  impossible  de  décomposer  la  fonction  ^  en  deux  facteurs  qui 
soient  l'un  et  l'autre  des  fonctions  entières  de 

l,     ...,    P,     fj;        L,     ...,     P,     Q. 


ENTRE  DEUX  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  487 

Premier  corollaire.  —   Si,  contrairement  à  l'énoncé  du  théorème, 

les  coefficients 

/,      ...,     [},     q\         L,      ...,     P,     Q 

devaient  satisfaire  à  certaines  conditions  particulières;  si,  par  exemple, 
quelques-uns  de  ces  coefficients  se  réduisaient  à  zéro,  la  valeur  de  S, 
considérée  comme  fonction  des  coefficients 

/,     ...,    /J,     q\        L,     ...,     P,     Q, 

pourrait  devenir  décomposable  en  facteurs  représentés  par  deux 
fonctions  entières  de  ces  mêmes  coefficients. 

Deuxième  corollaire.  —  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  les  équa- 
tions du  second  degré 

(9)  ^-  +  />X  H- <7  =  O,  d7*+  Par  +  Q  rrr  o; 

on  aura 

(10)  .Sz:z(a-X)(a-|ji)(S-?,)(ê-|ji)  =  (a^+Pa  +  Q)(6»-t-P6  4-Q), 

et  par  suite,  eu  égard  aux  formules 

a^  4- yy  a  H- 7  :=  o,         6- h-/^S  h- ^  :=r  o, 
a -+- 6  =3 — p.         aê  =  (jr, 
on  trouvera 

^  =  [Q-,7  +  (P_y,)a][Q-^  +  (P-^)S] 
=  (Q-'7)''+(l*-y->)[(Q-7)(«  +  ê)  +  (P-y.)ao], 

OU  plus  simplement 

(I.)  .s  =  (Q-vr+(P-/>)(P<7-y^Q)- 

Or,  tant  que  les  coefficients 

P.    q.    P,    Q 

ne  seront  assujettis  à  aucune  relation,  à  aucune  condition  particulière, 
alors,  conformément  au  théorème  établi,  la  valeur  précédente  de  s  ne 
pourra  être  décomposée  en  deux  facteurs  représentés  tous  deux  par 
des  fonctions  entières  de  ces  coefficients.   Mais  le  même  théorème 
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pourra  ne  plus  subsister  dans  le  cas  contraire;  et  si,  par  exemple,  on 
annule  deux  des  coefficients,  en  posant 

p  =  o,         P  =  o, 

c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  l'on  réduit  les  équations  proposées 
aux  deux  suivantes 

(12)  X^-\-<]  =  0,  ^2_|_Q_o^ 

alors  la  valeur  de  è,  déterminée  par  la  formule 

r 
(i3)  ,s=z(Q-<7)S 

sera  décomposable  en  deux  facteurs  égaux  à  Q  —  </,  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  en  deux  facteurs  dont  chacun  sera  une  fonction  entière  des 

coefticients  r/,  Q.  Alors  aussi,  pour  éliminer  x  entre  les  deux  équations 

proposées,  il  suffira  de  retrancher  l'une  de  l'autre;  et  l'équation  finale 

ainsi  obtenue,  savoir 

O  —  V  =  o, 

offrira  un  premier  membre  équivalent,  non  plus  à  la  fonction  rS,  mais 
seulement  à  sa  racine  carrée.  Il  est  au  reste  facile  de  voir  comment  il 
arrive  que  la  démonstration  ci-dessus  exposée  du  théorème  en 
question  devient,  dans  ce  cas,  inadmissible.  En  effet,  lorsque/^,  P 
s'évanouissent,  les  formules 

a  4-  6  =  /),  /.  H-  jx  —  P 

donnent 

6  zn — a,         i^  =  —  ^•«  ^' 

On  a  donc  alors 

S  — >.  =  -  (a  — /i.),         S  —  ix—-~{a  —  't.); 
et  par  suite,  pour  qu'une  fonction  des  racines 

a,     ê,     X,     jjL 

soit  alors  algébriquement  divisible  par  chacun  des  quatre  binômes 

a  —  X,     a  —  p.,     6  —  7,     6  —  jj., 

il  suffit  qu'elle  soit  algébriquement  divisible  par  les  deux  premiers. 
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Troisième  corollaire.  —  Lorsque,  dans  les  équations  (i),  les  coef- 
ficients 

l,     ...,    /),    q;    L,     ...,    P,    Q 

ne  sont  assujettis  à  aucune  relation,  à  aucune  condition  particulière, 
le  premier  membre  de  la  formule  (2)  ne  peut  renfermer  aucun  facteur 
étranger  à  l'équation  finale,  et  représenté  par  une  fonction  entière  des 
coefficients  dont  il  s'agit,  puisqu'il  est  alors  impossible  de  décomposer 
ce  premier  membre  en  deux  facteurs  dont  chacun  soit  une  fonction 
entière  de  ces  mêmes  coefficients. 

Il  est  facile  de  trouver  à  quel  degré  s'élève  s  considéré,  soit  comme 
fonction  des  coefficients 

soit  comme  fonction  des  coefficients- 

L,     ...,     l>,     Q. 

En  efl'et,  s  pouvant  être  représenté  par  une  fonction  entière  de  tous 

les  coefficients 

/,     ...,     p,     </;         L,     ...,     P,     Q, 

le  degré  de  cette  fonction,  par  rapport  aux  seuls  coefficients 

L,     ...,     P,     Q, 

ne  variera  pas,  si  l'on  exprime,  comme  on  peut  le  faire,  les  coefficients 

l,     ...,    p,    (j 
à  l'aide  des  racines 

a,     S,     y,      

Mais  alors  la  valeur  obtenue  de  rS  devra  coïncider,  quels  que  soient 
L,  ...,  P,  Q  et  a,  S,  y,  ...,  avec  celle  que  fournit  l'équation  (G);  en 
sorte  qu'on  aura  identiquement 

(i4)     -S  =  (a'"+La'«-'  +  ...4-Pa-f-Q)(S'"+Lo"^-'-h...-f  PS^-Q).... 

Donc,  8  étant  le  produit  de  n  facteurs,  dont  chacun  sera  du  premier 
degré  par  rapport  aux  coefficients 

L,     ...     P,     Q, 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  i.  M.  62 
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le  degré  de  ^  par  rapport  à  ces  mêmes  coefficients  sera  précisément  le 
nombre  n.   • 

On  conclura  de  même  de  l'équation  (7)  que  le  degré  de  S  par 
rapport  aux  coefficients 

est  précisément  le  nombre  m. 

On  peut  être  curieux  de  connaître  généralement  la  partie  de  la  fonc- 
tion ^  qui  dépendra  uniquementdes  termes  constantsdeséquations(i), 
c'est-à-dire  des  coefficients  q  et  Q.  Or  cette  partie  sera  évidemment  ce 
que  deviendra  la  fonction  s  quand  on  supposera  tous  les  autres  coef- 
ficients 

/,     ...,    P\        L,     ...,    P 

réduits  à  zéro.  D'ailleurs,   dans  cette   supposition,   les  équations  (i) 
deviendront 

(i5)  a:"  +  7  =  o,         ^'«4-Q=o; 

et,  en  conséquence,  la  formule  (i4) donnera 

(16)  ^  — (a"'4-Q)(6"'  +  Q)(y"'+0).... 

11  y  a  plus  :  les  rapports 

a        ê        y 
en        a       c/. 

étant  respectivement  égaux  aux  diverses  racines  de  l'équation 
les  m'""^''^  puissances  de  ces  rapports,  ou  les  fractions 


y  m  Q  ni  y  ni 

ô^'      ô^'.     ôc^' 


seront  respectivement  égales  aux  diverses  racines  de  l'équation 

« 

si  l'on  appelle  w  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 

m ,      n , 
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et  par  suite  respectivement  égales  aux  divers  termes  de  la  progression 
géométrique 

si  l'on  nomme  0  une  racine  primitive  de  l'équation 

n 

Cela  posé,  la  formule  (iG)  donnera 

8  =  [(Q4-  a'")(Q4-&a'«)...(Q  +  5^^  "'a'")]    ; 
et,  comme  on  aura  identiquement 

x^  —  X  —  {x  —  \)  {x  —  B)  {x  —  9'-) . .  \x  —  b~'~] , 
on  en  conclura,  en  remplaçant  ir  par -■, 

/  n  \  n  n     iiin 

( O  +  a'" )  ( Q  +  Ox'" ) . .  .  V Q  +  0^~'y."')  ==  Q"^—  (—  i )''^a~ 

rt  in  -+-  n      m 

puis,  eu  égard  à  cette  dernière  formule,  on  trouvera  définitivement 

(>7)  .s  =r (-,)"[(- or- (-./rj  . 

Jusqu'ici,  pour  plus  de  simplicité,  nous  avons  supposé  que,  dans  les 
équations  (i),  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  x  se 
réduisaient  à  l'unité.  Admettons  maintenant  la  supposition  contraire, 
en  sorte  qu'on  ait,  par  exemple, 

{{x)  =  ax"'  +  6^"-'  -^  .  .  .  ^  hx  +  Â-, 
F(^)  =  A^'"4-  Bo;'"-» -+-...+  H.r +  K. 

Pour  ramener  les  équations  (i)  à  la  forme  précédemment  adoptée, 

il  suffira  de  diviser  la  première  parr/,  la  seconde  par  A;  par  conséquent, 

il  suffira  de  prendre 

,      b  h  k 

a  '         a  '        a 
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Cela  posé,   comme  la  valeur   de  s   fournie  par  chacune  des  équa- 
tions (5),  (i4)  sera  du  degré  m  relativement  aux  quantités 


a        '        a 


et  du  degré  n  relativement  aux  quantités 


comme  d'ailleurs,  dans  cette  valeur  de  ^s,  la  partie  qui  dépendra  uni- 
quement des  coefficients  y,  Q  se  réduira,  en  Vertu  de  la  formule  (17),  à 


(- 


0"! 


il  est  clair  que,  pour  transformer  cette  même  valeur  de  ,i)  en  une 
fonction  entière  des  coefficients 

a,     b,     ...,     h.     A;         A,     B,      ...,     II,     K, 

il  sera  nécessaire  et  suffisant  de  la  multiplier  par  le  produit 

a'"  A" 

Or,  dans  la  fonction  entière  ainsi  obtenue,  la  partie  qui  dépendra  des 

seuls  coefficients 

a,     A,     k,     K 
sera  évidemment 

(— i)"|a'^(— Kr— A'^(— X)'*'!    . 

De  cette  remarque,  jointe  au  premier  théorème,  on  déduira  aisément 
la  proposition  suivante  : 

Deuxième  théorème.  —    Les  coefficients 

rt,     b,     ....     h,     A;         A,     B,     ...,     H,     K 

étant  supposés  que/conques  et  indépendants  les  uns  des  autres  dans  les 
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deux  équations  alfçébriques 

i  ax'^  -\-  b.T'^-^  -\-.  .  .-h  hx  -^  k  =0, 
A  X'"  -H  A^'"-'  +  ...-+-  H  o:  -+-  K  =  o, 


(.8) 


et  les  racines  de  ces  équations  étant  respectivement 

a,     6,     y,     ..., 

>.,       [J.,      V.       ..., 

si  l' on  prend 

I  rS  —-  a'«A"(a  —  }.)  (a  — /J.)  (a  —  v).  .  . 
^'^^         i  Xi6-),)(S-f^)(S-v)...(y->.)(v-f^)(?-v)..., 

rt/or^  rS  5era  w/ie  fonction  entière  des  coefficients 

a,     b,     ...,     /?,     A^;         A.     R,     ...,     H,     K, 

qui  ne  pourra  être  généralement  et  algébriquement  décomposée  en  deux 
facteurs  représentés  tous  deux  par  d'autres  fonctions  entières  de  ces 
deux  coefficients . 


Démonstration.  —    Lo 

rsqu'on 

suppose 

(20) 

1    b  =:  al, 
\  R=AL, 

. . . , 

h  —  ap, 
H  =  AP, 

k  =  aq, 
K=AQ, 

et  par  suite 

)           ^ 

•  •  •  5 

II 
P=a' 

(21) 

. . . , 

^-A' 

0-*^ 
^-Â' 

les  équations  (18)  se  réduisent  aux  deux  formules 

i   x"  +  Ix"^-^   H-  .  .  .  -H  o^  -h  (7  =  o, 

(22)  ' 

I  X'"  -H  L  x'"-^  -H...-i-Pj"4-Q  —  o; 

et  alors,  comme  il  suffit  de  multiplier  par  le  produit 

a'"  A" 
la  valeur  de  s  que  donne  Téquation  (5),  pour  obtenir  celle  que  donne 
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l'équation  (19),  cette  dernière  se  réduit,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
ci-dessus,  à  une  fonction  entière  des  coefficients 

a,     b,      ...,     h,     k;        A,     H,     ...,     H,     K. 

J'ajoute  que  cette  fonction  entière  ne  pourra  être  généralenient  et 
algébriquement  décomposée  en  deux  facteurs  représentés  par  d'autres 
fonctions  entières  des  mêmes  coefficients.  En  effet,  soient,  s'il  est 
possible, 

deux  semblables  facteurs.  En  vertu  des  formules  (20),  jointes  à  celles 
qui  serviront  à  exprimer  les  coefficients 

l,     —    p,    q\        L,     ...,    P,    Q 
des  équations  (22)  en  fonction  des  racines 

oc,     c,     y,      ...;  >.,     .a,     v,      ..., 

on  pourra  considérer  les  deux  facteurs  cS',  s"  comme  des  fonctions 
entières  de  ces  racines  et  des  deux  coefficients 

a,     A. 

Cela  posé,  la  formule 

I  .S'-S"=  «"' A«(a  — À)(2<  —  l-i-)  (a  —  v).  .  . 
^^^^     (  X  (S  -À)  (ê  -  f^)  (S  -  V).  .  .(-/-/.)  (7  -  p.)  (V  -  V).  . . 

devant  subsister,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  racines 

oc,     s,     y,      ...  ;         >^,     \J;     V,      ... 

et  aux  deux  coefficients 

a,     A, 

on  prouvera,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  pour  démontrer 
le  premier  théorème,  qu'un  des  facteurs  %\  %\  le  facteur  ë'  par 
exemple,  est  algébriquement  divisible  par  le  produit 

(a->.)(a-f/)(3c— v)...(o-}0(6-[J^)(S-v)...(y->.)('/-/^)(7-^^)•••• 
Donc,  parmi  les  facteurs  simples  que  renferme  le  second  membre 
de  la  formule  (23),  les  seuls  qui  pourront  entrer  dans  la  composition 
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de  §"  seront  les  coefiicients 

a,    A, 

dont  l'un  au  moins  devra  être  facteur  de  S\  puisque,  dans  l'hypothèse 

admise,  S"  ne  doit  pas  se  réduire  à  un  facteur  numérique.  Mais,  pour 

que  s"  pût  devenir  proportionnel  à  une  puissance  entière  de  l'un  des 

coefficients 

a,    A, 

sans  dépendre  d'ailleurs,  en  aucune  manière,  des  racines 
«;     6,     y,      ...;         }.,     ^,     V,      ..., 

par  conséquent  sans  dépendre,  en  aucune  manière,  des  coefficients 

/,      ...,     p,     g;        L,     ...,     V,     Q, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  coefficients 

è,     ...,    h,    k;        B,     ...,    H,     K, 

il  faudrait  que  chacun  des  coefficients  a.  A,  ou  au  moins  l'un  deux, 
entrât  comme  facteur  algébrique  dans  la  fonction  entière  des  quantités 

a,     b,      ...,     A,     /;         A,     B,      ....     H,     K 

à  laquelle  peut  se  réduire  le  second  membre  de  l'équation  (28).  Or 
cette  condition  n'est  certainement  pas  remplie,  puisque,  dans  la 
fonction  entière  dont  il  s'agit,  la  partie  qui  dépend  uniquement  des 

coefficients 

«,    A.     k,     K 
se  réduit  à  l'expression 

a^{—Kf—A^(—k)^\, 

qui  n'est  algébriquement  divisible  ni  par  A,  ni  par  a.  Donc  l'hypothèse 
admise  ne  peut  subsister,  et  le  deuxième  théorème  est  exact. 

Corollaire.  —  Puisque,  en  vertu  des  formules  (20)  ou  (21),  les 
équations  (18)  coïncident  avec  les  équations  (22),  l'équation  finale 
qui  résultera  de  l'élimination  de  .r  entre  les  équations  (18)  pourra 
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être  réduite  à  la  formule 

la  valeur  de  8  étant  déterminée  par  la  formule  (5).  D'autre  part, 
comme  la  valeur  de  ^  déterminée  par  la  formule  (5)  ne  peut  s'évanouir 
sans  que  la  valeur  de  rS  déterminée  par  la  formule  (19)  s'évanouisse 
pareillement,  l'équation  finale  dont  il  s'agit  entraînera  la  formule  (2), 
si  l'on  prend  pour  s  la  fonction  des  coefficients 

a,     b,      .  .  .,     h,     k;         A,     R,      . .  . ,     H,     K 

à  laquelle  peut  se  réduire  le  second  membre  de  la  formule  (19). 
J'ajoute  qu'alors,  si  ces  coefficients  ne  sont  assujettis  à  aucune  relation, 
à  aucune  condition  particulière,  le  premier  membre  8  de  la  formule  (2) 
ne  renfermera  aucun  facteur  étranger  à  l'équation  finale,  et  représenté 
par  une  fonction  entière  de  ces  mêmes  coefficients.  C'est  là,  en  effet, 
une  conséquence  immédiate  du  deuxième  théorème,  en  vertu  duquel 
il  sera  impossible  de  décomposer  ^  en  deux  facteurs  dont  chacun  soit 
une  fonction  entière  des  coefficients 

a,     6,      ...,'    h,     /.;         A,     R,      ...,     II,     K. 

Puisque  la  valeur  de  rS  déterminée  par  la  formule  (5),  c'est-à-dire 
le  produit 

(a-X)(a-^)(a-v)...(o->.)(S-^)(S-v)...(y-X)(y-^)(-/-v)..., 

se  réduit  à  une  fonction  entière  des  rapports 

,         b    '  h  ^  ,  R  r.         H  /^         K 

a  '         a  '        a  A  A  A 

la  valeur  de  S  que  déterminera  la  formule  (19)  ne  sera  pas  seulemeni, 
comme  on  l'a  déjà  remarqué,  une  fonction  entière  des  coefficients 

a,     />,      ...,     h^     k;         A,     R,      ...,     Il,     K, 

elle  sera,  de  plus,  une  fonction  homogène  et  du  degré  m  relativement 

aux  coefficients 

a,     b,      .  . . ,     h,     k; 
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elle  sera  encore  une  fonction  homogène    et  du  degré  n  relativement 

aux  coefficients 

A,     R,     ...,     H,     K; 

donc  elle  sera,  par  rapport  au  système  de  tous  les  coefficients 
a,     6,     ....     A,     A;         A,    B,     ...,     H,     K, 

une  fonction  entière  et  homogène  du  degré  m-^n.  Désignons  cette 
même  fonction  par 

ïîT(a,  b,  ....  h,k;  A,  R,  ....H,  K); 

on  aura  identiquement,  eu  égard  aux  formules  (20), 

w{a,b,  ...,h,k;  A,R,  ....II,  K) 

—  a"'A"cT(i,  /,...,/>,</;    I,  L,  .  . .,  P,  Q), 

et  l'équation  finale  résultant  de  l'élimination  de  x  entre  les  équations 
données  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(24)  ro(a,  b,  .  .  .,h,  k;  A,  R,  . .  .,  H,  K)  =  0, 

si  les  équations  données  sont  les  formules  (18),   ou  même  sous  la 
forme 

(25)  ro(i,  /,  .  .  .,/->,  7;  I,  L,  .  .  .,  P,Q)=:0, 

si  les  équations  données  sont  réduites  aux  formules  (22). 

Ajoutons  que,  le  second  membre  de  la  formule  (19)  devant  être 
équivalent  au  produit 

a'"Aro"(i,  /,  .  . .,/?,  7;  t,  L, P,  Q), 

les  relations  subsistant  entre  les  coefficients 

l,    ...,    p.    q\       U    P,     ....    Q 
et  les  racines 

3c,     6,     y,      ...  ;         /.,     ^,     V,      ... 

devront  entrainer  la  formule 

?ât(i,  /,  ...,/?,  <7  ;  1,1^ Pi  Q) 

-      (oc  — /.)(a-;a)(a-v)..  . 

x(S->.)(o-ju^)(S-v)...(-/-/.)C/~/^)(y-v).... 

Œuvres  de  C .  —  S.  Il,  t.  Xï.  63 
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On  peut  vouloir  comparer  l'équation  finale  (24)  ou  (25)  à  celle 
qu'on  obtiendrait  si  à  la  méthode  d'élimination  dont  nous  avons  ici  fait 
usage  on  en  substituait  d'autres,  par  exemple  celles  qui  se  trouvent 
exposées  dans  les  paragraphes  I  et  IL  On  établira  sans  peine,  à  ce 
sujet,  les  propositions  suivantes  : 

Troisième  théorème.  —   Lorsque  les  coefficients 

/,     . . .,    p,    q\        L,     . .   ,     P,     Q, 
renfermés  dans  les  équations 

1   x"^  4-   Ix"^-'^  -i-  .  .  .-i-  px  -h  r/  =  o, 

(29.)  ' 

i   X'"  -4-  L^'"-i  +  .  .  .  4-  P  JT  4-  Q  =  o 

entre  lesquelles  on  se  propose  d' éliminer  la  vaj'iable  x,  demeurent  arbi- 
traires et  indépendants  les  uns  des  autres,  alors  toute  fonction  entière  de 
ces  coefficients,  propre  à  représenter  le  premier  membre  de  V équation 
finale  produite  par  une  méthode  quelconque  d'élimination,  se  réduit 
nécessairement  à  la  fonction 

m(i,  /,,..,/>>,  ^;  I,  L,  ...,  P,  Q) 

ou  au  produit  de  celle-ci  par  une  autre  fonction  entière  des  coefficients 

l,     ...,    p^     q;        L,     ...,     P,     Q. 

Démonstration.  —  En  efï'et,  supposons  que  l'élimination  de  x  entre 
les  équations  (22),  étant  effectuée  par  une  méthode  quelconque,' ïious 
ait  conduit  à  une  équation  finale  de  la  forme 

S  désignant  une  fonction  entière  des  coefficients 

/,     ....    p,    v;        L.     ...,    P,    Q. 
A  l'aide  des  relations  qui  existent,  d'une  part,  entre  les  coefficients 

/,     . . . ,     /?,     q 

et  les  racines 

a,     6,     y,      ..., 
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d'autre  part,  entre  les  coefficients 

L,      .  ,    P,    Q 

et  les  racines 

on  pourra  transformer  .s  en  une  fonction  entière  et  symétrique  des 
diverses  racines  de  chacune  des  équations  (22).  D'ailleurs  l'équation 

résultant  de  l'élimination  de  x,  devra  être  vérifiée  toutes  les  fois 
qu'on  établira  entre  ces  racines  une  relation  qui  permettra  de  satisfaire 
par  une  même  valeur  de  ^  à  la  première  et  à  la  seconde  des  équa- 
tions (22),  par  exemple  lorsqu'une  des  racines 

a,     6,     7,     ... 
deviendra  égale  à  l'une  des  racines 

Donc  la  fonction  entière  des  racines 

a,      6,     y,      ...  ;         X,     fz,     v,      .  .  . , 

en  laquelle  pourra  se  transformer  le  premier  membre  s  de  l'équation 
finale 

.s  =  o, 

devra  s'évanouir  avec  chacun  des  binômes 

a  —  }.,     a  —  [JL,     Cf.  —  V,      .  .    : 

6  -  A,      6  -  /JL,      6  -  V,       ...  ; 
y-/,,      y  -p.,      y— V,      ..., 

et  être  algébriquement  divisible  par  leur  produit.  Donc  cette  fonction 
sera  de  la  forme 

(26)  >;  —  ,.a(a  — },)(a  — /a)(a  — v) .  .  . 

X(ê-/.)(£-/^)(S-v)...(y_>.)(y-,a)(y-v)..., 

Si  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  des  racines 

a,     6,     y,     . .  •  ;        >.,     /x,     V,     ..., 
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qui,  comme  la  fonction  >>  et  comme  le  produit 

(a-/.)(a-,a)(a-v)...(S->.)(S-^)(ê-v)...(y~/)(y-/^)(-/-v)..., 

aura,  en  vertu  de  la  formule  (26),  la  propriété  de  rester  invariable, 
tandis  qu'on  échangera  entre  elles,  ou  les  racines 

a,     g,     y,     ..., 
ou  les  racines 

À,        ^,        V,         

En  d'autres  termes,  Si.  sera  une  nouvelle  fonction  entière  et  symé- 
trique des  diverses  racines  de  chacune  des  équations  (22).  Par 
conséquent,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (26),  le  facteur  ^ 
pourra  être,  aussi  bien  que  le  produit  de  tous  les  binômes,  transformé 
en  une  fonction  entière  des  coefficients 

l,      ...,     p,      q\  L,       ...,      P,      Q. 

Or,  comme,  après  cette  double  transformation,  la  formule  (26) 
donnera 

(27)  ^  =  . 'H  ct(i, /,...,/),  v;  1,  L,  ...,P,Q), 

il  est  clair  que  le  premier  membre  ^  de  l'équation  finale  se  réduira 
définitivement,  si  l'on  a 

à  la  fonction  entière  • 

rn(i,  /,  .  .  .,p,q\   i,L,  .  .  .,  P,  Q), 

et,  dans  le  cas  contraire,  au  produit  de  cette  fonction  par  une  fonction 
entière  des  coefficients 

/,     ...,    p,    q\        L,     ...,    P,     Q. 

Au  reste,  le  dernier  cas  comprend  le  premier;  et,  lorsque  le  degré 
de  la  fonction  entière  représentée  par  s^  se  réduit  à  zéro,  cette  fonction 
se  change  en  un  facteur  numérique  qui  peut  être  l'unité  même. 

Corollaire.    —    La  valeur  la  plus  simple  qu'on   puisse,   dans   la 
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formule  (27),  attribuer  à  la  fonction  Si  étant 

l'équation  (  20  )  offre  évidemment  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  on 
puisse  réduire  généralement  le  premier  membre  de  l'équation  finale, 
en  le  supposant  représenté  par  une  fonction  entière  des  coefficients 

/,     ...,    P,    q;       L,     ...,    P,    Q 

renfermés  dans  les  équations  (22). 

Quatrième  tiikorèjie.  —   Lorsque  les  coefficients 

a,     b h,     k;         A,     H,      ...,     H,     K, 

renfermés  dans  les  équations 

(    a  a:"  ■+-  hx"-'^  -H.  .  .4-  A^  4-  A-  =  o, 
(18) 

entre  lesquelles  on  se  propose  d'éliminer  la  variable  x,  demeurent  arbi- 
traires et  indépendants  les  uns  des  autres^  alors  toute  fonction  entière  de 
ces  coefficients^  propre  à  représenter  le  premier  membre  de  l'équation 
finale  produite  par  une  méthode  quelconque  d'élimination,  se  réduit 
nécessairement  à  la  fonction 

ra(a,  /^,  ...,/<,  A-;  A,  B H,  K) 

ou  au  produit  de  celle-ci  par  une  autre  fonction  entière  des  coefficients 
«,     b h,     k;         A,     B,      ...,     H,     K. 

Démonstration.  —  En  effet,  supposons  que  l'élimination  de  x  entre 
les  équations  (18),  étant  effectuée  par  une  méthode  quelconque,  nous 
ait  conduit  à  une  équation  finale  de  la  forme 

^  =:  O, 

S  désignant  une  fonction  entière  des  coefficients 

a,     b,     ...,     A,     k;         A,     B.      ..    ,     H,     K. 
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On  réduira  les  équations  (i8)  aux  équations  (22),  en  posant 

b  =  al^  .  .  . ,  hzzz  ap,  k  z=z  aq; 

B  =  AL,         ...,         H  =  AP,         Kz=:AQ; 

et  à  l'aide  de  ces  dernières  formules  jointes  aux  relations  qui  existent, 
d'une  part,  entre  les  coefficients 

et  les  racines 

a,     6,     y,      ..., 

d'autre  part,  entre  les  coefficients 

L,     ....    1>,    Q 
et  les  racines 

^.    F-,    V 

on  pourra  transformer  s  en  une  fonction  entière  de  toutes  les  racines 

a,    S,    y,     ...  ;       >.,    ft,    V,     ... 

et  des  deux  coefficients 

rt,    A. 

Il  y  a  plus  :  la  valeur  de  s,  qu'on  obtiendra  ainsi,  devant  être  une 
fonction  symétrique  des  racines  de  chacune  des  équations  (22),  on 
prouvera,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  la  démonstration  du  troisième  théorème,  que  cette 
valeur  de  è  peut  être  représentée  par  un  produit  de  la  forme 

c'R  ct(i,/ p,q\  I,  L,  .  .  .,  P,  Q). 

Jl  désignant  une  fonction  entière,  non  plus  seulement  des  coefficients 
/,     ...,    p.    q\        L,     ..   ,    P,    Q, 

mais  aussi  des  deux  coefficients 

a,     A. 

Comme  on  aura  d'ailleurs  identiquement 

m(rt,  6,  ...,//,/.;  A,  H.  ....ILK) 


m(i,  /, />,  7;  i,L,  . . .,  t>,  Q) 


rt"'A" 
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la  valeur  transformée  de  S  ne  différera  pas  de  celle  que  donne  la 
formule 

(28)  ^  =  -^^Tn{aJj.  ...,A,/.;  A,R H,K). 

Soit  maintenant 


0  = 


a'"  A'' 

ce  que  deviendra  la  fraction 

A 
a'"  A" 

quand  on  y  remplacera  les  quantités 

l,     ...,    p,     g;        L,     ...,     P,     Q 

parles  rapports  équivalents 

b  h       k  B  H      K 

a  a       (r         A  A       A 

0  ne  pourra  être  qu'une  fonction  entière  des  coefficients 
«,     b,     ...,         h, A;        A,     R,     ...,     H,     K, 

divisée  ou  non  divisée  par  certaines  puissances  entières  et  positives 
des  quantités  a,  A  ;  et,  si  l'on  considère  s  comme  une  fonction  entière 
des  mêmes  coefficients 

«,     b h,     k;        A,     R,     ....     H.     K. 

la  formule  (28)  donnera  identiquement,  c'est-à-dire  quelles  que 
soient  les  valeurs  attribuées  aux  coefficients  dont  il  s'agit, 

(29)  ^  =  0w(«,  ^ ,/i,Â;  A,  R.  ...,H,  K). 

D'autre  part,  la  fonction 

w(«,  Z^.  ...,h,k-  A,R ,IÏ,K), 

qui,  en  vertu  du  deuxième  théorème,  n'est  algébriquement  divisible 
ni  par  a,  ni  par  A,  ne  pourra  s'évanouir  ni  avec  a,  ni  avec  A.  Donc  la 
fonction 

0=. ! 

Tn{a,  ù,  ..  .,/i,A;  A,  B,  .  .  . ,  H,  K .)  ' 
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exprimée  à  l'aide  des  seuls  coefficients 

a,     b,     ...,     h,     k;         A,     B,      ...,     H,     K, 

ne  pourra  devenir  infinie  pour  une  valeur  nulle  de  a  ou  de  A;  donc 
cette  fonction  n'admettra  point  de  diviseurs  représentés  par  des 
puissances  entières  et  positives  des  quantités  a,  A,  et  ne  pourra  être 
qu'une  fonction  entière  des  coefficients 

a,     h,      ...,     /^,     k;         A,     B,      ...,     H,     K. 

Si  le  degré  de  cette  fonction  entière  se  réduit  à  zéro,  elle  se  transfor- 
mera en  un  facteur  numérique  qui  pourra  être  l'unité  même,  et  alors 
la  valeur  de  rS,  fournie  par  l'équation    (29),   se  réduira  au   premier 

membre  de  la  formule  (24  ). 

« 

Premier  corollaire.  —  La  valeur  la  plus  simple  qu'on  puisse,  dans  la 
formule  (29),  attribuer  à  la  fonction  0,  étant 

0  =  1, 

l'équation  (24)  off're  évidemment  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  on 
puisse  réduire  généralement  le  premier  membre  de  l'équation  finale, 
en  le  supposant  représenté  par  une  fonction  entière  des  coefficients 

a,     b,     ....     A,     k;         A,     15,      ...,     H,     R 
renfermés  dans  les  équations  (18).  ^t 

Deuxième  corollaire.  —  La  fonction 

w{a.  b,  ...,  A,  k;  A,  B,  ....  H,  K) 

étant,  par  rapport  aux  coefficients 

a,     b,     ...,     h,     k;         A,     B,      ...,     II,     K, 

une  fonction  entière  et  homogène  du  degré  m^n,  la  valeur  de  é 
fournie  par  l'équation  (29),  ou  le  premier  membre  de  l'équation  finale 
produite  par  une  méthode  quelconque  d'élimination,  sera  d'un  degré 
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représenté  par  un  nombre  ou  égal  ou  supérieur  k  m  ^  n,  suivant  que 
0  sera  ou  un  facteur  numérique,  ou  une  fonction  entière  d'un  degré 
supérieur  à  zéro.  Dans  le  premier  cas,  les  deux  fonctions 

^     et    cj(a,  6,  . . ., /i,  A;  A,  B,  .  ..,H,  k) 

se  trouveront  composées  de  termes  correspondants  et  proportionnels, 
le  rapport  entre  deux  termes  correspondants  de  la  première  et  de  la 
seconde  étant  précisément  la  valeur  de  0. 

Troisième  corollaire.  —  Si  deux  valeurs  de  S,  fournies  par  deux 
méthodes  diverses  d'élimination,  et  représentées  par  deux  fonctions 
entières  des  coefficients 

a,     b,     ...,     h.,     k;         A,     B,      ...,     H.     K, 

sont  l'une  et  l'autre  du  degré  m  +  n,  elles  seront  toutes  deux  propor- 
tionnelles à  la  fonction 

ct(«,6,  ...,h,k;  A,  B,  ...,  H,  K), 

de  laquelle  on  les  déduira  en  multipliant  celle-ci  par  deux  facteurs 
numériques.  Donc  aussi  elles  seront  proportionnelles  l'une  à  l'autre, 
l'une  étant  le  produit  de  l'autre  par  un  troisième  facteur  numérique 
égal  au  rapport  des  deux  premières.  Par  suite,  ces  deux  valeurs  de  6 
seront  composées  de  termes  correspondants  et  proportionnels,  et 
deviendront  égales,  au  signe  près,  si  deux  termes  correspondants  de 
l'une  et  de  l'autre  sont  égaux  ou  ne  diffèrent  que  par  le  signe. 

Les  démonstrations  que  nous  avons  données  des  troisième  et  qua- 
trième théorèmes  reposent  sur  ce  principe  :  que  l'équation  finale,  pro- 
duite par  l'élimination  de  x  entre  deux  équations  données,  se  vérifie 
toujours  (juand  on  établit,  entre  les  racines  ou  les  coefficients  de 
celles-ci,  des  relations  qui  leur  font  acquérir  des  racines  communes. 
Ce  principe,  admis  par  Euler,  ne  saurait  être  contesté  en  aucune 
manière,  et  s'étend  au  cas  même  où  les  équations  données,  cessant 
d'être  algébriques,  prendraient  des  formes  quelconques.  En  effet, 
dire  que  l'élimination  de  oc,  entre  deux  équations  algébriques  ou 

Œu<,res  de  C .  —  S.  U,  l.  \l.  64 
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transcendantes 

f(.r)  =  o,  F(^)  =  o, 

produit  l'équation  finale 

S  ^=  o, 

dans  laquelle  è  est  indépendant  dex,  c'est  dire  que  les  deux  premières 
équations  considérées  comme  pouvant  subsister  simultanément, 
entraînent  la  troisième:  c'est  donc,  en  d'autres  termes,  dire  que  la 
troisième  équation  subsiste  toutes  les  fois  que  les  deux  premières 
acquièrent  des  racines  communes. 

Au  reste,  les  méthodes  d'élimination,  appliquées  dans  les  deux 
premiers  paragraphes  de  ce  Mémoire  à  des  équations  algébriques, 
fournissent,  comme  on  devait  s'y  attendre,  des  résultats  conformes  au 
principe  que  nous  venons  de  rappeler.  En  effet,  suivant  la  première  des 
méthodes  exposées  dans  le  paragraphe  I,  le  premier  membre  s  de 
l'équation  finale  produite  par  l'élimination  de  x  entre  deux  équations 

algébriques 

f(j:)=ro,  F(.z-)=:o 

se  présentera  immédiatement  sous  la  forme 

a  f(.r)  +  ('  F(^), 

M,  c^  désignant  deux  fonctions  entières  de  la  variable  x  et  des  coef- 
ficients que  renferment  les  équations  données.  Donc  ce  premier 
membre,  équivalent,  quel  que  soit  a;,  à  la  somme 

s'évanouira  si  les  valeurs  des  coefficients  permettent  d'attribuer  à  x 
une  valeur  qui  fasse  évanouir  simultanément  f(^)  et  ¥(x).  On 
arrivera  encore  aux  mêmes  conclusions,  si  l'on  adopte  ou  la  seconde 
des  méthodes  exposées  dans  le  paragraphe  I,  ou  la  méthode  abrégée  de 
Bezout,  attendu  que,  dans  l'une  et  dans  l'autre  hypothèse,  les  diverses 
équations  successivement  déduites  des  équations  données,  et  par  suite 
l'équation  finale  elle-même,  seront  toujours  de  la  forme 

u  f(,r)  -h  ('  F(^)  =  o, 
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M,  (^  représentant  ou  deux  fonctions  entières  de  x  et  des  coefficients 

l'enfermés  dans  î(.x),  F  (x),  ou  les  quotients  qu'on  obtient  en  divisant 

deux  semblables  fonctions  par  une  certaine  puissance  de  la  variable  x. 

Lorsque,  pour  éliminer  x  entre  deux  équations  algébriques  de  la 

forme 

ao;" -H  6jr"-' + . . .  +  A^ -+- A- =  o, 

kx'"^  Bx'"-1h-.  .  .-h  H^-+-  k  —  o, 

on  emploie  ou  la  méthode  exposée  dans  ce  paragraphe  et  fondée  sur 
la  considération  des  fonctions  symétriques,  ou  lapremière  des  méthodes 
rappelées  dans  le  paragraphe  I,  ou,  en  supposant  m  =n,  la  méthode 
abrégée  de  Bezout,  le  premier  membre  s  de  l'équation  finale,  repré- 
senté par  une  fonction  entière  des  coefficients 

a,     b,      ...,     h,     k;         A,     B,     ...,     H,     K, 

est  toujours,  par  rapport  à  ces  coefficients  {voir  les  pages  473,  47^ 
et  5o4),  du  degré  m-\-  n,  par  conséquent,  lorsque  m  devient  égal  à  /i,  du 
degré  'in.  Donc,  en  vertu  du  troisième  corollaire  du  quatrième  théo- 
rème, les  trois  valeurs  de  rS,  fournies  par  les  trois  méthodes,  seront 
proportionnelles  l'une  à  l'autre,  l'une  étant  le  produit  de  l'autre  par 
un  facteur  numérique.  J'ajoute  que  ce  facteur  numérique  se  réduira 
constamment  à  +  i  ou  à  —  i.  En  effet,  la  valeur  de  rS,  que  fournira  la 
première  des  méthodes  rappelées  dans  le  paragraphe  I,  renfermera 

une  seule  fois  le  terme 

a'"K". 

Or,  ce  même  terme  se  retrouve,  avec  le  même  signe,  dans  le  déve- 
loppement de  l'expression 


I       m  n  n  m  \{x> 


qui,  lorsqu'on  a  recours  à  la  méthode  fondée  sur  la  considération  des 

fonctions  symétriques,  représente  la  partie  de  ^  dépendant  des  seuls 

coefficients 

a,    A,    A,    K. 


508        MEMOIKE  SUH   L  ÉLIMINATION   D'UNE   VARIABLE 

Enfin,  lorsqu'on  supposera  m  =  n,  \e  même  terme 

rt"'K"=ra«K'" 

sera  encore,  au  signe  près  (voir^.  478),  l'un  des  termes  contenus  dans 
la  valeur  de  s  que  fournira  la  méthode  abrégée  de  Bezout.  Donc  les 
trois  valeurs  do  §  fournies  par  les  trois  méthodes  seront,  au  signe 
près,  égales  entre  elles;  et  l'assertion  émise  à  la  page  4;^  se  trouve 
complètement  démontrée. 

Remarquons  encore  que,  dans  le  cas  particulier  où  les  degrés  m,  n 
des  équations  données  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  et  où 
l'on  a  par  suite 

la  partie  de  ^,  qui  dépend  des  seuls  coefficients 

a,     A,     k.     K 

dans  l'équation  finale  réduite  à  sa  forme  la  plus  simple,  est  représentée 

par  le  binôme 

«'"K"— A"A-'". 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  ce  paragraphe,  pour  éliminer  x  entre 
deux  équations  algébriques  données,  il  suffit  de  joindre  l'équation  (4) 
aux  formules  qui  servent  à  déduire  des  coefficients  d'une  équation 
algébrique  les  sommes  des  puissances  entières  des  racines,  ou  de  ces 
sommes  les  coefficients  eux-mêmes.  On  peut  d'ailleurs,  pour  atteindre 
ce  but,  employer  deux  sortes  de  formules  qui  déterminent  les  tfnes 
successivement,  les  autres  d'un  seul  coup  et  d'une  manière  explicite, 
chacune  des  inconnues,  c'est-à-dire  chacune  des  sommes  ou  chacun 
des  coefficients  cherchés.  Les  formules  de  la  première  espèce  sont 
celles  qui  ont  été  données  par  Newton,  et  dont  la  démonstration  la 
plus  élémentaire  se  trouve  dans  la  Résolution  des  équations  numériques 
de  Lagrange  (p.  i33).  Quant  aux  formules  de  la  seconde  espèce,  on 
pourrait  les  déduire  des  premières  par  une  marche  analogue  à  celle 
qu'a  suivie  M.  Libri  dans  un  Mémoire  publié  en  1829,  qui  en  rappelle 
deux  autres  présentés  par  le  même  auteur  à  l'Académie  des  Sciences 
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en  1823  et  i835.  Mais  alors  ces  formules,  propres  à  déterminer 
immédiatement  chaque  inconnue,  ne  se  présenteraient  pas  sous  la 
forme  la  plus  simple  ;  et,  pour  diminuer  autant  que  possible  le  nombre 
de  leurs  termes,  il  convient  de  les  établir  directement  à  l'aide  de  consi- 
dérations analogues  à  celles  dont  j'ai  fait  usage  dans  l'extrait  litho- 
graphie d'un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  le  9  août  1824.  C'est  au 
reste  ce  que  j'expliquerai  plus  en  détail  dans  un  autre  article. 
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BARBETTE  (Édouardj,  Docteur  es  Sciences  physiques  et 
inaiheniali()n(>s,  Prolesseur  de  Mathématiques  supé- 
l'ieures.  Directeur   des  Etudes  ii   l'Institut  Francken.  — 


Les  Sommes  de  p<  ""'  puissances  distinctes  égales 

à  une  p''"'*  puissance,  suivi  d'une  tabh^  des  oooo  pre- 
miers nombres  triangulaires,  ln-4  (3o-23)  de  iv-i53  pages 
avec  2  ligures  ;  1910.  12  fr.  5o  c. 

BARBETTE  (Edouard),  —  Cours  de  trigonométi-ie  à 

l'usage  des  candidats  aux  écoles  spéciales,  ln-8  (25-i6) 
de  V111-2G0  pages  avec  figures  ;   1910  5  fr. 

BARBETTE  (Edouard),  —  Le  dernier  théorème  de 
Fermât.  In-8  (23-i4)  de  20  pages  ;  1910  1  fr.  5o  c. 

BARBÏLLION  (Louis),  Professeur  ii  la  Faculté  des 
Sci(Mices   de   (irenoi)le,   Directeur   de   l'Institut  électro- 

techniiiue.  —  Les  Compteurs  électriques  à  courants 
continus  et  à  courants  alternatifs.  Let;ons  professées 
il  rinslilut  eleclrolechniipie,  avec  le  concours  de  G. 
Fkrroux,  Chargé  de  conférences  à  l'Institut  électro- 
le.dmique.  In- iG  (19-12)  vii-226  pages  avec  126  ligures; 
19 10  3  fr.  25  c. 

BARBli.MON  (Louis).  —  Production  et  emploi  des 
courants  alternatifs  (Collection  Scientia)  2°  édition 
entière     eut  refondue,  ln-8  (20-i3)  de  100  pages  avec 


38  fiiïures  ;  cai  lonné  : 


"J' 


2  fr. 


BARTHÉLÉMY  (M.-E.)  Ancien  Elève  de  l'Ecole  Poly- 
teclinique.  —  Le  transport  à  Paris  des  forces  mo- 
trices du  Rhône.  Aperçu  critique  du  Kapporl  de  la 
Commission  de  la  houille  blanche  et  des  conditions 
financières  do  l'eiUreprise.  ln-8  (19-12)  deiv-32  paires; 
1909.  '  1  fr.  5o. 

BATTELLI  (A.),  OCCHIALINI  (A.),  CHELLA  (S.), 
de    l'Institut    de    Physique    de   l'Université  de  l'ise.   — 

La  Radioactivité  et  la  constitution  de  la  matière. 
Traduit  de  l'Italien  par  M'"'  Tu.  Hattelli.  ln-8  (25-i6) 
de  viu-3Go  pages  avec  i44  figi"'6S>   '9io-  ^  ^""^ 

BELOT  (E.), Ancien  Elève  de  l'École  Polytechnique, Direc- 
teur des  Maniifaciiires  de  l'État.  —  L'origine  dualiste 
des  mondes.  Essai  de  cosmogonie  tourbillonnaire. 
ln-8  (25-iG)  do  xn-280  pages  avec  52  figures;  1910     12  fr. 

BENOIT  (René),  Directeur  du  Bureau  international  des 
Poids  et  Mesures,  et  GUILLAUME  (  Ch.-Ed.  ),  Directeur 
adjoint  du  Bureau  International  des  Poids  et  Mesures. 

—  La  mesure  rapide  des  bases  géodésiques.  4°  édi- 
tion.  ln-8  (33-i4)  de   223  p.,  avec  25  fig.;  1908.     5  fr. 

BERGER  (K.).  Inspecteur  sui)érieur  des  Postes  d'Alle- 
magne. —  La  Télégraphie  et  la  Téléphonie  simul- 
tanées et  la  Téléphonie  multiple.   1 1  ad  notion  frait- 

çai.se  par  Le  Noiimam),  Ingénieur  des  Poste^  et  Télé- 
graphes.    ln-8    (25-iG)    de  iv-134   [>ages,   avec  m   fig.; 

wji3.  4  '•■•  ^°  ^■• 

BICHAT  (E.),  Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Nancy,    el    BLONDLOT,     Professeur    à    la    Faculté    des 

Sriences  de  Nancv.  —  Introduction  à  l'étude  de 
l'Electricité  statique  et  du  Magnétisme.  2»  édition 

entièrement  refondue,  ln-8  (23-i4)  de  viii-188  pages, 
avec  80  figures;  1907. 


5  fr. 


BIRVEN  (Henri),  Ingénieur,  Professeur  à  la  «  Gewerbe 
Akademie  »  de  Berlin.  -  Calcul  et  construction  des 
alternateurs  mono-  et  polyphasés.  Traduit  de  rall«^- 

mand  par  P.  DUKOUli,  In<;énieur  électricien.  In-S  (23-i4) 
deiV-179  pages  avec  12G  ligures,  cartonné  (  Bibliothèque 
technologique')  ;  I9ii. 


G  fr. 


BLAS  (C).  —  Traité  élémentaire  de  Chimie   analy- 
tique. 

ToMK  1  :  Jnaljse  par  la  i>oic  sèche  au  chalumeau, 
qu.ilitative,  quantitative,  de  prospection  et  compre- 
nant la  méthode  de  Bunsen.  5'  édition,  revue  et  aug- 
mentéeavec4i  figures,  ln-8;  1912.  Broché.  8  Ir.  5o  c. 
Tome  II  :  Analyse  qualitative  par  la  voie  humide 
coiiicuAnt  l'exposé  des  principes  de  l' Jnaljse  électro- 
l) tique,  b"  édition  revue  et  conigèe.  ln-8  (v^-ib) 
broché.  (-y""*  l"-^''*'-) 


3  - 


ToMR  III  :  Analyse  (/uancilative  générale,  compre- 
nant la  firavimétrie,  la  viirimotrio,  l'clectiolyse,  la 
jiazométrie,  la  docimasie,  l'aiialyso  cléniontairo  orga- 
nique, etc.  5"  édition,  revue  cl  corrij^ée.  ln-8  (aS-iB)  de 
xix-f)00  pa{j(^s,  avec  à?.'\  liguros  ;   1911. 

Broché .ioir.     |     Cartonné 21  fr. 

BLIM  (E.),  Ancioii  élève  de  l'École  Polytechnique,  Ingé- 
nieur en  clicfMcs  l'diils  et  Cliaussé(!s  en  Cocliincliine,  et 
ROLLET  DE  L'ISLE,  Ingénieur  hydrographe  de  la 
Marine.  —  Manuel  de  l'explorateur.  Procédés  de 
levers  rapides  et  de  détail.  Détermination  astrono- 
mique des  positions  géographiques .  2'  édition  revue  et 
corrigée.  In-18  (19-12)  de  viii-^SCi  pages  avec  87  figures, 
modèles  d'observations  ou  carnets  de  levers  ;  carton- 
nage simple;  1911.  5  fr. 

BLOCH  (  le  D' Ingén'-  L.  ).  —  Principes  de  la  technique 

de  l'Eclairage.  Traduit  par  G.  lîoY,  Chef  des  travaux 
de  Piiysique  à  la  Faculté  des  Sci(!nces  de  Dijon.  In-S 
(25-i6)  de  i8'(  pages  avec  4o  figures;   191 1  5  fr. 

BLONDLOT  (R.).  —  Introduction  à  l'étude  de  la  Ther- 
modynamique 2»  édition  entièrement  refondue,  ln-8 
(23-i4)  de  vi-iaf)  pages,  avec  4i  figures;  1909.         4  '^''• 

BONNEAU  (J.-A.),  Vérificateur  dos  |)oids  et  mesures.— 
Instruments  de  pesage  à  libre  suspension.  Théorie 

générale.  I11-8  (23-i'|)  àe,  (j\  page»,  avec  lô  figures; 
191 1.  3  Cr.  5o  c. 

BONNEAU  (J.-A.).  Vérificateur  des  Poils  et  Mesur-s" 
—  Instruments  de  pesage  à  systèmes  articulés" 
Théorie  générale.  —  In-8  (>3-i'i)  dd  72  pages  avec 
iQ  figures;    191 5.  1  fr.  5o  c. 

BORDEAUX!  (Jules),  ancien  élève  de  l'Kcole  Polytech- 
nique. —  Étude  raisonnée  de  l'aéroplane  et  descrip- 
tion critique  des  modèles  actuels,  avec  une  Préface 
de  Lai'rknt  Skgiin.  ln-8  (:>5-i6)  de  vin-5oo  pages  avec 
171  figures  et  photographies  et  26  planches  dont  18  en 
deux  couleurs;  1912.  i5  fr. 

BOREL  (Emile),    Maître  de  Conférences   à   l'École  Nor 

maie  supérieure.  —  Collection  de  monographies  sur 

la  Théorie  des  fonctions,  publiée  sous  la  direction  de 
E.  HoRia.  Volumes  grand  in-8  (25-i6)  se  vendant  sépa- 
rément. 

DEHNIKRS    VOLUMES    PARUS   : 

Leçons  sur  le  prolongement  anal)  tique,  par  Ludovic 
ZoRETTi;  191 1.  5  fr.  75 

Leçons  sur  les  singularités  des  fonctions  aiuil)  titjues 
professées  à  l'Université  de  Bndaj)est  ;  par  Paul  Dienes  ; 
1918.  5  fr.  5o  c. 

Leçons  sur  les  équations  intégrales  et  les  équations 
intégro-différentielles,  professées  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Rome  en  1910  par  Vito  Voltkrra  et  publiées 
papM.ToMASSETi  et  F.-S.  Zarlatti  ;  igiS  ..        3  fr.  5o  c. 

Leçons  sur  les  fonctions  de  lignes,  professées  à  la 
Sorbonne  en  191 1,  par  Vno  Volïerra,  recueillies  et 
rédigées,  par  Joseph  Pérès;  igiS.  7  Ir.   5o  c. 

BOURLET  (C),  Professeur  à  l'École  nationale  des 
Heaiix-Arts.  —  Cours  de  Mathématiques,  Paiements 
d' Analyse  et  de  Géométrie  analytique  à  l'usage  des 
élèves  archit(^ctes  et  ingénieurs.  In-8  (13-14)  de  vi-25i 
pages,  avec    101    figures;  igiS.  8  fr. 

BOYER  (Jacques).  —  La  Synthèse  des  pierres  pré- 
cieuses. Un  Volume  in-8  ^23-i4)  do  32  pages,  avec 
6  figures  et  6  planches  hors  texte;   1909.         2  fr.  5o  c. 

BROWN  (Henry-T.).  Éditeur  do  VAmerican  Jrtisan.  — 
Cinq  cent  et  sept  mouvements  mécaniques,  renfer 
niant  tous  ceux  qui  sont  les  plus  importants  dans  la 
Dynamique,  l'Hydraulique,  l'Hydrostatique,  la  Pni'u- 
mati()ue,  les  Machines  à  vapeur,  les  Moulins  et  autres 
Machines,  les  Presses,  l'Horlogerie  et  les  Machines 
diverses,  et  contenant  beaucoup  de  mouvements  inédits 
qui  sont  seulement  depuis  peu  en  usage.  Traduit  de 
ianglais  |)ar  Henri  Stevart,  Inj;énieur.  ln-8  (18-17), 
cartonné, avec  5o7  fig.,  nouveau  tirage;  i9i3.     2  fr.  5o  c. 


BRUNSWICK  (E.-J.),  Ingénieur  des  Arts  et  Manufactures, 
Ingénieur  en  Chef  do  la  Maison  Hreguet.  —  L'Électricité 
dans  les  mines.  Applications  diverses.  Extraction. 
Volume  in-S  (  (T)-!*)  )  de  viii- r)'|  pages,  avec  (iS  ligures 
'!)"»•  7  fr.  '50  c. 

BULLETIN  DE  L'INSTITUT  AÉRODYNAMIQUE  DE 
KOUTCHINO,  paraissant  depuis  1912,  en  fascicules 
in-8  {'tii-n))   avec  nombreuses  figures  et  planches. 

Chaque  fascicule  se  vend  séparément.  8  fr. 

Les  fascicules  i  à  5  sontpaiiis. 

BUREAU  DES  LONGITUDES.  -  Réception  des  signaux 
radiotélégraphiques  transmis  par  la  Tour  Eiffel  : 
1°  pour  donner  l'heure  (T.  M.  G.;  signaux  horaires; 
3°  pour  })ermettre  de  compai'or  avec  un-î  grande  pré- 
cision les  pendules  astronomiques  ou  les  chi-ononiètres 
])Iacés  en  des  points  comjiris  dans  la  zone  d'aeiion  do 
la  station  radiotélégraphique  de  la  TourF.ift'el.  2°  édi- 
tion revue  et  augmentée.  Brochure  iii-8  (23- 14)  de 
iv-90  f)ages,  avec  28  fig.  et  1  planche;    19' 3.     2  fr.  75  c. 

BUREAU  DES  LONGITUDES.  -  Conférence  interna- 
tionale de  l'Heure.  Procès-verbaux  des  séances  tenues 
à  Paiis  en  octobre  191 2,  in-'i  (28-23)  de  iv-286  pages, 
avec   21    figures;    1912.  10  fr. 

CARVALLO  (E.),  Directeur  des  éludes  à  l'École  Poly- 
technique. -  Le  Calcul  des  Probabilités  et  ses  appli- 
cations. Im-8  (25-i6)  de  ix-iôg  pages  avec  t5  figures; 
'y'2.  6fr.  5oc. 

CARONNET  (Th.),  Docieur  es  Sciences,  Professeur  au 
Collège  Cliapial.  —  Cours  de  Trigonométrie  «  l'usage 

des  candidats  aux  baccalauréats-,  à  l'Ecole  spéciale 
militaire  de  Saiiit-Cjr  et  à  V Institut  agronomique.  In-8 
(23-i4)  de  IV-217  jfagas  avec  m  fig.;   1912.     4  fr.5oc. 

•1 

CATALOGUE  INTERNATIONAL  DE  LA  LITTÉRATURE 
SCIENTIFIQUE,  publie  sous  la  direction  de  M.  le  D'  H. 
Forster  Morley.  Chaque  année  forme  17  volumes.  Prix 
des  17  volumes  ensemble.  4^0  ''"■ 

Chaque  Volume  se  vend  séparément. 

fr 

A.  Mathématiques.  '8,75 

B.  Mécanique.  i3,io 

C.  Physique.  3o     » 

D.  Chimie.  4^)9" 

E.  Astronomie.  26,25 

F.  Météorologie.  •  18,75 

G.  Minéralogie.  20,65 
H.  Géologie.  20,60 
J.  Géographie.  20, 65 
K.  Paléontologie.  i3,io 
L.  Biologie  générale.  i3,io 
M.  Botanique.  ^'6,09 
N.  Zoolojîie.  48,75 
O.  Anatomie  humaine.  18, 75 
P.  Anthropologie  physi(|ue.  18,75 
Q.  Physiologie.  ^8,75 
R.  Bactériologie.  26,25 

Dix  années  sont  en  vente  (1902  à  191 1). 

CHAPPUIS  (  J.),  Agrégé,  Docteur  es  sciences.  Professeur 
de  Pliysi(|ue  générale  à  l'Ecole  Centrale,  et  BERGET  (A.), 
Docteur  ès  sciences,  attaché  au  Laboratoire  des  Ke- 
clierclies  physiques  de  la  Sorbonne.  —  Leçons  de  Phy- 
sique générale.  Cours  projessé  à  l'Ecole  Centrale  des 
Arts  et  Manufactures  et  complété  suivant  le  programme 
du  Cfi  tifical  de  Physique  générale.  2°  édition,  entiè- 
rement refondue.  4  volumes  in-8  (25- 16),  se  vendant 
séparément  : 

Tome  I  :  Instruments  de  mesure.  Pesanteur .  Elasticité; 
S  ta  t/ que  des  liquides  et  des  gaz  ;  avec  3  06  figures; 
1907.  18  fr. 

Tome  II:  Electricité  et  Magnétisme;  avec  4oo  figures; 
1900.  i5  fr. 

'loME  III  :  Acoustique.  Optique;  avec  208  figuresj 
1909.  i4   fi". 


-  k^ 


Tome  IV  :  Ondex  électriques.  Radioactivité.  Electro- 
optitjue  publié  par  Jamks  CilAri'uis  et  Mauckl 
Lamottk,  agrégé,  Docteur  es  Sciences,  professeur 
à  rOniversiié  de  Toulouse.  Volume  de  iv-2ii'|  pa- 
(jes  avec  'j3  figures;   1911.  7  fr. 

CHATELAIN  (E  ),  Licencié  es  scicucos.  Professeur  aux 
Laboratoires   Hourhouze.  —    Soudure   autogène    et 

aluminothermie,  avec  Préface  de  W  Le  CiiATEi.iEH, 
Membre  d«  l'Inslilut.  In-i6  (19-12)  de  x-172  pa{;es, 
avec  4s  fi  jures;   1009.  3  fr.  ir>. 

CHATELET  (A.),  ancien  Élève  de  l'F.cole  Aomiale  supé- 
rieure, Giiar(;e  de    Cours   à  la   Faculté  des  Sciences    de 

Toulouse.   —   Leçons  sur  la  théorie  des  nombres. 

Modules,  Entiers  al^ébrinucs,  Réductiua  continuelle, 
frofessées  au  Collèije  de  France,  ln-3  (25-i6)  de 
x-i56  pages;  i9i3.  5  IV.  5o  c. 

CHÉNEVEAU  (G),  Docteur  es  Sciences,  Chef  des  travaux 
pratiques  à  la  Faculté  des  Sciences.  —  Les  propriétés 

optiques  des  solutions.  In-S  (aS-if^)  de  vu-2-(o  page» 

avec  34   liguies;    1918.  10  fr. 

CLAUDE  (A.),  Membre  adjoint  du  l^ureau  des  Longi- 
tudes, et  DRIENGOURT  (L  ),   In;:éni,ur  hydrographe 

en  chef  de  \.\  Marine.  —  Description  et  usage  de 
l'astrolabe  à  prisme.  In-8  (22-16)  de  xxx-392  pages 
avec  35  figures  017  planches;  1910.  Cartonné.       i5  fr. 

CHÔMÉ  (F.),  Professeur  à  l'École  militaire  de  Belgique. 
—  Cours  de  Géométrie  descriptive  à  l'École  mili- 
taire. _       . 

r*  Partie  Livre  1,  h  l'usage  des  candidats  à  l'Ecole 
mititaire  et  aux  Ecoles  spéciales  des  Universités,  b'  <  di- 
tion  entièrement  revue,  corrigée  et  augmentée,  conte- 
nant les  prescriptions  à  observer  pour  l'exécution  des 
épures.  In-/)  (.3o-23),  avec  atlas  de  l\j  planches; 
191 3.  '  10  fr. 

COMBEBIAG  (G.),  Chef  de  bataillon  du  Génie,  Docteur 
es  sciences  maihémati<|ues. —  LeS  actions  à  distance. 
ln-8  (20-i.i)  de  90  pages,  cartonne  {Collection 
S  ci  en  f  /a  )  ;  1 9 1  o .  2   f  r . 

GOMBEROUSSE  (Charles  de),  Ingénieur,  Professeur  h 
l'École  Centrale  des  \rts  et  Manufactures  et  au  Conser- 
vatoire des  Arts  et  Métiers,  ancien  Professeur  de  Ma- 
thématiques spéciales  au  collège  Chaptal.  —  Cours  de 
Mathématiques  a  l'usage  des  Candidats  à  rEcole  Poly- 
technique, à  l'Ecole  Normale  supérieure  et  à  l'Ecole 
centrale  des  Arts  et  Manufactures.  4  vol.  in-8  (23-i4), 
avec  ligures. 
Chaque  Volume  se  vend  séparément: 
Tome  1"  :  Arithmétique  et  Algèbre  élémentaire  avec 
38  figures).  10  fr. 

On  vend  à  part  : 
Arithmétique.  S*  édition,  1911.  4  fr. 

Algèbre  étéaieiitairc.  5'  édition,  191 1.  6  fr. 

ToHK  11  :  Géométrie  élémentaire,  plane  et  dans  l'es- 
puce;  Trigonométrie  rectiligneet sphérique,  avec  543  fig. 

i3  fr. 
On  vend  à  part  : 

(îcumclrte  éléinontaire  plane  et  dans  l'espace,  5'  édiiion   1911 

8  Ir. 

Tr'gonoinétrle  recliligne  et  sphcrique,  suivie  do  Tables  des 
valeurs  des  lignes  trigonumétriques  naturelles.  5°  édi- 
tion 1912.  3  fr. 

Tome  IIl  :  Algèbre  supérieure.  I"  Partie  :  Complé- 
mentt  d'Algèbre  élémentaire  {Déterminants,  fractions  con- 
tinues, etc.).  —  Combinaisons.  —  Séries.  —  Etude  des 
Fonctions.  —  Dérivées  et  Différentielles.  —  Premiers 
principes  du  Calcul  intégral.  4*  édition  (xxi-768  pages), 
avec  20  figures;  1911.  1^  fr. 

Tome  IV  :  Algèbre  supérieure.  Il'Partie  :  Elude  des  ima- 
ginaires. Théorie  générale  des  équations.  3*  édition  (xxxiv- 
83i  pages),  avec  63  figures;  1909  i5  fr. 

CONGRÈS  INTERNATIONAL  des  applications  de 
l'Electricité  (Marseille,  1908).  3  volumes  iii-H(25-i6) 
publiés  par  les  soins  de  H.  Akmaonat,  Happorlenr  gé- 
néral, se  vendant  ensemble.  '>o  fr. 


On  vend  séparément  : 

1"  Pautik  :  Rapports  préliminaires.  Volume  de  vi- 
709  pages,  avec  nombreuses  figures;    1909.  ^)l^  fr. 

11°  Pabtie  :  Rapports  préliminaires.  Volume  d.e  iv- 
734  pages,  avec  nombreuses  figures;  1909.  24  fr. 

111°  PAmiE  :  Org'tnisatioii  du  Congrès.  Procès-verbaux. 
Annexes.  Volume  de  iv-55o  pages,  avec  figures  et  plan- 
ches; 1909.  20  fr. 
Un  certain  nombre  de  Rapports  se  vendent  séparément. 

CREL1ER  (L.),  Docteur  es  sciences.  Professeur  au 
Teclitiicuni  de  lîiennc,  Privat-Docent  à  l'Université  de 
Herne.  —  Syitèmes  cinématiques.  ln-8  (2o-i3)  de 
100  jiages  avec  i3  figures  et  un  portrait  du  Colonel 
Mannheim  {Colleclion  Scientia);  cartonné,   191 1.     2  fr. 

GRÉPIN    DE   BEAU  REGARD   (P.),    Chef  de   bataillon 

d'Infanterie  coloniale,  ancien  Stagiaire  au  Service  géo- 
graphique   de     l'Année,     Lauréat    de     l'Académie    des 

Sciences.  —  Guide  scientifique  du  géographe-explo- 
rateur (  Ouvrage  ci^uronne  par  l'Académie  des  Sciences 
Prix  Hinoux  1910).  ln-8  (28-18)  de  x-2J0  pages,  avec 
102  figures,  Tables  et  planches;  1912.  10  fr. 

CURIE  (M™"  P.).  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris,  —  Traité  de  radioactivité.  2  volumes  in-8 
(25-i())  do  xii-'|>S  et  iv-5')8  pages  avec  193  figures, 
7  planches  et  un   portrait  de  P.  Curie;  1910.  3o  fr. 

CURIE  P.).  —  Œuvres  de  Pierre  Curie,  publiées  par 
les  soins  de  la  Soiieté  franc. lise  de  Physique,  avec  une 
Préface  <le  M'""  Curie.  In-8  (25-i6)  de  xxrt-621  pages, 
avec  I   8  figures  et  3  planches;  1908.  22  fr. 

DARBOUX  (G.),  Membre  de  l'Institut,  Doyen  de  la  Fa- 
culté des  Sciences.  —  Leçons  sur  la  Théorie  générale 
des  surfaces  et  les  applications  géométriques  du 
Calcul  infinitésimal.  4  vol.  in-8  (25- iG),  avec  figi»res. 

I"  Partie  :  2"  édition.  {Sous  presse.) 

II"  Partie  :  Les  congruences  et  les  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles.  —  Des  lignes  tracées  sur  les 
surfaces;  1889.  i5  fr. 

III'  Partie:  Lignes géodésiques  et  courbure géodésique. 
—  Paramètres  différentiels.  —  Déformation  des  sur- 
faces ;  189'j.  i5  fr. 

IV*  et  dernière  Partie  :  Déformation  injiniment  petite 
et  représentation  sphérique ;  1896.  i5  fr. 

DARBOUX  (G.),  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des 
Sciences,  Prolesseur  de  GéomiHrio  supérieure  à  l'Univer- 
sité de  Paris.—  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux 
et  les  coordonnées  curvilignes.  2"  édition  augmentée. 
Volume  iii-8  (2.5-i(i)    de   viii-SG;  pages,  avec  figures; 


1910. 


18  fr. 


DÉGOMBE  (L.),  Docteur  es  sciences.  —  La  Célérité  des 
ébranlements  de  l'éther.  L'énergie  radiante.  2»  édi- 
tion entièrement  refondue,  ln-8  (2o-i3),  de  102  pages, 
avec  22  figures;  cartonné  {Collection  Scienlia)  ; 
,909.  2   fr. 

DEGOURDEMANCHE  (J.-A- ).—  Traité  pratique  des 
Poids  et  Mesures  des  peuples  anciens  et  des  Arabes. 

hi-S  (25-i6)  de  vni-i'i4  pagcs  ;  1910.  5  fr. 

DE  JANS  (C),  Ingénieur  civil  des  Mines,  Docteur  en 
Sciences  physiques  et  mathématiques.  —  LeS  mulli- 
plicatrices  '  de  Clairaut.  Contribution  à  la  théorie 
d'une  famille  de  courbes  planes.  In-S  (25-if>)  de  iv-i36 
pag(!S,  avec  11  figurei;   1912.  5  Ir. 

DE  DONDER  (Th.),  Docteur  è.s-sciences  physiques  et 
mathématiques.  —  Sur  les  équations  canoniquss  de 
Hamilton-Volterra.  Volume  in-4  (28-23)  de  4'ipaRes; 

3  fr.  75  c. 
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DELAMBRE  (J.-B.-J  ).  —  Grandeur  et  flgiire  de  la 
Terre.  Ouvrage  augmenté  do  Notes,  de  Cartes,  et  pu- 
blié par  les  soins  de  G.  Higoukdan,  Membre  de  l'Insti- 
tut. ln-8  (25-i6)  de  viii-4o2  pages  avec  53  figures  et 
cartes  ;    191 2.  i5  fr. 

DEMARTRES  (G.),  Professeur  à  l'Université  de  Lille, 
Doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences.  —  Cours 
de  Géométrie  infinitésimale,  avec  une  Préface  de 
p.  Appell,  Membre  de  l'Institut,  Doyen  de  la  Faculté 
de»  Sciences  de  Paris.  In-8  (aS-iG)  de  iv-4i8  pages, 
avec  III   figures,  canonné  ;   191  ■?.  17   ''"• 

DEFOSSEZ  (L.  ),  Professeur.  —  Les  cartes  géogra- 
phiques et  leurs  projections  usuelles.  ln-i(j  (19-12) 
de  VI1-118  pages   avec    23    figures  et  2   planches;  1910. 

2  fr.  70  c. 

DIENES  (Paul),  Privat-Docem.  —  Leçons  sur  les 
singularités  des  fonctions  analytiques,  professées  à 
l'Université  de  Budapest.  ln-8(25-i())  do  viii-172  pages 
avec  19  figures;  1912.  5  Ir. 

DOLLFDS(.E.-H.).  —    Petits  modèles   d'aéroplanes. 

Historique.  Théorie  élémentaire.  Constructions  et  expé- 
riences; avec  une  Préjace  de  G.  VorsiN.  lu-8  (25-i6) 
de  121  pages,  avec  m   figures;   191 2.  3  fr. 

DOUTRE  (Ad.).—  La  stabilisation  automatique  lon- 
gitudinale des  aéroplanes.  Communication  faite  au 
V»  Congrès  international  d'aéronautique  (Turin,  i()ii  ), 
avec  une  Préface  dvx  C  Pall  Renard,  ancien  sous-direc- 
teur du  Laboratoire  aéronautique  militaire  de  Chalais- 
Meudon  et  un  Résumé  de  René  Chasséhiaid,  ancien 
élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  ln-8  (28-18)  de  28  pages 
avec  2  figures;  1912.  i  fr.  5o  c. 

DRUDE  (Paul).— Précis  d'Optique, refondu  et  complété 
par  Marcel  Roll,  Professeur  agré(jé  de  l'Université, 
avec  une  Préface  de  Paul  Lancevin.  Professeur  au 
Collège  de  France.  2  volumes  in-8  (25-i6)  se  vendant 
séparément. 

Tome  I  :  Optique  ^géométrique.  Optique  ondulatoire. 
Volume  de  x-375  pag(!S  avec  168  figures;  191 1.      12  fr. 

Tome  II  :  Optique  électromagnétiQur.  Optique  éner- 
gétique. Volume  de  iv-362  p.  avec  64  fic-j  ''Ji^-      '■'  f''- 

DRUMAUX  (Paul),  Ingénieur  civil  des  Mines,  Ingénieur 
électricien.  Ingénieur  des  Télégraphes.  —  La  théorie 
corpusculaire  de  l'électricité.  Les  électrons  et  les 
ions,  avec,  préface  do  M.  Eric  Gkuard,  Directeur  de 
l'Institut  électrotochnique  Montofiore.  In-8  (25-iG)  de 
168  pages  avec  .'>  figures;  1911.  3  fr.  73  c. 

DUHEM  (Pierre),  Correspondant  de  l'Institut  de  France. 
Professeur  de  Physioue  théorique  à  l'Université  de 
Bordeau.\.  — Traité  d'Energétique  OU  de  Thermodyna- 
mique générale.  2  volumes  iii-8  (i5-i(i)  se  vendant 
séparément. 

Tome  1  :  Conservation  de  l'Energie  mécanique  ration- 
nelle. Statique  générale.  Volume  de  iv-528  pages  avec 
5  figures;  1911.  18  fr. 

Tome  II  :  Dynamique  général.  Conductibilité  de  la 
chaleur.  Stabilité  de  l'équilibre.  Volume  de  iv-.'ïo^  p. 
avec  2  figures;  1911.  18  fr. 

DUPORCQ  (Ernest),  ancien  élève  de  l'École  Polytech- 
nique, Ingénieur  des  Télégraphes.  —  Premiers  prin- 
cipes de  Géométrie  moderne,  à  l'usage  des  élèves  de 

Mathématiques  spéciales  et  des  candidats  à  la  Licence 
et  à  l'Agrégation.  2"  édition  revue  et  augmentée  par  R. 
Bricard,  Professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers. 
ln-8  (23-i4),  de  T111-174  pages,  avec  10  figures; 
1912.  3  fr.  76  c. 

In-4'>;  R. 


ENCYCLOPÉDIE  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
PURES  ET  APPLIQUÉES,  publiée  sous  les  auspices 
des  Académies  des  Sciences  de  Gôtusgue,  de  Leipzig, 
de  Munich  et  de  Vienne.  Edition  française,  publiée 
d'après  l'édition  allemande,  sous  la  direciion  de  Jules 
MoLK,  Professeur  à  l'Université  de  Nancy,  avec  le 
concours  de  nombreux  savants  et  professeurs  français. 

L'édition  française  de  VEncvclopédie  comprendra 
7  tomes  in-8  (25-i6).  Chaque  Tome  comprend  3  ou  4 
volumes  de  4oo  à  5oo  pages.  Chacun  des  volumes  a  sa 
pagination  propre,  mais  est  publié  en  fascicules  sui- 
vant l'état  d'avancement  de  l'impression. 

Les  fascicules  (de  i3o  à  i5o  pages  environ)  pa- 
raissent autant  que  possible  de  trois  en  trois  mois. 

Le  prix  de  chaque  fascicule  sera  d'environ  5  fr. 

DERNIERS  FASCICULES    PARUS    : 

TOMEl.  —  Volume  II. 

Fascicule  3  :  Propriétés  générales  des  corps  et  des  variétés 
algébriques;  exposé,  d'après  G.  Landsberg,  par  J. 
Hadamahd  et  J.  KURSGilAK.  —  Théorie  des  formes  et 
des  invariants;  d'après  F.  W.    Meyer,  par  J  .  Dracii; 

191 1 ,  3  fr.  75  c. 

Fascicule  4  :  Théorie  des  formes  et  des  invariants  ; 
exposé,    d'après    F.-W.  Meyer,    par   J.    Drach;    1912. 

4  fr.  20  c. 

TOME  I.  —  Volume  IV. 

Fascicule  4  :  Statistique,  exposé  d'après  L.  Von  Borkie- 
wicz,  par  F.  Oltramare. —  Technique  de  l' Assurance 
sur  la  vie,  exposé,  d'après  G.  Bohlmann,  par  H.  Poterin 
DO  motel.  —  Economie  Mathématique,  exposé  par 
V.    Parèto;  1911 .  7  fr. 

TOME  II.—   VoLiME  I. 

Fascicule  1  :  Recherches  contemporaines  sur  la  théorie 
des  fonctions,  rédigé  sous  la  direction  de  E.  Borel, 
par  L.  ZoRETTi,  P  Montel  et  M.  Fréciiet.  —  Calcul  dif- 
férentiel,   exposé,     d'après    A.     Voss,    par    J.    Molk  ; 

1912.  9  fr.  80  c. 

Fascicule  2  :  Recherches  contemporaines  sur  la  théorie 
des  fonctions,  rédigé  sous  la  direction  de  M.  F.  Borel, 
exposé  par  L.  Zoretti,  P.  Momel  et  M.  Fréciiet.  — 
Calcul  différentiel,  exposé,  d'après  A. V  oss,  par  J.  Molk; 
1912.  9  fr.  80  c. 

TOME  II.  —  Volume  IV. 

Fascicile  1  ;  Propriétés  générales  des  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles.  Equations  linéaires  du 
premier  ordre,  exposé,  d'après  E.  von  VVeber,  par 
G.  Floqukt.  —  Equations  non  linéaires  du  premier 
ordre.  Equations  d'ordre  plus  grand  que  un,  exposé, 
d'après  E.  von  WEitfR,  par  E.  Goursat.  7  fr. 

TOME  IL  —  Volume  V. 

Fascicule  1  :  Equations  et  opérations  fonctionnelles,  exposé, 
par  S.  PiNCiiERLE.  —  Interpolation  trigonomélriques 
exposé,  d'après  H.  Burcrhabut,  par  E.  Esclancon.  — 
Fondions  sphériques,  exposé,  d'après  A.  Wangerin,  par 
A.  Lambert,  par  P.  Appell  et  A.  Lambert;  1912.         7  fr. 


TOME  III. 


Volume  I. 


Fascicule  1  :  Principes  de  la  Géométrie,  exposé  par 
F.  Enriques.  —  Notes  sur  la  Géométrie  non  Archimé- 
dienne,  par  A.  Schoenflies.  —  Les  Notions  de  ligne  et 
de  sur  j  ace,  exposé  d'après  II.  vON  Mangoldt,  par  L. 
Zoretti;  191  i.  7  f""- 

TOMF.  m.  —  Volume  III. 

Fascicule  1  :  Coniques,  exposé  d'après  F.  Dingeldry,  par 
E.  Fabry;  191 1.  7  ff- 

TOME  IV.  —  Volume  IL 

Fascicule  1  :  Fondements  géométriques  de  la  statique, 
exposé,  d'anrès  H.-E.  Timerding,  par  Lucien  Lévy.  — 
Géométrie    des   masses,    exposé,    d'après    G.    Jung,   par 


fi  - 


E.  Carvallo.  —  Cinématique,  exposé  d'après  A.  Schoen- 
FLiES,  par  G.  KcENi(;s  ;   1912.  9  IV.  80  c. 

TOME   IV.  —    VoLi'ME  V. 

FASCiCfLE  1  :  Notions  géométriques  fondamentales,  exposé, 

d'après   M.  Abraham,    par  P.    Langkvin.  —    Hydrodyna- 

mique  (partie    élémentaire),  exposé,  d'après   A.-E.-H. 

Love,  par  H.  Regiun;  1912.  4  f''-  20  c. 

TOME  VII.  —  Volume  F. 
Fascicile  1:  Système.de  référence  etmesuredu  ^e;rt/75,oxposé, 
d'après  E.  Andinc,  par  H.  liouRdKT.  —  Refraction  et 
extinction,  exposé,  d'après  A.  Hemporad,  par  P.  PciSEï  x. 
—  Béduction  des  observations  astionomiqiies,  exposé, 
d'après  E.  Cohen,  par  E.  Doliîlet  ot  Luc  Picart.  — 
Détermination  de  la  longitude  et  de  la  latitude, 
expo>é,  d'après  C-W.  ANiinz,  par  G.  Fayet;   1913. 

9  l'r.  80  c. 

(Demander  le  prospectus  spécial.) 

ESCARD  (Jean),  Iiijjéiiiciir  civil.  —  Les  substances 
isolantes  et  les  méthodes  d'isolement  utilisées  dans 
l'industrie  électrique.  I-n-S  (aj-ifi)  do  xx-3i'i  pa(;cs 
avec  i8i  li[jiires  ;  191 1.  10  \'r. 

EXPÉDITION  ANTARCTIQUE  FRANÇAISE  (1903-1905), 
coiniiiaiidée  parle  D' Jean  Cuaiscot.  Ilydroaraphie,  Phy- 
sique du  globe  ;  par  A.  Matha  et  J.  lli,y,  lieutenants  de 
vaisseau  (  Oiivra(jo  publié  sousies  auspices  du  Ministère 
de  la  Marine),  ln-4  (28-23)  de  vi-()20  pages,  avec 
49  figures  et   9  planches;    ii)ii.  25  l'r. 

EYSSÉRIC  (Joseph).—  Le  saute-vent  et  ses  appli- 
cations. ln-8  (28-iS)  de  21  pages,  avec  i5  ligures; 
1912.  o  fr.  75  c. 

FLAMMARION  (Camille).  —  La  planète  Mars  et  ses 

conditions  d'habitabilité.  Encyclopédie  générale  des 
observations  martiennes  faites  depuis  l'origine  {•C)'à6) 
jusqu'à  not  jours.  2  volumes  in-8  (29-19),  se  voulant 
séparément  : 

Tome  I  :  Vo'ume  de  X-G08  pages  avec  58o  dessins  téles- 
copiques  et  23  cartes;   1892. 

Broché 12  fr.     |  Cartouné i5  fr. 

Tome  11  :  Volume  de  iv-6o4  pages  avec  4^6  dessins  téles- 
copiques  et  16  cartes;   1909. 

Broché   12  fr.    (    Cartonné i5  fr. 

FLEMING  (J.-A).  —  Propagation  des  courants  élec- 
triques dans  les  conducteurs  téléphoniques  et 
télégraphiques.  Traduit  par  C.  Ravut,  Ingénieur  des 
Postes  et  Télégraphes.  In-8  (2J-16)  de  vii-34<5  pages, 
avec  81    ligures;   mjiS.  li  fr. 

FLEURENT  (Emile  Docteur  es  Sciences,  Professeur  de 
Chimie  industiielle  au  Conservatoire  national  des  Arts 
et  Métiers,  Membre  du  Conseil  supérieur  de  l'Agricul- 
ture. —  Le  Pain  de  froment.  Jilude  critique  et  re- 
cherches sur  sa  valeur  alimnitaire  selon  le  blutage  et 
les  systèmes  de  mouture.  In-i(i  (19-12)  de  224  pages, 
avec  33  figures;  191 1.  3  fr.  76  c. 

FOUET  (Edouard-A.),  Professeur  à  l'Institut  catholique 

de  Paris.  —  Leçons  élémentaires  sur  la  théorie  des 
fonctions  analytiques.  ')  voliimesin-8  (25-i())se  ven- 
dant séparément. 

TOMK  I:  Les  fonctions  en  général.  2°  édition,  refondue 
et  augmentée.  Volume  de  xvi-112  pages  avec  6  figures; 
i9f>7-  3  IV.  5o  c. 

TOMK  II:  Les  fondions  algébriques.  Les  séries  simples  et 
multiples.  Les  intégrales,  u"  édition,  refondne  et 
augmentée.  Volume  de  xi-2r)5  pages  avec  25  figures; 
1909-  9  ff. 

GALOIS  (Evariste).  —  Manuscrits  d'Evariste  Galois, 
publiés  par  J.  Tannery,  Sous-Direcleur  de  l'Ecole  Nor- 
male. In-8  (25-16)  de  69  pages;   1908.  2  fr.  75  c. 


GiNDILLOT  (Maurice),  ancien  Élève  de  l'Kcole  Poly- 
technique. —  Abrégé  sur  l'hélice  et  la  résistance 
de  l'air.  In-4  (28-23)  de  iv-188  pages,  avec  43  figures; 
'9 '2.  "  10  fr. 

GANDILLOT  (Maurice).  —  Note  sur  une  illusion  de 
relativité,   ln-4  de  iv-88  pages;   1913.  0  Ir. 

GAUTIER  (Henri),  et  CHARPY  (Georges),  anciens 
Elèves  de  l'École  Polytechnique,  Docteurs  es  Sciences. 
—  Leçons  de  Chimie,  à  l'usage  des  élèves  de  Mathé- 
matiques spéciales.  5«  édition,  revue  et  cori-igée  par 
Geouces  Chari'y,  conforme  au  programme  du  27  juillet 
igo'l-  In-8  (25-iG),  de  vi-53i  p.  avec  95  fig.;  1912. 

Broché to  fr.     |     Relié i3  fr. 

GERARD  (Eric),  Directeur  de  l'Institut  électrotechnique 
Montefiore.  —  Leçons  sur  l'Electricité,  professées  à 
l'Institut  électrotechuique  Montefiore,  annexé  à  l'Univer- 
sité de  Liège.  8"  édition  refondue  et  complétée.  2  vol. 
iu-8  (25-i6),  se  vendant  séparément  : 

Tome  I  :  Théorie  de  C  électricité  et  du  magnétismes 
rJectrométrie.  Théorie  et  construction  des  générateur, 
électriques.  Volume  de  xn-975  page?,  avec  458  ligures; 
1910.  12  fr. 

Tome  M  :  Canalisation  et  distribution  de  l'énergie  élec- 
trique. Applications  de  l'électricité  à  la  Télégraphie,  à 
la  Téléphonie,  à  la  production  et  à  la  transmission  de 
la  puissance  motrice,  à  la  Traction,  à  l'Éclairage,  à  la 
Métallurgie  et  à  la  Chimie  industrielle.  Volume  de 
V11-990  pages  avec  459  figures;  1910.  12  fr. 

GÉRARD  (Eric).  —  Mesures  électriques.  Etalons  et 

instruments.  Essais  mécaniques  et  photométriques,  ma- 
gnétiques et  électriques.  Applications  aux  lignes,  géné- 
rateurs, moteurs  et  transformateurs.  Lc(;ons  données  il 
l'Institut  électrotcclinique  Montefiore,  de  l'Université 
de  Liège.  4°  édition,  hi-8  (25-i())  de  viii-750  pages  avec 
3a'i  figures;  1912.  12  fr. 

GÉRARD  (Éric).  —  Traction  électrique.  (Kxirait  des 

Leçons  sur  V Electricité  du  même  auteur.)  2°  édition. 
In-8  (35-]6)  de  vi-  i'|S  pa{;es  avec 98 ligures;  1910     3  fr.5o 

GIRARDET  (Ph.).  —  Ingénieur  I.  E.  G.  —  Lignes 
électriques  aériennes.  Étude  et  Construction  (Bi- 
bliothèque do  l'Elève  Ingénieur),  ln-8  (25-iG)  de 
181  pages  avec  i3  figures;  1910.  5  fr. 

GIRARDET  (Ph.),  Ingénieur  I.  E.  G.,  et  DUBI  (W.), 
Iii{;enieur  Polytechnicien  de  Zurich.  —  Lignes  élec- 
triques souterraines.  Étude,  pose,  essai  elyecherches 
de  défauts  (Bibliothèque  de  l'Elève  Ingénieur). 
In-8  (25-i6)de  207  pages,    avec  48  Mgures;   1910.      5  fr. 

GORGEU  (P.).  Capitaine  d'artillerie  —  Machines- 
outils.  Outillage.  Vérificateurs.  Notions  pratiques. 
Volume  in-8  (jo-i'i)  de  iv-23:!  p^igcs,  avec  200  schémas. 
1909.  7  fr.  5o  c. 

GOURSAT  (E.).  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences.  — 
Cours  d'Analyse  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 
2»  édition  entièrement  refondue.  2  volumes  in-8  (25-iG) 
se  vendant  séparément. 

Tome  I  :  Dérivées  et  difjérentielles.  Intégrales  définies. 
Développements  en  série.  Applications  géométriques.  Vo- 
lume de  viii-6'i5  pages,  avec  45  figures;  1910.         20  fr. 

Tome  11:  Théorie  des  fonction  f  analytiques.  Equations 
différentielles.  Volume  de  iv-64''^  j)ages  avec  3()  figures; 
191  I.  20  fr. 

Tome  III  :  Intégrales  inliniment  voisines.  Equations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Équations 
intégrales.  Calcul  des  l'arialions.  Prix  pour  les  souscrip- 
teurs. 20  fr. 

Un  premier  fascicule  de  322  pages  est  paru. 

GROSSELIN  (J.).  —  Les  canalisations  isolées.  (Con- 
férence faite  à  l'I'lcole  supérieure  d'Kleclri(it('\  )  In-8 
(25-iG)  de  VI-9G  pages  avec  2G  figures  et  2  planches; 
1912.  ^  3  fr.   75  c. 


-  7 


GROSSMANN  (Jules),  Ancien  Diicctciu-  do  lÉcole  d'Hor- 
lo[;crii!  du  Loclo,  v.l  GROSSMANN  (Hermann),  Direc- 
teur   de   l'École   d'fIorl()[;ei"ie,  (l'Éleetrolech nique  et  do 

petite  Mécanique  de  Neucliatel.  —  Horlogerie  théo- 
rique. Coui  s  de  mécanique  appliquée  à  la  Cjhronométi'ie, 
suivi  d'une  Etmle  sur  les  applications  de  l'acier -nickel 
à  la  conipcnfalion,  i)ar  Cli.-Ed.  Guillaume,  Directeur- 
adjoint  du  Kureau  international  des  Poids  et  Mesures, 
avec  une  Pré/ace  de  E.  Casi'aki,  Ingénieur  hydro- 
graplie  de  la  Marine  française  et  des  portraits  de  Jules 
Grossniann,  H.  (irossniann,  Ed.  Pliilippe,  Cli.-Ed.  Guil- 
laume, E.  Caspari.  Ouvra[;e  publié  sous  les  auspices 
du  Technicum  du  Locle,  approuvé  par  le  Département 
de  l'Instruction  juiblique  de  Neuchàtel  et  par  les 
Commissions  des  Ecoles  suisses  d'iiorlogerie.  2  volumes 
iu-8  (25-i6)  cartonnés,  se  vendant  séparément. 

Tome  I.  —  Volume  de  4^^^  pajjes,  avee  i34  n{;urcs, 
i3  planches  et  .!  portraits;  1911.  lô  fr. 

Tome  II.  —  Volume  de  428  p.  avec  i52  (i;;.,  8  pi.  et 
4  portraits;   1912.  if)  fr. 

GUILBERT  (Gabriel),  Lauréat  du  Concours  interna- 
tional de  Lié;;e,  Secrétaire  de  la  Commission  météoro- 
logique du  Calvados.  —  Nouvelle  méthode  de  prévi- 
sion du  temps,  avec  une  Pré/ace  par  Hlknaui)  Bku.mies, 
Direct(Mir  d(!  l'Oliservaloire  du  Puy  de  Dôme.  hi-S 
(23-16)  de  xxxviii-344  pascs  avec  80  liyures  et  caries 
et  3  planches;  1909.  i3  IV. 

GUILLAUME  (Ch.-Ed.),  Correspoudanl  de  l'Institut  de 
France,  Uin^cteur  adjoint  du  Bureau   iuleruational  des 

Poids  et  Mesures.  —  Les  aciers  au  nickel  et  leurs 
applications  à  l'horlogerie,  ln-8  (23-i4)  de  5G  paj;es 

av<!c  12  lij;ures      n)i2.  2  l'r. 

GUILLEMIN  (Auguste;.—  Tables  des  Logarithmes  à 
4  8-12  décimales  et  nombres  correspondants  avec 
12-13  chiffres.  SYstèun^  normal  du  D'  Ari;i  stk  Gi;ille- 
Mi.v  (  Ouvrage  honoré  d'une  subvention  de  l'Association 
française  pour  l'Avancement  des  Sciences),  précède 
d'une  i"  Notice  donnaitt  la  construction  et  l'usage  des 
Tables^  suivi  d'une  2°  Notice  montrant  leur  utilité  éven- 
tuelle. In-8  (25-16)  de  xxiii- 128  pages  ;    1912.  6  fr. 

GUILLET(A  ).—  Propriétés  cinématiques  fondamen- 
tales des  vibrations.  ConlV;ienccs  luiles  011191 1  aux  can- 
didats au  certihcaldo  Physique  géftiéiale,  avec  dos  Notes 
de  M.  AuiîEitT,  Docteur  es  Sciences,  Préparateur  à  la 
P'aculté  des  Sciences  de  Paris.  In-8  (25-i6)  de  iv-4o6 
|)agi's  avec  io3  figures;   1912.  iG  fr. 

GUIMARÂES  (Rodolphe),  Capitaine  du  Génie,  Membre 
correspondant  dos  Académies  des  Sciences  de  Lisbonne, 

.  Monipollior,    Barcelone,    etc.  —  Les  Mathématiques 

en  Portugal.  Avec  Appknimce  I.  2°  édition  revins  01 
augmentée,  ln-8  (2j-i6)  de  660  pages,  avec  li{;gures. 
1910.  2i  fr' 

4   fr. 


Api'endice  II.  In-8  (:i5-i6)  de  107  pages;  1911. 


GUTHGSELL  (J),  Officier  en  ri^lraito.  —  Note  Sur  la 
résolution  du  dernier  théorème  de  Fermât.  Bro- 
chure in-8  (2)-i4)  de  12  pages;  1913.  1   fr. 

GUYOU  (E.),  Capitaine  de  l'réjjate,  Eximinaleur  d'admis- 
sion à  l'Ecole  navale.  —  Note  sur  les  approximations 
numériques.  3' éd.  Fn-S  (23-i4)  de28  i>.;r909.  o  IV. 7.')  c. 

HALSTED  (George-Bruce).    -  Géométrie  rationnelle. 

Traité  élémentaire  de  la  Science  de  l'espace  Traductioti 
française  par  Paul  Bauilvrin.  Agrégé  de  l'Université, 
Professeur  au  Lycée  Henri  IV  ;  avec  une  Préface  de 
(L-A.  Laisant.  In-8  (23-i^)  de  iv-296  pages  avec 
184  ligures;  191 1. 

Broché 6  fr.  5o  |       Cartonné   ....     7  fr.  5o 

HARET  (S.  G.),  Docteur  es  Sciences,  Professeur  à 
riïniversité  et  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées  de 
Bucarest,  Membre  de  l'Académie  Roumaine,  Ministre 
d  État.  —  Mécanique  sociale,  ln-8  (20-16)  de  256  pages 
avec  ligures  ;  1910.  5  fr. 


HELBRONNER  (Paul),  Ancien  élève  de  l'École  Poly- 
techniciue,  Lauréat  d(^  l'Institut.  —  Description  géo- 
métrique détaillée  des  Alpes  françaises.  Volume 
in-4  (33-25)  avec  figures  et  planches  se  vendant  sépa- 
rément. 

Tome  I  :  Chaîne  méridienne  de  la  Savoie.  Volume  de 
.)oS  pages  avec  planches  etiS  panoramas  (dont  i4  de 
0",33-  2'",60  et  4  de  0'",33  — 1'",30)  ;  1910.  75  fr. 

—  Collection  des  18  panoramas  pliée  au  format  (3.3-5o) 
*lans  un  emboîtage  spécial.  4^  f""- 

HELBRONNER  (Paul),  ancien  élève  de  l'École  Polytech- 
nique, Lauréat  de  l'Institut  et  delà  Socic'té  de  Géogra- 
phie de  Paris.  —  Résumé  des  opérations  exécutées 
jusqu'à  la  fin  de  1911  pour  la  description  géomé- 
trique détaillée  des  Alpes  françaises,  ln-4"  (28-23) 
de  iv-173  pages,  avec  une  planche  ;   1912.  12  fr. 

HENRIONNET  (Commandant  Gh.).  -  Petit  traité 
d'Astronomie   pratique    à  l'usage   de  l'Astronome 

amateur,  avoc  une  Préface  de;  (Camille  Flammarion. 
Biochui'e  iii-8  (2  3-i4)de  52  pages  avec  3  ligures;  191 1 . 

HENRY  (L.  ).  —  Traité  de  Géodésie  tachéométrique . 

comprenant  une  Etude  coniplénientaire  sur  les  Tacliéo- 
mètres  auto-réducteurs.  Nouvelle  édition  entièrement 
rol'ondue  par  G.  Boyelle,  Ingénieur  des  Arts  et  Métiers, 
Membre  de  la  Société  des  Ingénieurs  civils  de  I''ranco, 
et  Tu.  Dl'bosco,  ancien  Professeur  des  Sciences,  l  n-8 
(26-16)    de    4oo    pages    avec    i5o    figures;    cartonné; 

1911.  1 5  f  r . 

HERMITE.  -   Œuvres  de  Charles  Hermite,  publiées 

sous  les  auspice.s  de  l'Acadeniio  des  Scie\ices,  par  Emile 
PicAKD,  Membre  de  l'Institut.  Volumes  in-8  (25-i6)  se 
vendant  séparément. 

Tome  I.  Volume  de  xl-5oo  pages  avec  un  portrait 
d'Hcrmite;  1905.  18  Ir. 

Tome  II.  Volume  de  vi-520  pages,  avec  un  portrait; 
1908.  18  fr. 

Tome  III.  —    \olume  de    vi-524  p.  avec  un  portrait; 

1912.  18  fr. 

Tome  IV  et  dernier.  {Sous  presse.) 

HERZ  (D'^  W.),  Professeur  à  l'Université  de  Brcsiau.  — 
Les  bases  physico-chimiques  de  la  Chimie  analy- 
tique, 'l'iaduit  do  l'allomand  par  E.  I'hilippi,  Licencié 
es  sciences.  I11-8  (23-'4)  de  vi-16;  pages,  avec  i3  fi- 
gures, cartonné;   1909.  5  fr. 

ROGNON  (J.),  Ingénieur-Chimiste  diplômé,  Chef  de 
service  du  Laboratoire  des  Essais  chimiques,  mécani- 
ques et  électriques  aux    Forges   d'Audineoiirt   (Doubs). 

-^  Traité   d'analyses  chimiques  métallurgiques  à 

l'usage  des  chimistes  et  manipulateurs  du  Laboratoire 
d'Aciéries  Thomas.  In-8  (23-i4  de  ix-i55  pages  avec 
i3  ligures  ;  {D.  T.)  191 1.  5  fr. 

HOLLARD  (  Auguste  ).  —  La  Théorie  des  Ions  et 
l'Electrolyse.  2'  (idilion  entièrement  retondue.  —  In-8 
(23-i4)  d(!  vii-220  pages,  avec  17  figurc^s  ;  cartonné; 
1912.  5  fr. 

aoiiEL  (J.).  —Tables  de  Logarithmes  à  cinq  décimales 
pour  les  nombres  et  les  lignes  trigonométriques.  sui- 
vies des  Loaarithmes  d'addition  et  de  soustraction 
ou  Logarithmes  de  Gauss  et  de  diverses  Tables 
usuelles.  Nouvelle  édition,  revue  ctaugm.,  in-8  (25-i6), 
igii. 

Broché.     2  fr.      |      Cartonné.     2  fr.  75  c. 

HUMBERT  (G.),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à 
l'École  Polytechnique.  —  CourS  d'Analyse  professé  à 
l'Ecole  Polytechnique  j  2  volumes  in-8  (25-i6),  se  ven- 
dant séparément. 
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Tome  1  :  Calcul  différentiel.  Principes  du  calcul  inté- 
gral. Applications  géométriques  ;  avec  iii  ligures; 
1902.  16  fr. 

ToMB  II  :  Complément  de  la  théorie  des  intégrales 
déjinies.  Fonctions  eulériennes.  Fonctions  d'une 
variable  imaginaire.  Fonctions  elliptiques  et  appli- 
cations d'équations  différentielles  ;  avec  91  figures; 
1904.  16  fr. 

INSTITUT  DE  FRANCE.  —  Voir  au  Catalogue  général  : 

Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences.  —  Tables  gé- 
nérales des  Travaux  contenus  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences.  —  Recueil  de  Mémoires, 
Rapports  et  Documents  relatifs  à  l'observation  du 
passage  de  Vénus  sur  le  Soleil,  en  1874.  —  Mémoires 
relatifs  à  la  nouvelle  maladie  de  la  vigne.  —  Mission 
du  Cap  Horn. 

ISTRATI  (D*"  G.-I.),  Professeur  de  Chimie  organique  à 
rUiiiversité  de  Bucarest,  et  LONGINESGU  (D'  G.-G.), 
Professeur  à  l'Université  de  Bucarest.  —  Cours  élé- 
mentaire de  Chimie  et  de  Minéralogie,  avec  une 
Préface  de  Charles  Frikdel,  Membre  de  l'Institut. 
2*  édition  française  publiée  d'après  la  4°  édition  rou- 
maine par  A.  ÀuAM,  Professeur  au  Lycée  de  Charle- 
ville.  In-S  (aS-iG)  de  vi-^oa  pages,  avec  291  figures 
et  9  portraits;  1913. 

Broché.     i3  fr.     |    Cartonné.      i4  fr.  5o  c. 

JAMIN  (J.),  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des 
Sciences,  Hrofesseurde  Physique  à  l'Ecole  Polytechnique, 
et  BOUTY  (E.  ),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences, 
—  Cours  de  Physique  de  l'École  Polytechnique. 
4*  édition,  augmentée  et  entièrement  refondue  par  E. 
BouTT.  4  forts  vol.  in-8  (28-14  )  de  plus  de  4000  p., 
avec  1587  figures  et  i4  planches  sur  acier,  dont  2  en 
couleur;    iSSô-iSgi.  72  fr. 

Prix  des  3  Supplémeuts  :  i8i)6,  1899,  1906.  i5  fr. 
(Demander  le  prospectus  détaillé  et  la  Table  générale 

des  matières. ) 

JANET  (Paul),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris,  Directeur  de  l'École  supérieure  d'Électricité.  — 
Leçons  d'Ëlectrotechnique  générale  professées  à 
l'Ecole  supérieure  d'Électricité.  Trois  volumes  in-8 
(25-i6),  avec  nombreuses  figures. 

Tome  I  :  Généralités.  Courants  continus.  3'  édition, 
revue  et  augmentée.  Volume  de  vu-4i5  pages  avec 
lySfigures;  1909.  i3  fr. 

Tome  II  :  Courants  alternatijs  sinu.soldaux  et  non 
sinusoïdaux.  Alternateurs.  Transformateurs.  ^'  édition, 
revue  et  augmentée.  Vol.  de  iv-325  pages,  avec  i59  fig.  : 
1910.  II  fr. 

Tome  lil  :  Moteurs  à  courants  alternatifs.  Couplage 
et  compoundagc  des  alternateurs.  Transformateurs  po- 
Ijrmorphiques.  3°  édition,  revue  et  augmentée.  Volume 
de  IV-3G5  pages,  avec  129  figures;   1912.  ii  fr. 

JANET  (Paul).  --    Premiers  principes  d'Electricité 

industrielle.  Piles.  Accumulateurs.  Dynamos.  Trans- 
formateurs. 6'  édition  revue  et  corrigée.  In-8  (23-i4), 
avec  i63  fig.;  1910.  6  fr. 

JORDAN  (Camille),  Membre  de  l'Institut,  Professeur 
à  IKcol.i  l'i.lyt.ciii.i(iue. — Cours  d'Analyse  de  l'École 
Polytechnique.  3  volumes  in-8  (23i4),  avec  figures,  se 
vendant  séparément. 

Tome  I.  —  Calcul  différentiel  ;  3"  édition,  1909.       17  fr. 

l'oME  II.  —  Calcul  intégral  {Intcgralts  définies  et  indé- 
finies); 3*  édition,  revue  et  corrijjée;    (913.  30  fr. 

Tome  111.  —  Calcul  intégral  [Equations  différentielles); 
1896.  i5  fr. 

JOUGUET  (E.),  Ancien  Professeur  h  l'Ecole  des  Mines 
de  Saint-Etienne.  —  Lectures  de  Mécanique.  La 
Mécanique  enseignée  par  les  auteurs  originaux. 
2  volumes  in-8  (aâ-iG)  se  vendant  séparément. 


l"   Partie  :   La  naissance  de  la  Mécanique.  Volume  de 

vni-206  pages  avec  85  figures;   1908.  7  fr.  5o  c. 

11°  Partie:    L'organisation  de  la   Mécanique.  Volume  de 

viii-284  pages  avec  3i   figures;  1909.  10  fr. 

KERSTEN  (C),  Ingénieur-Architecte,  Professeur  à  l'Ecole 
royuh^  de  travaux  publics  de  Berlin.  —  La  Construc- 
tion en  béton  armé.  Traduit  d'après  la  3'  édition  al- 
lemande par  P.  PoiNsiGNON,  Ingénieur  E.  C.  L.  2  volumes 
in-8  (23-i4)  se  vendant  séparément. 

I"  Partie  :  Calcul  et  exécution  des  formes  élémentaires, 
Volume  de  194  pages  avec  119  figures;  1907.  6  fr. 

Il*  Partie  :  Application  à  la  construction  en  élévation  et 
en  sous-sol.  Volume  de  vn-280  pages  avec  497  figures; 
1908.  9  fr. 

LACROIX  (S.-F.),  Membre  de  l'Institut.  —  Éléments  de 

Géométrie,  suivis  de  potions  sur  les  courbes  usuelles. 
afi»  édition,  conforme  aux  Programmes  de  l'enseigne- 
ment scientifique  des  Lycées,  revue  et  corrigée  par 
Prouket,  Répétiteur  à  l'École  Polytechnique.  In-8 
(23-1 4),  avec  220  figures  dans  le  texte  191 2.  (L'intro- 
duction de  cet  Ouvrage  dans  les  écoles  publiques  est 
autorisée  par  décision  ministérielle.  )  4  'r- 

LALANDE.  —  Tables  de  Logarithmes  pour  les  Nombres 
et  les  Sinus  à  CINQ  DECIMALES  ;  revues  par  le  baron 
Reynaud.  Nouvelleédition,  augmentée  de  Formules  pour 
la  Résolution  des  Triangles,  par  Bailleul,  typographe. 
ln-18  (  i5-io);  1903.  {Autorisé  par  décision  du  Ministre 
de  l'Instruction  publique.  ) 

Broché.     1  fr.      |      Cartonné.     1  fr.  40  c. 

LANGEVIN  (P.)  et  de  BROGME  (M.).  -  La  Théorie 
du  Kayonnement  et  les  Quanta.  Rappoits  et  discus- 
sions de  la  réunion  tenue  à  liruxelles  du  3o  octobre  au 
3  novembre  1911,  sous  les  auspices  de  M.  E.  Solvay. 
In-8  (25-i6)  de  vi-461  p., .avec  21  figures;  1912.     i5  fr. 

LAURENT  (Hermann),  Examinateur  à  l'École  Polytech- 
nique. —  Sur  les  principes  fondamentaux  de  la 
Théorie  das  nombres  et  de  la  Géométrie.  2°  édition 

augmentée  d'une  Note  sur  les  principes  de  la  Mécanique, 
par  A.  Bliil.  ln-8  (  20- 13  )  de  70  pages,  cartonné  (6'.*.); 
1910.  2  fr. 

LEBON  (Ernest),  Agrégé  de  l'Université,  Lauréat  de 
l'Académie  française,  Correspondant  de  l'Académie 
royale  des  Sciences  de  Lisbonne  et  de  la  Société  royale 
des  Sciences  de  Liège,  Membre  honoraire, 'd«  l'Aca- 
démie de  Metz.  —  Savants  du  jour.  Biographie, 
bibliographie  analytique  des  écrits.  Volumes  in-8 
(28-18)  sur  papier  de  Hollande  avec  nu  portrait  en 
héliogravure.  Se  vendant  séparément. 

—  Henri  Poincaré.  2'  édition  entièrement  refondue 
Vol. «de  IV- 112  pages;  1912.  7  fr. 

—  Gaston  Darboux.  2=» édition.  Vol.  de  vui-96  pages; 
1913.  7  fr. 

—  Paul  Appell.  Vol.  de  vui-71  pages;   1910.  7  fr. 

—  Gabriel  Lippmann.  Vol.  de  viii-70  pages;  1911.    7  fr. 

—  Armand  Gautier.  Vol.  de  96  pages;  1912.  7  fr. 

LÉVï  (Maurice),  Membre  de  l'Institut,  Ingénieur  en  chef 
des  Ponts  et  Chaussées,  Professeur  au  Collège  de  France 
et  à  l'Ecole  Centrale  des  Arts  et  Manufactures.  —  La 
Statique  graphique  et  ses  applications  aux  construc- 
tions. 4  vol.  in-8  (25-i6),  avec  4  Atlas  de  même  format. 
{Ouvrage  honoré  d'une  souscription  du  Ministère  des 
Travaux  publics.) 

P*  Partie.  —  Principes  et  applications  de  Statique 
graphique  pure.  3*  édition.  Volume  de  xxx-SgS  p., 
avec  figures  et  un  Atlas  de  25  planches;  1907.     22  fr. 

II*  Partie.  —  Flexion  plane.  Lignes  à  influence.  Pou- 
tres droites.  3*  édition.  Volume  de  xiv-345  pages, 
avec   figures  et  un  Atlas  de  6  pi.;  191 2.  i5  fr. 
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m*  Partie.  —  Jrcs  métalliques.  Ponts  suspendus  ri- 
gides. Coupoles  et  corps  de  révolution.  2*  édition. 
Volume  de  ix-'iiS  p.,  avec  tig.  et  un  Atlas  de  8  pi.; 
1887.  «7  *•■• 

iV*  Partie.  —  Ouvrages  en  maçonnerie.  Systèmes 
réticulaires  à  lignes  surabondantes.  Index  alphabé- 
tique des  quatre  Parties.  3°  édition.  Volume  de 
ix-35o  p.  avec  fig.  et  un  Atlas  de  4  pl-;  1888.     i5  fr. 

LITRE  (Le  commandant  Emile),  ancien  élève  de  l'Kcole 
Polytechnique.  —  L'Aviation  et  le  mouvement  ter- 
restre. Théorie  aérodynamique  de  wrage;  des  effets 
g\  roscopiques  directs  ;  du  capot  âge  et  des  retours  spon- 
tanés. Brochure  in-8  (28-18)  de  vii-47  pages  avec 
1 1   lijjures  ;  191 2.  2  fr. 

LOPPÉ  (F.),  Ingénieur  des  Arts  et  Manufactures.  — 
Essais  industriels  des  machines  électriques  et  des 

groupes  électrogènes.  {Conférences  de  t  Ecole  Supé- 
rieure d' Electricité).  2«  édition,  in-8  (aô-iG)  de 
817  pages  avec  \l\7i  figures;  1911.  10  fr. 

MAILLARD    (Louis),   Professeur    à  l'IJâversilé  de  I.au- 

haiine.  —  Les  comètes  et  la  comète  de  Halley. 
Brochure  in-8   (25-io  )    de    48    pages,  avec   19  ligures; 


1910. 


2  fr. 


MANNHEIM  (le  Colonel  A.),  Professeur  à  l'Ecole  Po- 
lytechnique. —  Principes  et  Développements  de  la 
Géométrie  cinématique,  Ouvrage  contenant  de  nom- 
breuses applications  à  la  Théorie  des  surfaces,  ln-4 
(28-23),  avec  '86  tigores;   ii^'\.  aS  fr. 

MANSION  (PjuI),  Professeur  à  TUniversité  de  Gand. 
iMeinore  de,  l'Aca  leinie  royale  d?   Belgique.     —    Précis 

de   la  théorie    des   fonctions  hyperboliques,  suin 

d'une  théorie  purement  analytique  des  J'oricllons  circu- 
laires. 3'  éilitioii  revue  et  augmentée,  hi-8  (25-i6)  de 
l\\  pages,  avec  3  ligures;  igtS.  i   fr.  23  c. 

MAREC  (Eugène),  Ingénieur  diplômé  de  l'Ecole  supé- 
rieure dKleetriciié.  —  Les  enroulements  industriels 
des  machines  à  courant  continu  et  à  courant  alter- 
natif. ln-8  (23-iri)  de  ^V'    p.,  avec  212  lig.;  njiO.     9  fr. 

MASCART  (E.)i  Membre  de  l'Institut,  Professeur  au 
Collège  de  France,  Directeur  du  Bureau  Central  météo- 
rologique. —  Traité  d'Optique.  3  volumes  in-8  (26-16) 
avec  Atlas,  se  vendant  séparément. 

Tome  I  :  Systèmes  optiques.  Interférences.  Fihrationt. 
Diffraction. polarisation.  Double  réfraction. Kvec  ig^  fi- 
gures et  2  pi.;  1889.  20  fr. 

Tome  II  et  Atlas  :  Propriétés  des  cristaux.  Polarisa- 
tion rotatoire.  liéftexion  vitrée.  Réflexion  metattiqur. 
Réflexion  cristalline.  Polarisation  chromatique.  Avec 
ii3  fig.  et  Allas  contenant  2  planches  sur  cuivre  doni 
une  en  couleur  (Propriétés  des  cristaux.  Coloration 
des  cristxux  par  les  inierlerences)  ;   «891.  25  fr. 

Tome  III  :  Polarisation  par  diffraction.  Propagation 
de  la  lumière.  Photométrie.  Réfractions  astronomiques. 
Avec  83  fijrures;  i8q3.  '^o  fr. 

MASSOUTIÉ  ((ieorges).—  Le  Traité  des  nombres  poly- 
gones de  Diophantd  d'Alexandrie  {r.tpi  •noXuywvwv 
àptOiAwv).  TradiKlioii  française,  avec  une  iiilroduc- 
lion!  ln-3  {ib-iH)  avec  tigurcs  ;  1911.  1  fr.  5o  r. 

MINISTÈRE  DE  L'INSTRUCTIOlî  PUBLIQUE.  - 
Mission  du  Service  géographique  de  l'Armée  pour 
la    mesure    d'un    arc    de  méridien   équatoriai    -n 

Amérique  du  Sud  sous  le  conliôle  scientiliquc  de 
l'AcAiuMiK  bKS  SciE.NCES  (1899-1906).  Volumes  in-4 
(28-28)  se  vendant  séparément. 

A.—  HISTORIQUE. 
Tome  I  :  Historique  de  la  Mission. 

B.— GEODESIE  ET  ASTRONOMIE. 

loME    II,  Fascicule    1   :  A'otices  sur  les  stations. 
»  »  2  :   bases. 


Tome  III,  *Fascici]le  1  :  Angles  azimutaux.  Volume  de 
226  pages,  avec  9  figures  et 
17  planches;  1910.  28  fr. 
■Po-ME  lil,  "Fascicule  2  :  Compensation  des  angles,  calcul 
des  triangles.  Vol.  de  282  p. 
avec  2 1  figures,  1 1  tableaux 
hors  texte  et  2  planches  ; 
1912.  24  fr. 

»  »  3   :   Latitudes,  longitudes  et  azimuts 

géodesiques. 
Tome  111,  Fascicule  4  :    nivellement  de  précision. 

»  »  5   :  Nivellement  trigonomélrique. 

»  »  6   :  Latitudes  astronomiques  obser- 

vées aux  cercles  méridiens 
\  I'*  partie  ). 

))  »  7  :  *  Latitudes  astronomiques  obser- 

vées aux  théodolites  tï  mi- 
croscopes, i"  partie.  {S.  p.). 
2'  et  3'  pirties  :  Tableaux 
numériques  drs  observations 
et  conclusions,  par  le  Capi- 
taine Pekuier.  Vol.  de  462  p.  ; 
191  1 .  3o  fr. 

»  »  8   :   I  atitudes   astronomiques  obser- 

vées aux  astrolables  à  prisme. 
Tome  IV,  Faeciclle  1   :   Différences     de     longitudes    et 
azimuts  astronomiques. 

»  »  2  :  Pesanteur, 

»  »  3  :  Discussion  générale  des  résultats, 

conclusions. 
Tome   V,    Fascicule  1   :   Géodésie,   topographie  et  pétro- 
graphie   de     la  région  inte- 
raudine  septentrionale  de  la 
Ri-publiquQ    de    l'Equateur. 

»  »  "        2  :  Géodésie  de  la  région  interan- 

dine  centrale  de  la  tiépuhliquc 
de  l'Equateur. 

»  »  3  :  Géodésie  île  la  région  inttran- 

dine  méridionale  de  la  Ré- 
publique de  l'Equateur. 

»  »  4  :  Météorologie 

»  »  5  :   Magnétisme. 

G.  —  HISTOIRE    NVTURELLE. 

Tome  VI  :  Ethnographie  ancienne, \)iiv  MW.Xersexv  et 
Rivet  (pri»  internalioiial  Angrand  1918). 

Fascicule  1  :  Volume  de  xii-346  pages,  avec  6  cartes, 
77  ligures  et  2Ô  planches;  1912.     35  fr. 

Tome    VII  :  Antliropologie  ancienne. 

Tome  Vlll  :  Ethnographie  actuelle,  Anthropologie  ac- 
tuelle. Linguistique. 

Tome      IX  :  Zoologie. 

*Fasciclle1  :  Mammifères,  Oiseaux,  Trochilidœ,  par 
MM.  Irouessakt,  Mésegaux,  Simon.  Vol. 
de  iv-178  p.   avec    12  pi.;  191 1.     20  fr. 

*Fasciclle2  :  Reptiles,  Poissons.  Batracien  uiodoné,  par 
MM.  Despax,  Pëllegrin,  Vaillant.  \  ol. 
de  61  pages,  avec  3  figures  et  7  planches; 
1912.  .     .      10  fr. 

*Fascicule3  :  Mol  usques  terrestres  et  fluviaiiles,  par 
Louis  Germain.  —  Mollusques  murin\, 
par  Edouard  Lamy.  —  Annélidcs  poli- 
chètes,  par  Cii.  Gravikr.  —  Oligochètes, 
par  W.  Michaelsen.  Vol.  de  iv-i39  pages, 
avec    2    figures   et     10    planches;     1910. 

il\  fr. 

Fascicule  4  :    Actinies;  par  F.  Pax,  avec   17  figure*  et 

I  planche;   1912.  ^  ""• 
Tome    \    :  Entomologie.  Botanique. 

*FASLictLE  1  :  Insectes,  liyiwnoplèr.s.  Orthoptères. 
Nevroptères,  Araignées,  par  MM.  André, 
DU  BuYSso.N,  Strand,  Samtscui,  Chopahd, 
Hancock,  Sciiklkokd,  Boiulli,  Navas, 
Berland.    Volume  de  iv-120  pages,  avec 

I I  planches;  1913.  i^  >•■• 
Fascicule  2   :    Insectes. 

Fascicule    3    :    Botanique. 

Les  fascicules  qui  sont  marqués  d'un  astérisque  ont  paru. 
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MOGH  (Gaston).  —  X-Lexique.  rocabulaire  de  Farijot 
de  l'Ecole  Polylcchnir/ue.  |ji-8  (aS-iG)  de  70  pajj'es, 
1910-  I  fi'.  5o  c. 

MONTEL  (Paul),  Docteur  es  sciences,  Professeur  au 
Lycée  Huilbti.  —Leçons  sur  les  séries  de  polynômes 
à  une  variable  complexe.  In-8  (af)-!*))  de  viii-iiiHp.; 
avec  2  fijjures  ;    lyio.  3  IV.  5o. 

MORIN  (H.  de),  Infféni.ur  civil  des  conslruclions 
navales.  —  Les  appareils  d'intégration,  intégrateurs 

simples;  plunimètres,  i/itrifroniètres,  intcgraphes  et 
courbes  iiitei^rnles,  andlyseurs  harino/ii</ues  (Biblio- 
TiiÈoi;!';  CKNKRAiE  DES  SciENci-is  )  lu-S  (aS-i/j;  de  iv-208 
pages,  avec  119  figures;  191 3  5  fr. 

MORITZ  (  F),  ancien  lnf[(''nieur  âc  la  Maiiiic.  —  Les 
moteurs  thermiques  dans  leurs  rapports  avec  la 
Thermodynamique  Moiiurs  à  eu/f/ouou  et  d  combus- 
tion. Machines  tilienuitives  à  vapeur.  Turbines  à  1  npeur. 
ln-8  (2.')-i6)  (le  vi-2()7  pa{jes,  avec  ii5  (ijfures  et  1  pi.; 
19' 3.  i3  IV. 

On    vend    séparément    lu    )>lanclie    lirée    sur    papier 
fort.  ,    Cl-.  5o,  c. 

MOUREU  (Ch.  ),  Professeur  a(;régé  à  rKcole  supérieure 
de    IMiarniacie    de    l'Université    de    Paris.  —    NotiOUS 

fondamentales     de    Chimie    organique.   /(•  édition 

revue  et  mise  au  courant  des  derniers  li'avaux.  In-8 
(aSi'i)  de    vi-38o  pages;   iyi3.  9  fr. 

NIELSEN  (Niels),  Professeur  d'analyse  supérieure.  — 
Théorie  des  fonctions  métasphériques.  Cours  pro- 
fessé a  riiiiiversilé  de  Copenhaj^iue.  In-/)  (aS-aS)  de 
VII-212  pag(;s  ;  191 1  .  12  fr. 

NIEWENGLOWSKI  (B.),  Ancien  Professeur  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  Lycée  Louis  le  Grand,  Ancien 
Membre  du  Conseil  supérieur  de  l'Instruction  publique. 
Inspecteur  général  de  l'inslruclion  publique.  —   Cours 

de  Géométrie  analytique,  a  l'usage  des  élèves  de  la 
classe  de  iMathématltiues  spéciales,  des  cauilidats  aux 
Ecoles  du  Gouvernement  et  des  candidats  à  l'agrégation 
des  sciences  mathématiques.  3  volumes  in-8  (25-iG), 
avec  nombreuses  figures,  se  vendant  séparément. 

Tome  I  :  Sections  coniques,  a'  édition;   191 1.  10  fr. 

l'oME  II  :  Constructions  des  courbes  planes.  Compléments 
relatifs  aux  coniques;  Courbes  définies  par  des  équa- 
tions différentielles.  2"  édition;    191a.  9  fr. 

Tome  III  :  Géométrie  dans  l'espace,  avec  une  Note  de 
E.  RoHEL,  Sur  les  Transformations  en  Géométrie; 
189G.  ,^,  ir. 

NODON  (A.),  Docteur  èa  sciences,  Ingénieur-Chimiste 
E.  S.  K.,  e.\-adj()int  à  l'Obserwiloire  d'Astronomie 
physique  de  Paris,  Officier  de  l'Instruction  publique.— 
L'action  électrique  du  Soleil,  Son  râle  dans  les  phé- 
nomènes cosmiques  et  terrestjes.  In-i6  (19-12)  d(! 
xv-2(iop.,  avec  18  (ig.  et  \    pi.;   1910.  3  fr.   a5. 

OBSERVATOIRE  DE  LA  SOCIÉTÉ  ASTRONOMIQUE 
DE  FRANCE.  -  Observations  et  Travaux  publies 
par  la  t^ommission  de  Direction  :  le  Comte  A.  de  la 
liALME-Pi.i  vi.vEL,  président;  H.  Foih.nieh,  Administrateur 
de  l'Observatoire;  Ballot,  H.  Hekhot,  <;h.-EJ.  Guil- 
laume, A.  Jarson,  J.  Mascart  et  Km.  I Olciiet,  membres. 
In-8  (25-i(J). 

Von  ME  I  ;  1911-1913.  Vol.  de  44  pages,  avec  49  figures; 
•912.  2  fr. 

OCAGNE  (Maurice  d').  Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et 
Chaussées,  Piolesseur  à  l'École  des  Ponts  et  Cliaussées. 

—  Leçons  sur  la  Topométrie   et  la   Cubature  des 

Terrasses.  Nouveau  tirage,  comprenant  des  notions 
sommaires  de  Nomographie  des  notions  élémentairi^s 
sur  la  probabilité  des  erreurs  et  une  Instruction  sur 
l'usage  de  la  règle.  In-8  (25-if))  de  vni-aîô  pages, 
avec  il^o  figures;  1910.  8  fr.  5o. 


OCAGNE  (Maurice  d').  Ingénieur  en  chef  des  Ponts  ot 
Chaussées.—  Notions  élémentaires  sur  la  probabi- 
lité des  erreurs,  ln-8  (20-16)  de  3a  pajes,  avec 
2    Hgures.  19 10.  "2  fr. 

OCAGNE  (Maurice  d').  -  Instruction  sur  l'usage  de 
la  régie  à  Calcul.  Hrochure  in-8  (  25- [6)  de  8  pages- 
M)io-  ofr.'sô 

OLIVIER  (L.-E),  ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique 
du  Cours  d'Analyse  de  Ch.  Hermite.  —  Solution  du 
Problème  de  Fermât.  Brochure  in-8  (  a3  14  )  de  4  p.  ; 

i9'3.  o  fr.   75  c' 

OSTWALD  (Prof.  D^  W.).  -  Éléments  de  Chimie  inor- 
ganique. Traduit  de  l'allernand  par  L.  Lazaiu).  2»  édi- 
liorr  fraireaise  d'après  la  3°  édition  allemande.  3  volumes 
in-8  (a.')-i())  se  vendant  séparément. 

V"  Partie  :  Métalloïdes.  Volume  di;  xi-Go.3  pages,  avec 
ira  ligures;  1913.  .j,,  jv. 

Il"  Partie  :  Métau.r.    Volume    de  pages,  avec 

fi!;"''es.  {Sous  presse.) 

PADOA  (  Alessandro)  —  La  logique  déductive  dans  sa 
dernière  phase  de  développement;  avec  una  Préface 

de    Gnsi:iM'E    I'easo.    ln-8  (  2.j-r(i  )    de  106  pages  ;   1912. 

3  fr.  26  c. 

PARIS  (Vice -Amiral),  Membre  de  l'Institut  et  du  Bu- 
reau des  Longitudes,  Coiiser-vateur  du  .Vlusée  de 
Marine.  —  Souvenirs  de  Marine.  —  Collections  de 
plans  ou  dessins  de  navires  et  bateaux  anciens  ou 
modernes,  existants  ou  disparus,  arec  les  eL  ments 

minier  ques  nécessaires  a   leur  construction.   Publication 
continuée  par  les  soins  de  I'Académie  des  Sciences.    Six 
beaux   albums  reliés,    de    60   planches   in-plano,   1910 
(2»  tirage),   1886,  1889,  1892,   1908. 
Chaque  partie  se  vend  séparément.  ib  fr. 

PELLAT  (H.),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
l'Université  de  Paris.  —  Cours  d'Electricité.  (Cours 
de  la  Faculté  des  Sciences  )  3  volumes  iri-8  (25-i6) 
se  vendant  séparément. 

Tome  I  :  Électrostatique.  Lois  d'Ohm.  Thermo-élec- 
tricité. Volume  de  vi-329  pages  avec  i45  figures: 
1901-  10  fr. 

Tome  II  :  fi.lectrodynamique.  Mas;nétisme.  Induction. 
Mesures  électro-magnétiqueit ,  Volume  de  iv-554  pages 
avec  221  figures;  1903.  18  fr. 

Tome  III  :  Electrolyse.  Klectrocapillarité.  Ions  gazeux. 
Volume  de  vi-290  pages,  avec  77  ligures;  1908.      10  fr. 

PERFETTO   (Francesco).—   Multiplicator    Perfettus 

{Multiplicateur  parjait).  Vol.  in-4  (  a9-!3  )  cart.,  avec 
bi'ochiire  explicative;  1910.  25  fr. 

(labiés  pour  rendre  raj)ides  et  faciles  les  multi|)lica- 
lions,  divisions,  élévations  au  carré  et  extractions  de 
racines  carrées). 

PETERS  (D'  J.),  Observateur  à  llustilut  royal  de  Cal- 
culs astronomUpu's.  —  Nouvelles  Tables  de  Calcul 
pour  la  multiplication  et  la  division  de  tous  les 
nombres  de  1  à  4  chiffres.  In-folio  (37-20)  de  vi-ôoo 
pages;   1909.  ,9    fr. 

PETOT  (Albert),  Professeur  de  Mécanique  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  l'Université  de  Lille.  —  Etude  dyna- 
mique des  voitures  automobiles.  Volmues  iii-4 (27-32) 
autoj;iapliies. 

ToMK  I  :  Production  du  mouvement  de  la  locomotion. 
Hôte  du  différentiel.  Mode  d'action  des  ressorts  et  des 
bandages  pneumatiques.  Volume  de  iv-207  pages  avec 
ligures;    1906.  12  fr. 

l'OME  II  :  Le  moteur  à  explosions.  Vol.  de  r88  p. 
avec  49  figures;  191a.  11   fr. 

PICARD  (Emile),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  la 
Faculté  des  Sciences.  —  Traité  d'Analyse  (Cours  de  la 
Facu'té  des  Sciences.)  2'  édition,  revue  et  augmentée. 
4  vol.  in-8  (  25-i6). 
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Tome  I  :  Intégrales  simple»  et  multiples.  —  L'équation 
de  Laplace  et  ses  applications  —  DëveJopnemtnts en  séries. 
—  Applications  géométriques  du  Calcul  inJinilésimaL 
Avec  23  figures;  1901.  16  fr. 

TouK  II  :  Fonctions  harmoniques  et  fonctions  analy- 
tiques. —  Introduction  à  la  théorie  des  équations  dif- 
férentielles. Intégrales  abéliennes  et  surfaces  de  Riemann; 
avec  58  fig.;  tgoS.    *  18  fr 

Tome  III  :  Des  singularités  des  intégrales  des  équations 
différentielles.  Étude  du  cas  oit  la  variable  reste  réelle  et 
des  courbes  définies  par  des  équations  différentielles. 
Equations  linéaires;  analogies  entre  les  équations  algé- 
briques et  les  équations  linéaires.  Avec  25  ri{;iirc>s  ; 
1909.  _  18  fr. 

ToMK  IV  :  Equations  aux  dérivées  partielles.    (En  prép.) 

POINCÂRÉ  (H.),  Membre  de  l'Institut.  —  Leçons  de 
Mécanique  céleste.  3  volumes  in  8  (25-16). 

Tome  I  :  Théorie  générale  des  perturbations  plané- 
taires. Volume  de  vi-367  p.  avec  3  fig.  ;  1905.      12  fr. 

Tome  II.  —  CI"  Partie)  :  Développement  de  la  Jonction 
perturbatrice.  Volume  de  iv-ifi7  p.;   1907.  6  fr. 

—  (Il"  Partie)  :  Théorie  de  ta  Lune.  Volume  de  iv- 
i37  pages;  1909.  5  fr. 

Tome  III  :  Théorie  des  Marées.  Rédige  par  R.  Fichot, 
Ingénieur  hydrographe  de  la  Marine.  Volume  de 
iv-'i72  p.    aveo.  (36   lig.   et  3   pi.;    igio.  16  fr. 

POINCÂRÉ  (H.),—  Calcul  des  Probabilités.  Rédaction 
de  A.  QtJiocET,  Ancien  Elève  de  l'Ecole  Normale  supé- 
rieure. Deuxième  édition  revue  et  augmentée  par  l'Au- 
teur. In-8  (25-i6)  deiv-335  p.  avec  19  fig.;  1912.     12  fr. 

PONTHIÈRE  (H.),  Professeur  de  métallurgie  et  d'élec- 
tricité industrielle,  Directeur  de  l'Institut  électro- 
mécanique il  l'Université  do  Louvain.  —  Traité  d'Elec- 
trométallurgie.  Tliéorie  de  l'électrolyse.  Galvanoplastie. 
Tubes,  tôles,  fils  gaU'anopUistiqucs.  Affinage,  traitement 
des  minerais.  Fusion,  soudure,  triage,  l^'  édition,  ln-8 
(25-i6j  de  VI-38G  pages,  avec  i07fi[;ure8;  1910.       i5fr. 

POTIER  (A.),  Membre  de  l'Institut.—  Mémoires  Sur 
l'Électricité  et  l'Optique,  publiés  t-t  annotes  par  A. 
Hlondel,  avec  une  Préface  de  Henri  Poincark,  Membre 
de  l'Académie  française  et  de  l'Académie  des  Sciences. 
ln-8  (25-i6)  de  xv-33o  pages,  avec  74  figures  et  un 
portrait  de  A.  Potier;  1912.  i3  fr. 

PROUST  (Georges),  Ingénieur  Civil.  —  Rercherche 
pratique  et  exploitation  des  mines  d'or,  ln-16  (19- 
12)  de  iv-112  pages  avec  \!\  figures  ;  1911.        2  fr.  76  c. 

RABOZÉE  (H.),  Capitaine  commandait  du  Génie.  — 
Cours  de  résistance  des  Matériaux  donné  à  l'Ecole 

d'application  de  l'Artillerie  et  du  Génie  de  Belgique. 
2"  édition  du  mèmeCouis  publié  en  1895  ))arE.LKMAN, 
Major  du  Génie,  Examinaieur  permanent  à  l'Ecole  mili- 
taire. ln-8  (25-i6)  de  xxxu-993  pages  avec  2/40  figures  ; 
1910.  3o  fr. 

RAMSAY  (William)  D.  Se  —  La  Chimie  moderne.  Ou- 
vrage traduit  de  l'anglais  par  H.  de  Miffonis.  2  volumes 
tn-iG  (19-12)  se  vendant  séparément. 
1"  Partik  :  Chimie  théorique.  Volume  de  iv-162  pages 

avec  9  figures;   1909.  2  fr.  70  c. 

Il*  Partie  :  Chimie  descriptive.  Volume  de  iv-275  pages: 

igi  I.  [1  {r.  5o  c. 

RENARD  (I.e  L'-Colonol  Paul).  —  L'Œuvre  de  M.  Léon 
Teisserenc  de  Bort.  In-8  (28-i8ulc  i4  p  ,  avec  3  fig.; 
1913 .  1    fr.  75  c. 

RÉPERTOIRE  BIBLIOGRAPHIQUE  DES  SCIENCES 
MATHEMATIQUES,  publié  par  la  Commission  perma- 
nente du  Répertoire. Va.TA\i  successivement  par  séries  de 
100  fiches  format  in-32  (14-9),  renfermées  daiis  un  étui 
en  papier  fort.  Prix  de  chaque  série.  1  fr. 

Les    vingt     premières    séries  (fiches  i    à   2000,   iSg^- 
191 2  )  sont  mises  en  vente. 


RIESZ  (Frédéric),  Professeur  de  l'Université  royale 
hongroise  de  Koluzsvar.  Les  systèmes  d'équations 
linéaires  d'une  infinité  d'inconnues,  ln-8  (25  16) 
(le  V1-1S2  pages;  191 3.  {Sous  presse) . 

RIQUIER  (Charles),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  (iaon,  Lauréat  de  l'Institut.  —  Les  Systèmes  d'équa- 
tions  aux  dérivées  partielles.  In  8  (25-16)  de  xxui- 
590  pages  avec   figures;    1910.  20  fr. 

ROUCHÉ  (Eugène),  et  COMBERODSSE  (Charles  de), 
—  Traité  de  Géométrie,  8"  éd.,  Fort  in-8  (23-14  )  de 
LX-1212  pages,  avec  703  figures  et  1175  questions  pro- 
posées et  problèmes;    1912.  17  fr. 

l"  Partir.  —  Géométrie  plane 7  fr.  Soc. 

11°  Partie.  —  Géométrie  de  l'espace  ;  Cour- 

bes  et    Surfaces  usuelles.  9  fr.  5o    , 

ROUCHÉ  (Eugène)  et  COMBEROUSSE  (Charles de). - 
Eléments  de  Géométrie,  7*  édit.  conforme  au  pro- 
gramme du  3i  mai  1902,  revue  et  complétée  par 
El'(;Ène  Rolché,  Membre  de  l'Institut,  Professeur  au 
Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  ln-8  (23-i4)  de 
XL-65i  pages,  avec  485  figures  et  543  questions  propo- 
sées et  exercices  ;  '904.  6  fr. 

ROY  (Louis),  Docteur  es  Sciences  mathématiques.  — 
Sur  la  propagation  des  ondes  dans  les  membranes 
flexibles,  ln-4  (28-23)  de  loi   pages;  1911.  5  fr. 

ROZÉ  (P.),  Licenciées  sciences.  —  Théorie  et  usage  de 
la  règle  à  calculs.  Règle  des  Ecoles.  Règle  Mann- 
lieiin.  In-S  (23-i4)  de  iv-118  pages  avec  86  figures 
et  I  planche;  1907.  3  fr.  5o  c. 

RUSSELL  (Alexandre),  M.  A.,  M.  I.  E.  E.,  Maître  de 
Conférences  adjoint  au  Collège  de  Gonville  et  Cai'us 
à  Cambridge.  —  La  Théorie  des  courants  alter- 
natifs. Traduit  de  l'anglais  par  G.  Séligmann-Lui, 
Ancien  Elève  de  l'Ecole  Polytechnique,  Inspecteur 
général  des  Télégraphes.  2  volumes  in-8  (25-i6). 
Tome  I.    Volume   de    iv-46o  pages  avec    137  figures; 

1909.  i5  fr. 
Tome  II.    Volume  de  it-55i  pages  avec   210  figures; 

1910.  18  fr. 

SAINT-PAUL  (Hervé  de).  —  Tables  des  lignes  trigo- 
nométriques  naturelles  des  angles  et  des  arcs 
variant  de  minute  en  minute  depuis  0"  jusqu'à  90°. 

ln-8  (23-i4)  de  32  pages;  1910.  i   Ir.  5o  c. 

SALOMON  (C  ).  —  Essais  de  magie  arithmétique  poly- 
gonale. L'étoile  magique  à  8  branches  (24  points) 
et  les  étoiles  hypermagiques  impaires  (  3  n  points)- 
Rrochure   in-8    (25  16)    de    il\    pages,  avec   24   ligures. 

1912.  I  fr.  5o  c; 

SALOMON  (C).  -  Nouveaux  essais  de  magie  arithmé- 
tique polygonale.  Étoiles  magiques  à  10  et  12 
branches  i30,  36,  48  points)  et  hexagones  et  octo- 
gones  magiques.   Brochure  in-8  (25-i6)  de  28  pages; 

1913.  1    '■'■• 

SARRETTE  (Henri),  ancien  Elève  de  l'Ecole  Polytech- 
nique, Inspecteur  de  la  comptabilité  générale  des  Che- 
mins de  fer  de  l'Ouest.  —  Précis  arithmétique  des 
calculs  d'emprunts  à  long  terme  et  de  valeurs  mo- 
bilières. ln-8  (25-16)  de  287  page^  1908.  10  fr. 

SATTLER  (G.),  Ingénieur.  —  Traction  électrique. 
Construction  et  projets.  Ouvrage  traduit  de  l'allemand 
par  Pn-.RRE  Girot,  Ingénieur  des  Arts  et  Manutactures. 
ln-8  (2j-i4)de  vi-195  pages,  avec  ii3  figures  et  2  plan- 
ches ;  1908  {B.  G.  d.  S.)  5  fr. 

SAVOIA,  Assistant  de  Métallurgie  à  l'Institut  royal  tech- 
nique de  Milan.  —  La  Métallographie  appliquée 
aux  produits  sidérurgigues.  Traduit  de  l'italien. 
ln-16  (19-12)  de  V1-21  S  p.,  avec  94  fig.;  1910.     3  fr.  23  c. 
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SCHOTT  (E.),  Professeurà  l'Ecole  Estieune,  et  MORIN  (E.), 
Typofîi-aphc,  Auteur  du  «  Dictionnaire  typographique  ». 

—  Les  Presses  à  platine  et  leur  emploi.  In-8(  23-i4) 
de  vi-54  pages,  avec  4  figures;  1910.  2  fr.  260. 

SCHRON  (L.).  —  Tables  de  Logarithmes  à  sept  déci- 
males pour  les  nombres  depuis  1  jusqu'à  108000,  et 
pourlesfonctionitrigonométriquesde  10  en  10  secondes; 
et  Table  d'Interpolation  pour  le  calcul  des  parties 
proportionnelles;  précédées  d'une  Introduction  par 
J.  tfottc/.  ln-8  (ag-ig)  ;  1910. 

Broché 10  fr.    |    Cartonné...     iifr.75. 

On  vend  séparément  :  Broché       Cartonné 

Tables  de  Logarithmes 8  fr        9  fr.  76  c. 

Table  d'interpolation a  3         25 

SCHWOERER  (Emile).  -  Les  Phénomènes  thermiques 
de  l'atmosphère,  ln-8  (29-20)  de  48  p.;  191 1.      2  fr. 

SCHWOERER  (Emile).  —  Thermodynamique  appliquée. 

—  Le   Principe  de  l'équivalence,   ln-8   (28-18)   de 
vin -48  pajjcs  ;   1912.  o  (',.. 

SCHWŒRER  (Emile).  -  Sur  la  constance  de  la  radia- 
tion solaire,  lirochure  in-8  (25-i6)  de  8  pages; 
'9"-  0  fr.   75  e.' 

SECO  de  la  GARZA  (Ricardo),  Ingénieur  militaire.— 
Les  Nomogrammes  de  l'Ingénieur.  Traduit  de  l'es- 
pagnol. Avec  une  Pré/ace  de  Mairice  d'Ocagne.  In-8 
(22-j7)de  xn-196  pages  avec  63  figures,  121  nomo- 
grammes et  un    transparent   en    celluUoïd  ;  cartonné  ; 


1912. 


12  fr. 


SÉE  (Alexandre  ).  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
—  Les  lois  expérimentales  de  l'Aviation.  2"  tirai^o. 
ln-8  (  20-16)  de  iv-348  p.,  avec  149  fig.;  1912.     7  fr.  5o. 

SEE  (Alexandre),  Ingénienr-Architecte,  ancien  élève  de 
TÉcole  Polytechnique.  —  En  quoi  consiste  la  sta- 
bilité. Rrfchure  in-18  (iS-i2)de  3f3  pag^s.  avec  6  lig.  ; 
>!)'•'•  I   fr.  5o  r. 

SËGUIER  (J.Ade),  Docteur  es  Sciences.—  Théorie 
des  groupes  finis.  2  volumes  in-8  (25-16). 

—  Klcmenls  de  la  théorie  des  groupes  abstraits.  Volume 
de  IV- 176  pages  ;   190'}.  5  fr. 

—  F.Icments  de  la  théorie  des  groupes  de  substitutions. 
Volume  de  x-228  pages  ;  191 2.  jo  fr. 

SER  (J.).  —  Essai  de  Linéométrie  I11-8  (23-i4)  de 
iv-80  pag.-s;  1913.  2  Ir.   7)  c. 

SERRET  (J.-A.).  —  Cours  d'Algèbre  supérieure- 
6'  édition.  2  volumes  in-8(23-i4);  i.,io.  25  fr. 

SERRET  (J.-A).  —  Cours  de  calcul  dififérentiel  et 

intégral.  6°  édition  augmemé  •  d'une /Vo/e  sur  la  théo- 
rie des  fonctions  elliptiques,  par  Cn.  Hkrmite.  2  volumes 
in-8  (25-i6)  de  xni-517  et  xiii-904  pages,  avec  figures; 
If)"-  25  fr. 

SOCIÉTÉ  INTERNATIONALE  DES  ELECTRICIENS. - 
Travaux     du    Laboratoire     central    d'Électricité. 

Volume  In-S  (28-18)  se  ven  lant  séi)arément. 

Tome  I  :  (iSSi-igoS).  Volume  de  iv-5i4  pages  avec 
2i3  figures;  1910.  i5  (r. 

Tome  II:  (190^-1911).  \olume  de  vii-486  pages 
avec  96  figures  dans  le  texte,  59  figures  hors  texte, 
3  planches  et  une  Préface  de  K.  Houty  ;   191 2.        i5  fr 

■l'<»>'K  in.  {Sous  presse.) 

SOCIÉTÉ  FRANÇAISE  DE  PHYSIQUE.  -  Recueil  de 
Constantes  physiques,  publié  par  Hkmii  Aihiamam, 
Piol'esseur  à  la  Sorhoniie,  Secrétaire  gcnéral  de  là 
Société  française  de  l'hysique,  et  Paul  SA(;KRi.orK,  Dot- 
leur  es  Sciences,  Professeur  au  Collège  Chaptal. 
avec  la  collaboration  d'un  grand  nombre  d<-  sa\auts. 
1  n-4  (28-a3)  do  xvii-754  pages,  avec  figures  cl  5  |)lanche,s  • 
relie.  5o  ,y_ 


SOCIÉTÉ  FRANÇAISE  DE  -PHYSIQUE.  -  Les  idées 
modernes  sur  la  constitution  de  la  matière.  Confé- 
rences fanes  en  1912  par  /c.  lianer,  A.  lUane.  E.  liloch, 
M'"»  P.  Curie^  A  Debierne,  L.  Dunoyer,  />  Langeviù 
J.  Perrin,  H.  Poincaré.  P.  If  eisù  ln-8  (25-i6j,  dé 
iv-372  pages,  avec  5i  figures;  1913.  12  fr. 

STOFFAËS  (l'Abbé  E.),  Professeur*  la  Facnllé  catho- 
tique  des   Sciences,  Directeur    de    l'Inslilut  catholique 

d  Arts  et  Métiers  de  Lille.  —  Cours  de  mathématiques 

supérieures  .i  l'usage  des  candidats  à  la  licence  es 
sciences  physiques.  3*  édition  entièrement  refondue, 
2  volumes  iii-8  (  28-14 )  *e  vendant  séparément. 

ToMR  I  :  Compléments  d' Algèbre  élémentaire.  Dérivées. 
Equations.  Uéomélrie  analytique.  Différentielles  cl 
intégrales.  Volume  de  x-SgS  pages  avec  ii4  figures; 
'91'-  10  fr. 

Tome  II:  Courbes  et  surfaces.  Équations  différen- 
tielles. Volume  de  iv-362  p.  avec  175  rig.;  1910.       10  fr. 

STDRM,  Membre  de  l'Institut.  —  Cours  d'Analyse  de 
l'Ecole  Polytechnique,  revu  et  corrigé  par  E.  Prouhet, 
Répétiteur  d'Analyse  à  l'Ecole  Polvtechnique,  et  aug- 
menté de  la  Théorie  élémentaire  des  fonctions 
elliptiques,  par  //.  Laurent,  Képéiiteur  à  l'École  Poly- 
technique. i4'  édition,  mise  au  courant  des  nouveaux 
programmes  de  la  Licence,  par  A.  de  Saint-Germain, 
Protésseiir  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen.2  volumes 
in-8,  avec  ligures  dans  le  texte  ;  1909. 

Broché...      i5  fr.   |    Cartonné...      16  fr.  5o  c. 

STUYVAERT  (M.),  Docteur  spécial  en  Mathématiques. 
Chargé  de  Cour*  de  Méthodologie  malhéniatique  à 
l'Université  de  Gand.  —  Les  nombres  positifs.  ItJanuel 
d'Arithmétique  élémentaire.  2"  édition,  revue  et  aiig- 
meniée  d'un  Recueil  d'exercices,  ln-8  (23-i5)  de  xiv- 
ni  pages;    1912.  5  (>.  5,, 

TABLES  ANNUELLES  INTERNATIONALES  de  con- 
stantes et  données  numériques  de  Chimie,  de  Phy- 
sique et  de  Technologie,  publiées  sous  le  patronage 
de  V .Association  internationale  des  Académies  par  le 
Comité  intisRm.vtional  nommé  par  le  Vil»  Congrès  de 
Chimie  appliquée  (Londres,  2  juin  1909),  avec  la  col- 
laboration de  nombreux  savanis.  [Commission  perma- 
nente du  Comité  international  :  Professeurs:  M.  Bodens- 
lein,  G.  Bruni,  Ernest  Cohen  D"  Ch.  Marie,  N.-T.-M. 
VS'ilsmore.  Secrétaire  général  :  Ch.  Mario,  Docteur  es 
Sciences].   lii-4   (28-23). 

Volume  I  :   Année  1910.  Volume  de   XL-728  p.  1912. 

Prix  net  :    Broché   ..      27  fr.       |       Cartonné...     3o  fr. 

Volume  II  :  Année  191 1.  Volume  de  xl-76o,ij>.;  1918. 

Prix  net  :  Broché,....     Sa  fr.    |    Cartonné...     36  fr. 

Port  à  payer  on  plus. 

TANNERY  (J.),  Sous-Directeur  de  l'École  Normale.  — 
Correspondance  entre   Lejeune  Dirichlet  et  Liou- 

ville.   ln-8  (25-i6)  de  iv-42  pages;    1910  2  fr. 

TANNERY  ^ Jules),  Sous-Directeur  des  Études  scienti- 
fiques à  l'Ecole  Normale  supérieure,  et  MOLK(Jnles). 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy.  —  Elé- 
ments de  la  théorie  des  Fonctions  elliptiques.  4  vo- 
lumes in-8  (25-i6)  se  veodant  séparément.  (Ouvhac.i 
complet.) 

loME  I .  —  Introduction Calcul  différentiel  (1"  Par- 
tie); 1893.  7  fr.  5o  c. 
Tome  II.  —  Calcul di^érentiel{l\'Partie);  1896.  9  fr. 
Tome  ll\.  — Calcul  intégral{  \"  Partie);  1898.  8  fr.  5o 
Tome  IV.  —  Calcul  intégral  (II*  Partie)  et  Applica- 
tions; 1902.  o  tr. 

TANNERY  (Paul).  —  Mémoires  scientifiques,  publiés 
j)ar  le  Professeur  D'  J.-L.  Ueibkik;  et  par  le  Professeur 
D'  G. -H.  Zei.THKn,  Membres  de  la  Socié:é  royale  des 
Sciences  de  Copenhague.  Volume  in-8  (24-19)  se  ven- 
dant séparément. 

ToMi;  I  :  Sciences  crnctci  dans  V antiquité  {  1876-188^). 
Volume  de  xix-46()  pages  avec  17  figures  et  un  portrait 
en  héliogravure;  1912.  i5  fr. 
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Tome  II  ;  Sciences  exactes  dans  l'antiquité  {\è%'i-\?>>.)^). 
V^olume  (le  xii-555  pages;  1912.  i5  Ir. 

THOMAS  (V.),  l'rofesseiir  adjoint  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Clermont-Ferrand,  et  GAUTHIER  (D.), 
Chef  des  l'ravaiix  de  Chimie  de  la  Faculté  des  Sciences 
d.c  Clermont-Ferrand.  —  Notions  f indamentales 
d  analyse  qualitative.  In-8  (  iS-i/j)  de  vui-;)32  pages 
avec  91  (igiircs  et  i   pi  ,  191 2.  10  fr. 

THOMSON  (J.-J.),  D.  Se.  LLD.  PHD.  FRS.  Professeur  de 
Physique  expérimentale  à  l'Université,  de  Cambridge, 
Prolessciir  de  Philosophie  naturelle  à  la  Royal  Insti- 
tution de  Londres.  —  Passage  de  l'Électricité  à  tra- 
vers les  gaz.  Traduit  d'après  la  2"  édition  anglaise 
par  R  Kkk;,  Ingénieur,  ancien  élève  d(;  l'École  supé- 
rieure d'Klectricité,  et  A.  Faure,  Ingénieur,  ancien 
élève  de  l'École  Polytechnique.  In-8  {20-16)  de  x-694  P- 
avec  209  figures;    1912.  24  fr. 

TISSERAND  (  F.),  Membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  de« 
Longitudes,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  Direc- 
teur de  l'Observatoire  de  Paris.  —  Traité  de  Mécanique 
céleste.  4  beaux  volumes  in-4  (28-23),  se  vendant  sé- 
parément. 

Tome  I  :  Pei  turbations  des  planètes  d'après  la  mé- 
thode de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  avec 
ligures;  1889.  aS  fr. 

TojiK  II  :  Théorie  de  la  figure  des  corps  célestes  et  de 
leur  mouvement  de  rotation,  avec  figures;  1891.      28  fr. 

Tome  III  :  Exposé  de  l'ensemble  des  théories  relatives 
au  mouvement  de  la  Lune,  avec  fig.;  1894.  aa  fr 

Tome  IV  et  dernier  :  Théories  des  satellites  de  Ju- 
piter et  de  Saturne.  Perturbations  des  petites  planètes, 
avec  figures;  1896.  28  fr. 

TDRPAIN  (Albert).  -  Du  téléphone  Bell  aux  mul- 
tiples automatiques.  Essai  sur  le»  origines  et  le  dé- 
veloppement du  téléphone.  In-8  (25-iG)  de  186  pages, 
avec  123  figures;  1910.  (Bibliothèque  de  l'Elève  Ingé- 
NIEUB.)  5   fr. 

TURPAIN  (Albert).  Professeur  de  Physique  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  l'Université  de  Poitiers.  — 
Notions  fondamentales  sur  la  Télégraphie  envi- 
sagée dans  son  développement,  son  état  actuel  et 

ses  derniers  progrés  (  Du  Bréguet  au  Pollak  et  l'img 
et  aux  téléphotographes).  In-8  (25-i6)  de  180  pages 
avec  122    figures  ;  iqio.  5  fr. 

TZAUT  et  MORF,  Professeurs  à  l'École  industrielle  c  m- 
tonale  à  Lausanne.  —  Exercices  et  Problèmes  d'Al- 
gèbre {première  Série.);  Kccueil  gradué  renfermant 
plus  de  0880  exercicfs  sur  l'Algèbre  élémentaire  jus- 
qu'aux équations  du  premier  degré  inclusivement. 
4"  édition.  In-i6  (  19-12  )  ;  1906.  3  fr.  5o  c. 

TZADT.  —      Exercices     et     Problèmes     d'Algèbre 

{deuxième  Série)  ;  Recueil  gradué  renfei-mant  plus  de 
G200  exercices  sur  l'Algèbre  élémentaire,  depuis  les 
équations  du  premier  degré  exclusivement  jusqu'au 
binôme  de  Newton  et  aux  déterminants  inclusivement. 
In-16  (19-12)  igo5.  4  fr. 

Réponses  aux  Exercices  et  Problèmes  de  Ia première 
Série-  2'  édition.  In-12  (19-12)  ;   1901.  2  fr.  5o  c. 

Réponses  aux  Exercices  et  Problèmes  de  la  deuxième 
Série,    2*    édition.    In-12    (19-12);  igia,         4  fr.  5o  c. 

VALAT  (A.),  Ingénieur  principal  de  la  Compagnie  des 
Chemins  de  fer  de  l'Est  Tableaux  des  moments 
d'inertie  et  des  poids  des  poutres  métalliques  cal- 
culés par  le  Bureau  des  Constructions  métalliques  de  la 
Compagnie  des  Chemins  de  fer.  2'  édition,  ln-8  (25-i6) 
de  viii-80  pages  et  6  croquis  ;    1910.  5    IV. 

VALLÉE-POUSSIN  (Th.-J.  delà),  Professeur  à  l'Uni- 
versite  de  Louvain.  —  Cours  d'Analvie  infioitésimale. 
2  vol.  In-8  (25-16). 


Tome  1 :  2*  édition  considérablement  remaniée.  Vol. 
de  xii-424  pages;   1909.  12  fr. 

Tome  II:  2°  édition  considérablement  remaniée.  Vol 
de  ix-/|64  pages;  1912.  i5  fr. 

VALLOIS  (Edmond),  Architecte.  —  Cours  de  Géométrie 
descriptive  à  l'usage  des  Candidats  à  l'Ecole  des 
Beaux-Arts.  Iu-8  (23-i4)  de  iv-3o4  pages  avec  41  r  fi- 
gures; 1909.  ^  fr.  5o  c. 

VÉRONNET  (Alex.).—  Rotation  de  l'ellipsoïde  hété- 
rogène  et  figure  exacte  de    la  Terre.   (Thèse  de 

MATin;MATioui;s.)  In-4  (28  28)  de  iv-i35  pages,  avec 
20  figures;   igi2.  6  fr. 

VIALLEFOND  (îenri),  Avocat  attaché  à  l'Énergie  éloctri 
que   du    littoral   méditerranéen.    —    La    contribution 
des  patentes  des  usines  d'électricité.  In-S  (23-i4)  de 
vn-70  pages  ;  19 II.  2  fr.  5o  c. 

VIVANTI  (G.>,   Professeur   à  la  Faculté  des  Sciences   de 

Pavie.  —  Les  fonctions  polyédriques  et  modulaires. 

Ouvrage  iraduit  par  Armand  Caiie:»,  agrégé  de  l'Uni- 
versité, Professeur  au  Lycée  d'Evreux.  In-8  (25- 16)  de 
viii-3i6  pages  avec  52  figures;  1910.  n  fr. 

VOLTERRA  (  VitO  ),  Professeur  à  l'Université  de  Rome.  — 
Leçons  sur  les  équations  intégrales  et  les  équa- 
tions intégro-difiFérentielles,  pr«)fessées  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Rome  en  1910.  publiées  par  M.  To- 
masettti  et  F.  S.  Zarlatti.  In-8  (25i6)  de  vi-172  pages; 
ï9'3-  5  fr.  5o  c. 

VOLTERRA  (Vito),  Professeur  à  l'Université  de  Rome, 
l'rof(S>eur  agréé  à  l'Université  de  Paris.  —  Leçons  sur 
les  fonctions  de  lignes,  professées  à  la  Sorbonne  en 
1012,  recueillies  et  rédigées  par  Joskph  Prrés,  ancien 
Elève  de  l'Fcole  Normale  supérieure.  In-.S  (25- 16)  de 
vi-23o  pages;  igi3.  ~  fr.  5o  c. 

WEISS  (le  Dr  G).  -  Sur  les  effets  physiologiques  des 
courants  électriques.  In-8  (28-18)  de  86  pages,  avec 
26  planches;  1912.  5  fr. 

WEST  (Thomas-D.),  ancien  mouleur  et  Directeur  de 
Fonderie,  Membre  de  la  Société  américaine  des  Ingé- 
nieurs mécaniciens,  de  l'Association  des  fondeurs  amé- 
ricains. —  Les  cubilots  américains  (  Extraits  du 
Manuel  du  Mouleur).  Traduit  d'après  la  9'  édition 
américaine,  par  P.  Aubié,  ancien  élève  de  l'École  natio- 
nale des  Arts  et  Métiers,  Ingénieur  en  chef  d-i  Service 
des  Fonderies  de  la  Société  métallurgique  de  Gorcy. 
In-8(33-i4)  de  vi-208  pages  avec  49  fig-;  i9'0.       7  fr. 

WEYHER  (CL).  —  Sur  la  structure  des  Globes 
comme  suite  aux  Tourbillons.  In  8  (25-16)  de 
9  pages  avec  5  figures;  191 1.  o  fr.  5o  c. 

WOOD  (  R.-W.),  Professeur  à  la  John  Hopkins  University. 
—  Optique  physique.  Ouvrage  traduit  de  l'anglais  par 
M.  ViG.NERON,  Lici^ncié  es  Sciences.  2  volumes  in-8 
(25-i6)  se  vendant  séparément. 

Tome  I  :  Optique  ondulatoire.  Volume  de  ^33  pages, 
avec  262  figures  et  5  planches;  1913.  16  fr. 

Tome  II  :  Théories  modernes  de  l'optique.         {S.  pr.) 

XAVIER  (Agliberto),  Ingénieur  civil.  —  Théorie  des 
approximations  numériques  et  du  Calcul  abrégé. 

ln-8  (24  16)  de  x-281   pages,  avec  figures;   1909.     10  fr. 

ZENNECK  (Prof'  D'  J.),  Professeur  de  Physique  à  l'École 
technique  supérieure  de  Brunswick.  —  Précis  de 
télégraphie  sans  fil  complément  de  l'Ouvrage  :  Les 
oscillations  clectromagnéliques  et  la  télégraphie  sans 
fil.  Ouvrage  Iraduit  de  l'allemand  par  P.  Blanchin, 
G  GuÈRARD.  E.  Picot,  Officiers  de  marine.  In-8  (25- 
16)  de  x-386  pages,  avec  333  figures  ;   1911.  12  fr. 

ZORETTI  (L.),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
taen.  —  Leçons  de  Mathématiques  générales,  ln-8 
(23-i4)  de  pages  avec  2o5  tigures;  1913. 

ZORETTI  (Ludovic).  —  Leçons  sur  le  prolongement 

analytique  professées  au  Collège  de  France,  ln-8 
(25-i6)  de  VI-116  p.,   avec  3  fig.;   191 1.  3  fr.  75  c. 
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II.  —  COLLECTION 

DBS 

ŒUVRES  DES  GRANDS  GÉOMÈTRES. 

BELTRAMI.  —  Opère  matematiche  di  Eugénie  Bel- 
trami,  puhblicate  per  cura  délia  Facolta  di  Scicnzo 
délia  K.  Uiiiveisila.  Volumes  in-.'',  (  )8-:i  j)  se  vendant 
séparément. 

Tome   I  :  Volume  de   887   pages   avec   un  portrait  de 

Beltrami  ;  1902.  25  fr 

ToMK  II  :   Volume  de  468  pages;  1904.  25  fr. 

ToMi:  l[l  :  Volume  de  488  pages;    igti.  25  fr. 

BRIOSCHI    (Francesco).   —    Opère    matematiche    di 

Francesco  Brioschi,  pubblieale  per  cura  d('l  comilato 
per  le  onoranze  a  Krancesco  Brioschi.  5  volumes  in-/i 
(28-23). 

Ouvrage  complet  : 

Tome  I  .  Volume  de  xi-4iG  pages,  avec  un  portrait 
de  Brioschi;  1901.  25  fr 

Tome  II  :  Volume  de  viii-456  pages;  1902.  25  fr. 

Tome  III  :   Volume  de  435  pages;  1904.  25  fr. 

Tome  IV  :   Volume  deix-4i8  pages;  1906.  25  fr. 

Tome  V  et  dernier  :  Vol.  de  xii-556  p.;  1909.     3o  fr. 

CAUCHY  (A.).  — Œuvres  complètes  d'Augustin  Cauchy, 
publiées  sous  la  direction  scientifique  de  l'AcADiMig  des 
Sciences  ei  sous  les  auspices  du  Ministre  de  l'Instruc- 
tion PCBLioOB,  arec  le  concours  de  C.-A.  Maison, 
J.  Collet  et  E.  Borel,  docteurs  es  Sciences.  27  volumes 
in-4  (  28-23). 

I"  Série.  —  Mémoires,  Notes  et  Articles  extraits 
DES  Recceils  di  l'Académie  des  Sciences.  12  volumes  in-A 
(28-23).  ^ 

*  Tome  I,  1882  :  Théorie  de  la  propagation  des  ondet 
a  la  surface  d'un  fluide  pesant,  d'une  profondeur  in- 
définie. —  Mémoire  sur  les  intégrales  définies.  — 
Tomes  *!!  et  *III  :  Mémoires  extraits  des  .Uémoires  de 
l  Académie  des  Sciences.  —  *  Tomes  IV  à  XII  (i884 
1^00);  Extraits  des  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences.  Chaque  volume.  25  f^ 

*La  Table  générale  de  la  l"  Série   se   vend    séparé- 

•"«"*•      .  2  fr.  5o  c. 

II*  Série.  —  MÉMOIRE!  EXTRAIT!  DE  DIVERS  ReCDEILS,  OlJ. 
TRACES  CLAS8I00BS,   MéMOWKS  PORLIÉS  EN    CORP!    d'OdVRACE 

Mémoires  publié!  iéparément.  i5  volumes  in~4.  (28-23). 
*ToME  I.  —  Mémoires  extraits  du  Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique.  —  Tome  II.  Mémoires  extraits  de  divers 
recueils  :  Journal  de  Liouville,  Bulletin  de  Pérussnc 
Bulletin  de  la  Société  philomathique,  Annales  de  Ger- 
gonne.  Correspondance  de  l'Ecole  Polytechnique.  — 
*T0ME  jll,  1897  •■  Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  royale 
Polytechnique;  *Tome  IV,  ,898  :  Résumé  des  Leçons 
données  a  l  Ecole  Polytechnique  sur  le  Calcul  infinité- 
simal. Leçons  sur  le  Calcul  différentiel  ;  *Tome  V  • 
Leçons  sur  les  applications  du  Calcul  infinitésimal  à 
la  Géométrie;  *  Tomes  VI  à  IX  (,887  à  1891)  :  An- 
ciens Exercices  de  Mathématiques;  *  ToME  X,  1895  ■ 
Résumés  analytiques  de  Turin.  Nouveaux  Exercices 
de  Prague.  *ToMfi  XI.  Nouveaux  exercices  d'analyse  et 
de  physique.  Ch.-ique  vulume.  \^  fr 

ToMES   XII    à    XIV.  Nouveaux  exercices  d'Analyse  et 
de  Physique. 

Tome  XV.  Mémoires  séparés. 

sodscription. 

Il*  Série.  Tome  XII.  —  Nouveaux  exercices  d'Ana- 
lyse  et  de  Physique. 

Les  volumes  parus  sont  indiqués  par  un  astérisque. 
FERMAT.  —  Œuvres  de  Fermât,  publiées  par  les  soins 

de  Paul  Tannery  et  Charles  Henry,  sous  les  aus- 
pices du  Ministère  de  l'Instruction  publique  In-/i 
(28-28).  ' 


Tome  I  :  Œuvres  mathématiques  diverses.  —  Obser- 
vations sur  Diophante.  Avec  3  planches  en  photo- 
gravure (portrait  de  Fermât,  fac-similé  du  litre 
de  I  édition  de  ifJ79,  et  fac-similé  d'une  naj^e  de  son 
écriture);  1891.  °      ^^  f,. 

Tome  H  :  Correspondance  de  Fermât;   1894.  22  fr. 

Ce  volume  contient  la  Correspondance  de  Fermai 
avec  Mersenne,  Roberval,  Pascal,  Descartes,  Huv- 
gens,  etc.  ' 

Tome  III  :  Traduction  des  écrits  latins  de  Fermât  du 
«  Commercium  Epistolicum  »  de  ffallis'  de 
l  «  Inventum  novum  »  de  Jncqut-s  de  Billy.  — 
Supplémenlà  la  Correspondance,  1896.  28  fr 

Tome  IV  et  m  rnikr  :  Compléments  par  M.  Charles" 
Henry  :  Supplément  à  la  Correspondance.  Appen- 
dice.  Notes    et     Tables  ;  191  :>.  \l  f,,^ 

FODRIER.  -  Œuvres  de  Fourier,  publiées  par  les  soins 
de  Gaston  Darboiix,  Membre  de  l'Institut,  sous  les  aus- 
pices du  Ministère  de  l'Instruction  publique.  Volume 
in-4  (28-23). 

loME  l  :  Théorie  analytique  de  la  chaleur.  Vo- 
lume de  xxviii-564  pages;   1888.  aS  fr. 

Tome  II  :  Mémoires  divers.  Volume  de  xvi-636  papes 
avec  un  portrait  de  Fourier  en  héliogravure;  1890.  25 fr.' 

HERMITE.—  Œuvres  de  Charles  Hermite,  publiées  sous 
les  auspices  de  l'Académie  des  Sciences  par  Emile 
Picard,  Membre  de  llnstiiut.  Volumes  in-8  (25-i6) 
se  vendant  séparément. 

Tome  I  :  Volume  de  xl-5oo  pages,  avec  un  portrait 
a  Hermite;  1905.  18  fr 

Tome  II  :  Volume  de  vi-52o  pages,  avec  un  portrait- 
'9",S-  18  fr. 

loME  III  :    Volume  de  vi-524  pages,  avec   un  portrait 

'•^T  •      ,v  '8  '••■ 

loME  IV  ET  DEK.MER.  {Sous presse .) 

HUYGENS  (C).  —  Œuvres  complètes  de  Christiaan 
fluygens,  publiées  par  la  Société  hollandaise  des 
Sciences,  n  vol.  in-4  (3o-23). 

Correspondance.  —  Tome  I  (i638-i656).  -  Il  (i657- 
1659).  —  »i  (i66o-i66i).  —  IV  (16G2-1663).  — 
V  (.664-1665).  -  VI  (1666-1669).  -  Vil  (,670- 
1775).  -  VIII  (,676-1684).  -  iX  (1685-1690).  - 
X  (1691-1695).  Chaque  volume.  35  (>. 

Travaux  mathématiques.  —  T.  XI  (i645-i65i),  T.  XII 
(i652-i656j.  Chaque  volume  20  fr. 

LAGRANGE.  —  Œuvres  complètes  de  Lagrange,  pu- 

bl  lees  par lessoins  deJ.-A. Serrctei  G.  Darboiuc,  Membres 
de  l'Institut,  sous  les  auspices  du  Ministre  de  l'Instruc- 
tion publioue.  In-4  (28-28),  avec  portrait  de  Lagrange, 
gravé  sur  cuivre  par  Ach.  Martinet.  (Ouvrage  complet.) 

La  I"  Série  comprend  tous  les  Mémoires  imprimé- 
dans  les  Recueils  des  Académies  de  Turin,  de  Berlin  et 
de  Paris,  ainsi  que  les  Pièces  diverses  publiées  séparés 
ment.  Cette  Série  forme  7  Tolumes  (Tomes  I  à  VII; 
1867- 1877),  qui  se  vendent  séparément.  3o  fr. 

La  !!•  Série  se  compose  de  7  vol.,  qui  renferment  les 

Ouvrages  didactiques,  la  Correspor.danceet  les  Mémoires 
inédits  ;  savoir  : 

Tome  VIII  :  Résolution  des  équations  numériques  ;  1879. 

iS  fr. 

yoMhl\:  Théorie  des  fonctions  analytiques;  18S1.   18  fr. 

Tome  X  :  Leçons  sur  le  calcul  des  /onctions  ;  1884.     18  fr. 

Tome  XI  :  Mécanique  analytique,  avec  Notes  de  J.  Ber- 
trand et  G.  Darboux  (1"  Partie);    1888.  20  fr. 

Tome  XII  :  Mécanique  analytique,  avec  Notes  de  J.  Ber- 
trand et  G.  Darboux  (2*  Partie);  1889.  20  fr. 

Tome  \  1 1  i  :  Correspondance  inédite  de  Lagrange  et 
d'Alemher(,p\ib\\ée  d'après  les  manuscrits  autographes 
et  annoîoH  par  Ludovic  Lalanne;  1882.  i5  fr. 

Tome  XIV  et  dernier:  Correspondance  de  Lagrange 
avec  Condorcet,  Laplace,  Euler  et  dix-ers  Savants, 
publiée  et  annotée  par  Ludovic  Lalanne,  avec  deux 
fac-similés;  1892.  i5  fr. 
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LAGUERRE.  —  Œuvres  de  Laguerre,  publiée»  sous  les   ( 

auspices  de  l'AcaJéinie  <ies  Sciences,  [)ar  Cb.  Hehmite, 
H.  PoiNCARÉ  et  E.  RoucuÉ,  membres  de  l'Institut.  2  vo- 
lumes in-8  (25-i6),  se  vendant  séparément. 

Tome  I  :  Algèbre.  Calcul  intégral;  1898.  i5  fr 

Tome  H  :  Géométrie;  190 3.  22  fr. 

LAPLACE.  —  Œuvres  complètes  de  Laplace,  pubiiéts 
sous  les  auspicesde  I'Acadéhie  dss  Scibncrs,  par  les  Se- 
crétaires perpétuels,  avec  le  concours  de  H.  Poincaré, 
Membre  de  l'Institut,  et  de  A.  I.eben/,  Directeur  de 
l'Observatoire  de  Besançon.  Nouvelle  édition,  avec  un 
beau  portrait  de  Laplace,  gravé  sur  cuivre  par  Tony 
Goutiére.  In-4.  (28-28). 

Traité  de  Mécanique  céleste.  Tomes  1  à  "V  (1878-1882). 

Tirage  sur  papier  de  Hollande,  au  chiffre  deLaplace  (à  petit  nombre) 
s  vol.  in-4.  130  (r. 

TIrafie  sur  papier  verKé,  au  chiffre  de  Laplace;  b  toI.  in-4  100  fr. 
Lea  Tomes  iil,  IV  et  V,  papier  vergà,  se  rendent  séparément.  >o  Cr. 
Les  Tomes  I  à  V,  papier  de  Hollande,  se  tendent  séparément.    >6  fr. 

Exposition  du  système  du  Monde.  Tome  VI  (1884 ) 

Tirage  sur  papier  Tergé,  an  chiffre  de  Laplace.  10  fr. 

Tirage  sur  papier  de  Hollande,  an  chiffre  de  Laplace.  is  fr. 

Théorie  des  probabilités.  Tome  VII  (1886). 
Tirage  sur  papier  Tergé  fort,  au  chiffre  de  Laplace.  S&  fr. 

Tirage  sur  papier  de  Hollande,  au  chiffre  de  Laplace.  43  fr. 

Mémoires  divers.  Tomes  VIII  à  XIV. 

Tomes  VI II  à  XII.  —  Mémoires  extraits  des  Recueils  de 

l'Académie  des  Sciences;  1891-1898. 
Tirage  sur  papier  Tergé  fort,  au  chifTre  de  Laplace.  Chaque  toI.  lofr. 
Tirage  sur  papier  de  Hollande  au  chifTre  de  Laplace.  Chaque  Toi.  xs  fr. 

Tome  XIII.    —    Mémoires  extraits  de  la    Connaissance 

des  Temps;  1904. 
Tirage  sur  papier  Tcrgé  fort,  au  ehilTre  de  Laplace.  i5  fr. 

Tirage  sur  papier  de  Hollande,  au  chiffre  de  Laplace.  is  fr. 

TuMR    XIV.  —    Correspondance    et    Mémoires  divers. 
Ta  h  le  s. 

Tirage  sur  papier  vcrjfé  forl  au  chiffre  de  Laplace.  20  fr. 

Tirage  sur  papier  de  Hollande  au  chilTro  de  Laplace.  i!>  fr. 

On  fend  séparément  :  Tables  générales.  Ta/>le 
synotique.  Table  analytique.  Table  alphabétique  des 
auteurs  cités  ;    1912.  4  ^''• 

RIEMANN.  —  Œuvres  mathématiques  de   Riemann, 

traduites  par  L.  Lauuel.  Avec  une  Préface  de  Oh.  Her- 
MiTE  et  un  Discours  de  Félix  Klein.  In-8  (25-19),  îtvec 
figures;   1898.  i4  fr. 

RITZ    (Walther).    Gesammelte    Werke.   Œuvres    de 

Walther  RitZ,  publiées  pur  la  Société  Suisse  de  Pliy- 
siqne.  ln-8  (25- 16)  de  xxu-3'(2  pagfts  avec  48  fiifures 
et  un  portrait  de  Ritz;  191 1.  18  fr. 

ROBIN  (G.),  Chargé  de  Cours  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris.  —  Œuvres  scientifiques  de  Gustave  Robin, 

publiées  sous  les  auspices  du  Ministère  de  l'Instruction 
publique.  Mémoires  léunis  et  publiés  par  Louis  Rafky, 
chargé  de  Cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 
2  volumes  in-8  (25-i6)  se  vendant  séparément. 

Mathématioues  :  Nouvelle  théorie  des  fonctions,  exclusi- 
vement fondée  sur  l'idée  de  nombre.  Un  volume; 
1903.  1   fr. 

Physique  :  Un  volume  in-8  (25-i6)  en  deux  fascicules  : 
Phjsiqtic  mathématique.  (  Distribution  de  l'Electri- 
cité, Hydrodynamique,  Fragments  divers).  Uti  fas- 
cicule ;  1899.  5  fr. 
Thermodynamique  générale  (Équilibre  et  modifica- 
tions de  la  matière).  Un  fascicule  avec  3o  ligures; 
1901.                                                                              9  fr. 


111.  —  BIBLIOTHEQUE 

DES 

ACTUALITÉS  SCIENTIFIQUES. 

iSo    Ouvrages    in-16  (19-12),  ou  in-8  (2i-i5). 
[f^oir  le  prospectus  spécial.) 

DERNIERS  OUVRAGES  FARU8  : 

Le  Radium  et  la  Radioactivité.  Propriétés  générales. 

Emplois  médicaux;  par  P.  Hksson.  Avec  28  fig.    2  fr.  75  c. 

Introduction  à  la  Géométrie  générale,  par  Georges 
Lechalas,  Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 
Volume  de    ix-58  pages.  i  fr.  -jS  c. 

La  Dominatrice  du  monde   et  son  ombre.  Conférence 

sur  l'énergie  et  l'entropie,  par  le  1)"^  F.  Aueriiach.  Tra- 
duction par  le  D'  Robert  Tissot,  et  Préface  de  Ch.  Ed. 
Guillaume.  2  fr.  76  c. 

La  Construction  des  cadrans  solaires.  Ses  principes,  sa 
pratique,  précédée  d'une  Histoire  de  la  Gnomonique, 
par  Abel  Souchon.  Avec  figures  et  2  planches.     2  fr.  ^5  c. 

Problèmes  plaisans  et  délectables  qui  se  font  par 
les  nombres,  p^u-  Glaude-G\8par  1Uchi;t,  sieur  de 
Méziriac,  !\°  édition  revue  et  simplifiée.  Volume  de 
VI- 163  pages.  3  fr.  5o  c. 

Le  Baromètre  anéroïde,  par  Julieh  Loisel,  Licencié  es 
sciences,  Météorologiste  à  l'Observatoire  de  Jtivisy. 
Volume  de  24  pages  avec  2  figures  et  i  planche,     i  fr. 

Les  Procédés  de  commande  à  distance  au  moyeu  de 

l'électricité,  par  R.  Frii.u-.y.  Volume  de  i83  pages,  avec 
94  figures.  3  fr.  5o  c. 

Le  Transport  à  Paris  des  forces  motrices  du  Rhône, 
par  E.  HABTiiEr.i:.>!Y,  Ancien  Elève  de  l'Ecole  Poly- 
technique. Brochure  de  iv-32  pages.  t  fr.  5o  c. 

Soudure  autogène  et  Aluminothermie,  par  E.  Châte- 
lain, Licencie  es  sciences,  avec  Préface  de  H.  Lb  Ciia- 
telier,  Membre  de  l'In^tilut.  Volume  de  x-172  pages, 
avec  48  figures.  3  fr.   25. 

La  Chimie  moderne,  par  William  Ramsay.  Traduit  par 
H.  DK  .VliiFOMS.   2  volumes  se  vendant  héparément. 

1'°  Partie  :  Chimie  théorique.  Volume  de  iv-162  pages 
avec  9  figures.  2  fr.  75  c. 

11°  Partie  :  Chimie  descriptive.  Volume  de  iv-275  pages; 
191 1.  4  '■'•  '^o  c. 

Les  Compteurs  électriques  à  courants  continus  et  à 

courants  alternatifs.  Leçons  faites  a  l'Institut  élec- 
trotechniqae  de  l'Université  de  Grenoljle  par  Louis 
Harbilliun.    ^'olume  de   VI1-22G  pages,   avec  12G  ligures. 

3  fr.  25  c. 

La  Métallographie  appliquée  aux  produits  sidérur- 
giques, par  U.  Savoia.  Iraduil  de  l'italien.  Volume 
de  vi-218  pages  avec  q4  figures.  3  fr.  25  c. 

Recherche  pratique  et  exploitation  des  mines  d'or, 

par  Gk()hc;es  Proust.  Voluino  de  iv-i  12  paj;es,  avec 
i4  figures.  2  fr.  75  c. 

Les  Cartes  géographiques  et  leurs  projections 
usuelles,  par  L.  Dkiosskz.  Volume  de  vu- 119  pages 
avec  -2^   figures  et  ;!  planches,  2  fr.  75  c. 

Le  Pain  de  froment.  Etude  critique  et  recherches  sur  la 
iHilrur  alinienlaire  selon  le  blutage  et  les  systèmes  de 
mouture,  par  Emile  Fleurent.  Volume  de  vii-2>'(  pages 
avec  33  figures.  3  fr.  75  c. 

La  Photographie  et  l'étude  des  phénomènes  psy- 
chiques ;  par  E.  iiE  FomiNay.  \oIuiiic  de  x-ij?  pages 
avec  i  (igures  et  16  pi.  3  fr.  25  c. 
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IV   —  BIBLIOTHÈQUE  PHOTOGRAPHIQUE. 
(  Demander  le  Catalogue  couplet.) 

Balagay  (G.)-  —  Monos;raphie  du  Diamidophcnol  en 
liqueur  acide.  Nouvelle  méthode  de  développement. 
In-i6  (19-12)  de  viii-84  pages;  1907.  1  fr.  78  c. 

Belin  (Edouard).  —  Précis  de  Photographie  générale. 
2  volumes  in-8  (25-i6)  se  vendant  séparément. 

Tome  l.  Généralités,  opérations  pliotographiques.  Volume 
de  viii-246  pages,  avec  95  figures;  1905.  7  l'r. 

Tome  II.  Applications  scientifiques  et  industrielles.  Vo- 
lume de  233  pages,  avec  99  figures  et  10  planches; 
igoS.  7  fr. 

Braun  fils  (G.  et  Ad.).  —  Dictionnaire  de  Chimie  pho- 
tographique à  l'usage  des  projessionnels  et  des  ama- 
teurs. L'n  volume  in-8  (25-iG)de  546  p.;  1904.         12  fr. 

Charvet  (A.).  —  Carnet  photographique.  QuHize  ans 
de  pratique  de  la  Photographie.  !n-i6  (19-12)  de  i  v. 
88  pages,  avec  1 1  fig.  et  4  pl.  ;  ig'o 2  fr.  76  c. 

CourrègeS  (A.),  Praticien.  —  Ce  qu'il  faut  savoir  pour 
réussir  en  Photographie.  3"  édition  revue  et  corrigée. 
ln-16  (  19-12)  de  xiM-184  pages;   1907.  2  fr.  5o  c. 

—  Le  portrait  en  plein  air.  In-i8  (19-12)  avec  figures  et 
1  planche  en  photocollographie  ;  1B99.  ^  '*'•  ^°  ^- 

—  La  reproduction  des  gravures,  dessins,  plans,  manu- 
scrits. ln-18  (19-12),  avec  figures;  1900.  2  fr. 

—  Les  agrandissements  photographiques.  I11-18  (19-12), 
avec  figures;  1901.  2  fr. 

—  La  retouche  du  cliché.  Retouches  chimiques,  physiques 
et  artistiques.  Nouveau  tirage.  I11-16  (19-12)  de  ix- 
62  pages  avec  une  figure;   1910.  i  fr.  5o  c. 

Crémier  (yicior).-  La  Photographie  des  couleurs  par  les 
plaques  autochromes,  ln-16  (19-12)  de  viii-iii  pages; 
1911,  2  fr.  75  c. 

—  Le  développement  en  pleine  lumière  après  fixage.  In-iG 
(  19-12)  de  x-76  pages  ;  1913.  2  fi. 

Cronenberg  (Wilhelm),  Directeur  de  l'École  de  Photo- 
graphie et  de  reproduction  photographi(]ue  de  Grônen 
bach.  —  La  Pratique  de  la  Photolypogravure  américaine. 
In-i8  (19-12)  avec66figur.  et  i3  planches;  1898.     3  fr. 

Dallmeyer  (Thomas  R.),  Président  de  la  Royal  Photo- 
graphie Society.  —  J.e  Téléobjectif  et  la  Téléphotogra- 
phie :  Traduction  française  augmentée  d'un  appendice 
bibliographique;  par  L.-P.  Clerc.  In-8  (26-16)  avec 
5i  figures  et  II  planches;  1903 6  fr. 

Davanne   (A.),    Bucquet   (M.)    et  Vidal    (Léon),  — 

Le  Musée  rétrospectif  de  la  Photographie  à  l'Expo- 
sition universelle  de  1900.  ln-8  avec  nombreuses  figures 
et  II  planches;   1903.  5  fr. 

Drauz  (F.).  —  La  Photogravure  pour  tous.  Manuel  pra- 
tique. ln-16  (ig-12)  de  iv-68  pages;  1904.       i  fr.  5o  c. 

Fabre  (C),  Docteur  es  Sciences. —  Traite  encyclopédique 
de  Photographie.  4  beaux  volumes  in-8  (25-i6),  avec 
plus  de  700  figures  et  2  planches;  1889-1891.        4^  fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément  14  fr. 
Des  luppléments,  destinés  à  exposer  les  progrès  accomplis,  Tiennent 
comi^léter  ce  Traité  et  le  maintenir  au  courant  des  dernières  décou- 
vertes. 

i" Supplément  (A).  4oo  p.,  avec  176  fig.;  1892.  i4  fr. 

II*  Supplément  (B).    4^4  p.  avec  221  fig.  ;  1898.  i4  fr. 

\\l*  Supplément  (C).  42^  p.  «vec  2  i5  fig.  ;  1902.  i4  fr. 

W'  Supplément  {0).  ^2l\  p.,  avec  i  ")  1  fig.;  1906.  i4  fr. 
Les  huit  volumes  se  vendrnt  ensemble  96  fr. 

Fabre  (  C.  ) .  —  Traité  pratique  de  Photographie  stéréo- 
scopique.  ln-8  (2,5- 16)  de  207  pages  avec  i32  figures; 
1906.  C  fr. 

Ferrât  (l'Abbé  J.  ).  —    La    Photogravure  facile  et  à 

bon  marché.  2*  édition  revue  et  corrijféc.  Nouveau 
tirage,  ln-16  (19-12)  de  vi-54  pages;  1911.      1   fr.  .<.'>  c. 


Fontenay  (Guillaume  A.Q).—  La  Photographie  et  l'étude 
des  phénomènes  psychiques  (  abrégé  de  trois  conférences 
données  par  l'auteur  à  la  Société  universelle  d'Études 
psychiques  en  1910  et  ign).  ln-8  (19-12)  de  x-142  p. 
avec   2  fig.  et  16  pi.;   1912.  3  fr..2ri  c. 

Fourtier  (H.).  —  Les  positijs  sur  verre.  Théorie  et 
pratique.  Les  positifs  pour  projections.  Stéréoscopes 
tt  vitraux.  Méthodes  opératoires.  Coloriage  et  montage. 
2"  édition,  ln-16  (19-12)  de  188  pages,  avec  12  llg.; 
'907-  2  fr.  75  c. 

Klary,  Artiste  photographe.  —  Les  portraits  au  crajon, 
iiu  jusain  et  au  pastel,  obtenus  au  moyen  des  agran- 
dissements photographiques.  Nouveau  tirage  (19-12); 
'9o4-  -        2  fr.  5o  c. 

Klary  (G.),  artiste  photographe. —  L'Art  de  retoucher 
en  noir  les  épreuves  positives  sur  papier.  Nouveau  tirage. 

I11-8  (19-12)   de  viii-32  pages;  1912.  i  fr. 

Lafay  (Le  Capitaine),  Professeur  à  l'École  Polytech- 
nique. -  La  photographie  du  vent.  Étude  photogra- 
phique du  champ  aérodrnamique.  Brochure  in-8 
(27-18)  de  20  pages  avec  16  figures;  igii.  1  fr. 

Liébert  (J.-A.).  —  Za  Photographie  par  les  procédés 
piginentaires.  —  La  Photographie  au  charbon  par  trans- 
ferts et  ses  applications,  contenant  la  description  dé- 
taillée de  toutes  les  opérations  ;  avec  une  Préface  par  A. 
LiÉuERT  père.  In-8  (26-16)  de  vi-283  pages,  avec  20  figures 
et  une  épreuve  au  cliarbon  hors  texte;  1908.  9  Ir. 

Maskell  (Alfred)  et  Demachy  (  Robert).  —  Le  procédé 
à  la  gomme  bichromatée  ou  photo-aquateinte.  2*  édi- 
tion entièrement  refondue  ln-16.  (19-12)  de  86  pages 
avec  3  figures;  1903.  2  fr. 

Mercier  (M.).  —  Conseils  aux  amateurs  photographes. 
In-i()  (  19-12)  de  VI-144  pag«s;  1907.  2  fr.  76  c. 

Piquepé  (P.).  —  Traité  pratique  de  la  Retouche  des  cli- 
chés photographiques,  suivi  d'une  It/éihode  très  détaillée 
d'émailla^e  et  Formules  et  procédés  divers.  Nouveau 
tirage,  ln-16  (19-12)  de  la'jpages;  1906.  2  fr.  76  c. 

Potu  (E.),  Avocat  il  la  Cour  d'appel  de  Dijon,  Licencié 
es  lettres,  Lauréat  de  l'Académie  de  Législation  et  du 
Concours  général  des  Facullés  en  Droit. —  La  protection 
internationale  des  œuvres  cinénta'tographiques  d'après 
la  Convention  de  Berne  revisée  à  lierlin  eu  1908.  ln-8 
(20-12)  de  91  pages;   1912.  3  fr.  26  c. 

Puyo  (C).  —  Notes  sur  la  Photographie  artistique.  Texte 
et  illustrations.  Plaquette  de  grand  luxe  in-/("  (32-25) 
contenant  11  héliogravures  de  Dujardin  et  Sg  pliototy- 
pogravures  dan»  le  texte;   i8g6.  10  fr. 

Sollet  (Ch.).  —  Ural té  pratique  des  tirages  photogra- 
phiques, avec  une  Préface  de  C.  Puyo.  Iu-i6(ig-i2)  de 
vm  ■24o,page9  ;  1902.  4  ^r. 

Vallot  (Henri),  Ingénieur  des  Arts  et  Manufaclures,  et 
Vallot  (Joseph),  Directeur  de  l'Observaioire  du  mont 
Blanc.  —  Applications  de  la  Photographie  aux  Levés 
topographiques  en  haute  montagne.  Vol.  in-i6  (19-12) 
de  xiv-237  p.  avec   36   fig.   et  4  p'-;  1907  4   ^^ • 

Vidal  (Léon),  Officier  de  rinstruction  publique,  Pro- 
fesseur à  l'École  nationale  des  Arts  décoratifs.  — 
Traité  pratique  de  Photochromie .  In-18  (19-12)  avec 
96  figures  et   i4  planches  en  couleurs;  igoS.  7  fr.  5o  c. 

Wallon  (E.).  Professeur  de  Physique  au  Lycée  Jaimoii 
de  Sailly.  —  Choix  et  usage  des  objectifs  photogra- 
phiques. In-8  (ig-^12)  avec  25  figures;  2*  édition,  igoS. 

Broché a  fr.  5o.     |    Cartonnétoileanglaise.  3fr. 

—  La  Photographie  des  couleurs  et  les  plaques  aulo- 
chràmes.  Conférence  faite  devant  la  Société  française  de 
Pliotojfraphie,  le  27  juin  igo7,  suivie  d'une  Notice  sur 
le  mode  d'emploi  des  plaques  autochromes,  par 
MM.  LuMiiiRE.  In-8  (26-16)  de  4o  pages;  1907.     1  fr.  5o 
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V. 


JOURNAUX. 


(Les  abuiiiioaieiils  suiit  annuels  et  partent  de  JaiiTîer. 

Le  prix  des  volumes  complets  déjà  partis  de  cha<{ue  pério- 
dique est  augmeittJ  des  frais  de  port  [prix  du  colis 
postal  suivant  les  pays  ). 

ANNALES   DE    L'UNIVERSITÉ   DE   GRENOBLE,    pu- 
bliées   par   les    Facultés   de  Droit,  des  Sciences   et   des 
Lettres,    et    par    l'Ecole    de  Médecine.   I11-8   (25-iG). 
Prix  de  l'abonnement  (3  numéros): 

France 1 2  fr.    |    Étranger 1 5  t'r . 

Par  exception,  l'année  1889  ne  comprend  que  les  nu- 
méros du  1"  juin  et  du  i"  décembre;  le  prix  de  cette 
année  est  de  8  l'r. 

ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE 
SUPÉRIEURE,  publiées  sous  les  auspices  du  Ministre 
de  l'Instruction  publique,  par  un  Comité  de  Rédaction 
composé    des   Maîtres   de    Conférences.    In-4    (28-28). 

l"  Série,  7  volumes,  années  1864  à  1870.  i5o  fr. 

2*  Série,  12  volumes, années  1872  à  i883.  260  fr. 

3'  Série,  les  10  volumes  formant  les  années  1884  à  1898, 

ensemble.  200  fr. 

—  Les  10  volumes  formant  les  années  1894  à  igoS,  on- 
semblc.  200  fr. 

La  3*  Série,  commencée  en  1884,  paraît,  chaque  mois, 
par  numéro  contenant  5  à  6  feuilles  in-4. 
On  vend  séparément. 
Chacune  des  années  1864  à  1870,  1872  à  1908.     a5  fr. 

Chaque  année  suivante 3o  fr . 

Table  des   matières  et    noms  d'auceurs    contenus    dans 

les  2  premières  Séries,  ln-4  ;  1887 2  fr. 

Table  des  matières   et  noms  d'auteurs  contenus  dans 

les  Tomes  l  à  X  de  la  troisième  Série   (1884-1898). 

ln-4;   1894.  I  fr. 

Table  des  matières  et  noms  d'auteurs  contenus  dans  les 

Tomes  XI  à  XX  de  la  troisième  Série  (1894-1908). 

In-4;  i9o4-  '  fr. 

frix  pour  un  an  (12  numéros)  : 

Paris..     3o  fr.    |  Départements  et  Union  postale.     35  fr. 

BIBLIOGRAPHIE  SCIENTIFIQUE  FRANÇAISE.  - 
Recueil  mensuel  in-8  (aJ-iG)  publié  sous  les  auspices 
du  Ministère  île  ITnstriiciioii  publique  par  le  Bureau 
français  du  Catalogue  international  de  la  littérature 
scientifique. 

La  Bibliographie  (sst  partagée  en  deux  Sections  : 
i"  Section,  Sciences  mathématiques  et  physiques;  2*  Sec- 
tion, Sciences  naturelles  et  biologiques. 

Prix  pour  un  an  (12  numéros)  : 

Départ 
et 
l'aiis.       tliiioii  post. 
fr. 
1"  Section   (6  numéros  par  an)....        5,50  6,50 

2'  Section  (6  numéros  par  an) 9,50        10,50 

Les  deux  Séries  réunies 15     »         17     » 

Le  numéro  double  1-2  de  l'année  1902,  qui  contient  la 
liste  des  périodiques  avec  leurs  abréviations  et  la  classi- 
fication scientifique,  se  vend  séparément.  2  fr.  5o  c. 

BULLETIN  ASTRONOMIQUE,  publié  pa.  lObservaloire 
de  l'aiis,  sous  la  direction  de  V>.  li.viLi.vi  u,  Directeur 
l'Observatoire  avec  la  collaboration  de  P.  l'uiseux, 
H.  Deslandres  et  G.  Bigourdan.  In-8  (aS-iG),  mensuel. 
Ce  Bulletin  mensuel,  fondé  en  1884,  forme  par  an  un 
beau  volume  in-8  (25-i6),  avec  figures  et  planches,  de  3o 
à  35  feuilles. 

Les  dix  premiers  volumes  (1884-1893)  se  vendent  en- 
semble, iio  fr. 

Les  Tomes  XI  à  XX  (1894-1908)   se  vendent  ensemble. 

iio  fr. 


i.hacun  des  Tomes  Ik\X(i884-i9o3)  sauf  le  Tome  XVl, 
1899,  séparément.  i4  fr. 

Chaque  année  suivante.  16  fr. 

Prix  pour  un  an  (12  numéros)   : 

Paris 16  fr. 

Départements  et  Union  postale 18  Ir. 

BULLETIN  DE  LA  SOCIÉTÉ  INTERNATIONALE  DES 
ELECTRICIENS. 

Ce  Bulletin,  fondé  en  1884,  parait  chaque  année,  en 
dix  numéros,  formant  un  beau  volume  de  3o  feuilles 
environ,  in-8  (29-19). 

L'abonnement  est  annuel  et  part  de  janvier. 

1"  Série.  Les  Tomes  I  à  XVII  (  1884-1900)  se  vendent 

ensemble.  4*^'^  fr- 

2°  Série.   Les  Tomes   I    à  X    (1901-1910)   se    vendent 

ensemble.  200  fr. 

Prix  pour  un  an  : 

Paris 25  fr. 

Départements  et  Union  postale 27  fr. 

Prix  du  numéro  :  2  fr.  5o  c. 
Prix  de  chaque  année  depuis  i88'|..      25  fr. 

BULLETIN    DE    LA    SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE 
FRANCE,  publié  par  les  Secrétaires.  In-8  (25-i6). 
Ce  Bulletin,  fondé  en  1878,  parait  tous  les  trois  mois; 
il  forme  chaque  année  un  volume  de  18  feuilles  environ. 
Prix  pour  un  an  : 

Paris 18  fr. 

Départements  et  Union  postale 20  fr. 

La  collection  des  Tomes  I  à  XXXVllI  (rare).     4^5  fr. 
Les  Tomes   I   à  X  (1878-1882)    se  vendent   ensemble. 

75  fr. 
Les    Tomes    XI    à    XX    (1888-1892)    se    vendent   en- 
semble. 75  fr. 
Les    Tomes    XXI    à    XXX    (1893-1902)     se    vendent 
ensemble.                                                                            75  fr. 
Chacun   des    Tomes    I   à   XXX    se    vend    séparément. 

12  fr. 
Les  Tomes  XXI  à  XXXVIII  ne  se   vendent  pas  sépa- 
rément. 

lable  des  Tomes  1  à  XX  (1878-1892  ).  In-8  (25-i6);  1894. 

I  fr.  75  c. 

Table   des   Tomes  XXI   à    XXX    (1898   à   1902).    In-8. 

(2,5-i6);    1904.  I   fr. 

BULLETIN  DE  LA  SOCIÉTÉ  FRANÇAISE  DE  PHOTO- 
GRAPHIE. —  In-8  (25-iG),  mensuel.  (Fondé  en  i855.) 
Depuis  1910,  le  Bulletin  paraît  mensuellement. 
Prix  pour  un  an  {ï2  numéros): 
Paris  et  Départements.     i5  fr.     |    Etranger.     18  fr. 

BULLETIN  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQ¥ES,  rédigé 
par  Gaston  Darboux  et  E.  Picard,  ln-8  (26-16)  men- 
suel. II*  Série. 

La  1"  Série,  Tomes  I  à  XI,  1870  a  1876,  suivie  de  la 
Table  générale  des  onze  années,  se  vend.  90  f*". 

Gbaqueannée  de  cette  I"  Série  se  vend  séparément.  i5  fr. 

Table  générale  des  matières  et  noms  d'auteurs  con- 
tenus dans  la  i"  Série.  Grand  in-8;  1877.       i  fr.  5o  c. 

La  2'  Série,  qui  a  commencé  en  janvier  1877,  con- 
tinue à  paraître  par  livraisons  mensuelles.  Les  10  pre- 
mières années  de  cette  2"  Série  (1877  à  i886)  se  ven- 
dent ensemble.  120  fr. 

Les  10  années  (1887-1896)  se  vendent  en- 
semble. 120  fr. 

Les  10  années  (1897-1906)  se  vendent  en- 
semble. «20  fr. 

Chacune  des  3o  premières  années  de  la  2*  Série 
(1877  à  1906)  se  vend  séparément.  i5  fr. 

Chaque  année  suivante.  18  fr. 
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Prix  pour  un  an  {12  numéros  )  : 

Paris 18  fr. 

Départements  et  Union  postale ■jo  (t 

BULLETIN  MENSUEL  DU  BUREAU  CENTRAL  MÉ- 
TÉOROLOGIQUE DE  FRANCE  et  BQLLETIN  SISMO- 
LOGIQUE,  publié  |)ar  A.  A.>(;()t,  Directeur  du  Bureau 
Central     Météorolojji  que.    ln-4    (28-20)  mensuel. 

Prix  pour  un  an  : 
Paris.     5  fr.       |       Départements  et  Union  postale.     6  fr. 
Chaque  année,  depuis  i8g5.  5  l'r. 

COMPTES  RENDUS  HEBDOMADAIRES  DES  SÉANCES 
DE  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES,  ln-4  (28-23),  hebdo- 
madaire. 

Ces  Comptes  rendus  paraissent  régulièrement  tous  Us 
di  nanches,  en  un  cahier  de  3ï  à  40  pages,  quelquefois  de 
Ko  à  120. 

Prix  pour   un    an    (52    numéros  et  2    Tables). 
Paris.  3o  fr.    |    Départements.  4"  fr. 

Union  postale.     44  ^'^' 
La   Collection  complète,  de  i835  à  1912,  forme  i55  vo 
lûmes  in-4  (28-23).  1940  fr. 

Ckaque  année,  sauf  i845,  1873  à  1892,  i8yG  à  1898,  1900 
à   1902,    lyo'i,   190,5,  se  vend  séparément.  20  ir. 

Chaque  volume,  sauf  les  Tomes  '20,  21,  7G  à  108,  110, 
112,  114,  115,  122  à  127,  130,  132,  131,  138,  141,  se 
■vend  séparément.  i5  fr. 

—  Table  générale  des  Comptes  rendus  des  Séances  de 
l'Académie  des  Sciences,  par  ordre  de  matières  et  p»r 
ordre  alphabétique  de  noms  d'auteurs.  4  volumes  in-4 
(28-23)  savoir  : 

Tablei  des  Tomes  1  à  31  (i835-i85o);  i853.  25  fr- 
Tables  des  Tomes  Zï  à  ij{  (i)55t-]h65  ;  j8;o.  aS  fr. 
Tables  des  Tomes  62  à  91  (  !86G-i88o);  1888.  25  fr- 

Tables  des  Tomes  92  à  121  (1881-1895)-.  1900.        25  fr. 

ENSEIGNEMENT  MATHÉMATIQUE  (L').-  Revue  in- 
ternationale, paraissant  tous  les  deux  mois  depuis 
janvier  1899,  par  fascicule  de  80  pages  in-8  (25-i6), 
sous  la  direction  de  C-A.  Laisant  et  H.  Fehr,  avec 
la  collaboration  de  A.   Bubl. 

Abonnement  :  Union  postale i5  fr. 

Prix  du  numéro 3  l'r. 

La  collection  des  dix  premiers  volumes  (1899 

à  1908) 120  fr. 

Les   Tomes  1,   111   à  XI    sont    en    vente   au    prix 

de i5  fr.   l'un 

INTERMÉDIAIRE  DES  MATHÉMATICIENS  (1.),  Dii ec- 
teurs-fondatcurs  :  C.-A.  Laisant,  Docteur  es  Sciences, 
Examinateur  h  l'Ecole  Polytechnique,  el  Emile  l^emoine, 
Ingénieurcivil,  ancien  Elève  de  l'Ecole  Polytechnique. 
Directeurs-rédacteurs  :  Ed.  Maillet,  lugén.  en  chef  des 
Ponts  et  Chaussées,  Képétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique, 
/:/.  Urt/usA/,  Agrégé  de  Mathématiques,  ancien  Elève  de 
l'Ecoli!  Normale  Supérieure  Proviseur  du  Lycée  de 
ÎNîmes,  et  A.  Boulanger,  Docteur  es  sciences,  Képéti- 
teur à  l'Ecole  Polytechnique,  (publication  honorée 
d'une  souscription  du  Ministère  de  l'Instruction  pu- 
blique).  ln-8  (23-i4),  mensuel. 

Prix  pour  un  an  (12  numéros)  : 
Paris,  7  fr.  —  Départements  et  Union  postale,  8  tr.  50  c. 
Les  Tomes  I  à  >v  (1894-1903)  se  vendent  ensemble.       Go  fr. 
Les  Tomes  il  à  XIX  (1895-1912)  se  vendent  chacun.        7  fr. 
Le  Tome  1  (189^)  ne  se  vend  pas  séparément. 

JOURNAL  DE  CHIMIE  PHYSIQUE.  Électrochimie, 
Thermochimie,  Radiochimie,  Mécanique  chimique, 
Stœchiochimie,  publie  par  Piulippe-A.  Guyk,  Pro- 
fes8(!ur  de  Chimie  à  l'Université  de  Genève,  avec  la 
collaboration  de  nombreux  savants. 


Cette  publication  paraît  en  huit  ou  dix  numéros  for- 
mant un  volume  annuel  de  600  à  700  pages  in-8  (25-i6). 
Prix  de  l'abonnement,  pour  toute  l'Union  postale.     25  fr. 

JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  PURES  ET  APPLI- 
QUÉES, publié  par  Camille  Jordan,  Membre  de  l'In- 
stitut, avec  la  collaboration  de  G.  Humbert,  E.  Picard, 
ln-4  (28-23),  trimestriel. 

l"  Série,  20  volumes,  années  i836  à  i855  (au  lieu  de 
600  francs).  ^00  fr. 

2°  Série,  19  volumes,  années  i856  à  1874  (au  lieu  de 
^70  fr.).  38o  fr. 

3'  Série,  10  volumes,  années  1875  à  i884  (au  lieu  de 
000  fr.)  200  fr. 

4'  Série,  10  volumes,  années  i885  à  1894  (au  lieu  de 
3oo  fr.).  200  fr. 

5°  Série,  10  volumes,  années  1895  à  1904.  200  fr. 

Cliarune   des  années  i836  à    1904   se   vend  séparément. 

2  5  fr. 

La  6*  Série,  commencée  en  1905,  se  publie,  chaque  année, 
en  4  fascicules  de  12  à  i5  feuilles,  paraissant  au  commen- 
cement de  chaque  trimestre. 

Prix  pour  un  an  (4  fascicules)  :  ^ 

PariJ 3o  fr. 

Déparlements  et  Union  postale 35  fr. 

—  Table  générale  des  20  volumes  de  la  1"  Série,  ln-4 

3  Ir.  5o  c. 

—  Table  générale  des  19  volumes  de  la  2'  Série,  ln-4. 

3  fr.  ôo  c. 

—  Table  générale  des  10  volumes  de  la  3'  Série.  In-4. 

I   Ir.  75  c. 

—  Table  générale  des  10  volumes  composant  la  U°  Sé- 
rie, avec  une  Table  générale  des  auteurs  des  59  vol.  des 
4  premières  séries  (  iSoG-iSg')  ).  In-'|  (28-20).    1  fr.  75  c. 

JOURNAL  DE  PHYSIQUE  THÉORIQUE  ET  APPLI- 
QUÉE, (biidé  par  d'Almeida  et  publié  par  la  Société 
française  de  Physique,  (Directeur  de  la  publication  : 
Amkdék  Guillet).   ln-8  (25-i6),  mtuisuel. 

Paris  et  Déparleinents 17  fr. 

Union  postale 38  fr 

—  Table  analytique  et  Table  par  noms  d'autetirs  des 
trois  premières  séries  (1872-1901)  dressées  par  MM. 

E.  JWirTV  et  B.  Biu;.\iii;s,  avec  la  collaboration  de  MM. 
Bénard,  Carré,  Couktte,  Lamotte,  Marcmis,  Maurain, 
Roy  et  Sandoz.  ln-8  (25-iG)  10  fr. 

MATHÉSIS,  Recueil  mathématique  à  l'usage  d/îs  Écoles 
spéciales  et  des  (''tablisscnienls  d'instru'tion  'tnoycnne, 
publié  par  P.  Mansio.n  et  J.  Neuhero  avec  la  collaboration 
de  plusieurs  professeurs  belges  et  étrangers,  ln-8 
(25-iG)  mensuel. 

Prix  pour  un  an  {j2  numéros)  : 
Paris,  nc])artements  cl  Union  postale....      9  fr. 

MÉMORIAL  DES  POUDRES  ET  SALPÊTRES,  publié  par 
les  soins  du  Service  ues  poudres  et  salpêtres,  avec  l'au- 
torisation du  Ministre  de  la  Guerre.  I11-8  (25-iG). 

Le  Mémorial  parait  sous  forme  de  Recueil  périodique, 
en  deux  fascicules  semestriels,  et  forme,  tous  les  deux 
ans,  un  beau  volume  de  18  feuilles  environ,  avec  figures. 

Collection  des  Tomes  là  XV  (1883-1910).  {Rare.) 

Chacun  des  Tomes  111,  VU  à  X  ei  XII,  X 111  se  vend  sépa- 
rément. 12  (r. 
Chaque  Tome  à  partir  du  Tome  XIV  se  vend  sépa- 
rémi  nt.  8  fr. 
Los  Tomes  I,  II'  IV,  V,  VI  .-^t  XI  ne  se  vendent  pas 
séparément. 

Prix  de  l'abonnement  pour  un  volume  (4  fascicules)  à 
partir  du   Tome  XIV  (1907-1908). 

Paris î'^  fr. 

Départements  et  Union  postale....     9  fr. 
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NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES.  Jour- 
nal des  Candidats  aux  Écoles  Polytechnique  et  Nor- 
male, rédigé  par  C.-A.  Laisant,  Docteur  es  Sciences, 
Professeur  à  Sainte-Barbe,  Répétiteur  à  l'Ecole  Poly- 
technique; C.  Bourlet,  Docteur  es  Sciences,  Professeur 
au  Conservatoire  des  Ans  et  Métiers,  et  R.  Bricard,  Ré- 
pétiteur à  l'Ecole  Polytechnique,  ln-8  (23-i4)  mensuel. 
1"  Série,  ^o  vol.  in-8,  années  1842  à  1861.  3oo  fr. 

Les  Tomes  I  à  VU  et  XVI  (1842-1848  et  1857)  ne  se 
vendent  pas  séparément.  Les  autres  Tomes  de  la 
i"  Série  se  vendent  séparément.  i5  fr, 

2»  Série,  20  vol.  in-8,  années  1862  à  1881.  3oo  fr. 

Les  Tomes  1  à  111,  V  et  XIX  (  1862  à  1864,  1866,  1880) 
de  la  2*  Série  ne  se  vendent  pas  séparément. 
Les  autres  Tomes  se  vendent  séparément.         i5  fr. 
3"  Série,  19  vol.  in-8,  années  1882  à  1900.  285  fr. 

Les  Tomi-s  1  à  XIX  (1882  à  1900)  de  la  3"  Série  se 
vendent  «('parement.  i5  fr. 

La  4*  Série,  commencée  en  1901,  continue  de  paraître 
chaque  mois  par  cahier  de   4^  pages  au  moins. 

Prix  pour  un  an  (12  numéros)  : 
Pai"is..     i5  t'r      I     Déparlements  et  Union  postale.     i7fr. 

REVUE  ÉLECTRIQUE  (La), Bulletin  de  VDniondes  Sjn- 
dicats  de  l'ElecCricile,  publiée  sous  la  direction  de 
3.  Blondin. 

I,a  Revue  électrique  paraît  deux  fois  par  mois,  par  fasci- 
cules do  48  pa;fcs  environ  in-4  (28-22).  Elle  forme  par 
an  2  volumes  d'environ  600  pages  chacun. 

Prix  de  l'abonnement  (24  numéros)   : 

Paris 25  fr. 

Départements 27  fr.  5o  c. 

Union  postale 3o  fr. 

Prix  du  numéro  :  i  fr.  5o  c. 
Les  Tomes  1  à  XVI  (i9o'|-i9i2)  se  vendent  chacun  11  fr. 
Les  années  1904  à  1908  (10  volumes)    se  vendent  en- 
semble       90  (V. 

REVUE  SEMESTRIELLE  DES  PUBLICATIONS  MA- 
THÉMATIQUES, rédigée  sous  les  auspices  de  la  Société 
Mathématique  d'Amsterdam.  In-8  (25-iG),  paraissant  en 
2  fascicules  (fondé  en  1893). 

Prix  pour  un  an  : 
Paris,  Départements  et  Union  postale  :  8  fr.  5o  c. 

Chacune  des  années  antérieures,  à  partir  de  iSgS  (sauf  le 

Tome  III).  (Port  en  sus  :  o  fr.  60  c).  8  fr.  5o  c. 

Table  des  Matières  des  t.  1  à  V  (1893-1897).  5  fr. 

—  des  t.  Vit  X  (1898-1902).     Gfr.  5d. 

—  dcs;i.  XI  à  XV  (1903-1907).  G  fr.  5(). 

TECHNIQUE  AÉRONAUTIQUE  (La),  Rei-ae  interna- 
tionale  des  Sci-nces  appliquées  à  la  locomotion  aérienne. 
Direction  :  Lieutenant-colonel  G.  Espitallier.  (Comité 
de  rédaction  :  P.  Appell,  A.  Blondel,  Ch.-Ed.  Guil- 
laume, Maurice  Leblanc,  L.  Lecornit,  E.  Marchis, 
P.  Painlevé,  C  Paul  Renard,  C  Roche,  R.  Soreau, 
A.  fritz).  In-8(25-i6),  bimensuel. 

Prix  pour  un  an  (24  numéros)  : 

France 20  fr.       |       Etranger 25  fr. 

Le  numéro  ;  1  fr. 
Los    Tomes     I    à    VI     (1910-1912)    se    vendent    sépa- 
rément. -  10  fr. 
Chaque  semestre  forme  un  Tome. 


VI.  -  RECUEILS   SCIENTIFIQUES. 

INNALES  DE  L'OBSERVATOIRE  DE  PARIS,  publiées 
par  li.  liaillaud,  Directeur.  Mémoires,  Tomes  I  à 
XXVIII.  In- 4  (80-28),  avec  planches;  iSS.S-igio. 

Les  Tomes  I  à  X,  XII,  XIII  et  XV  à  XXVllI  et  XXI  se 
vendent  séparément.  «7  fr. 

Le  ToMB  XI  (1876)  et  le  Tomb  XIV  (1877)  compren- 
nent deux  Parties  qui  se  vendent  séparément.         20  fr. 

Les  Tomes  XXIX  et  XXX  sont  sous  presse. 

ANNALES  DE  L'OBSERVATOIRE  DE  PARIS,  publiées 
par//.  Haillaiid,  Directeur.  Observations:  ln-4  (3o-23). 
Tomes    I    à    XXIV    (Observations    dos    années    1800 
à  1829  et  1887  à  1869);  chaque  volume.  4"  '"''• 

Années  1870  a  1893,  1897  a  190G.  Chaque  année.  4o  fr. 
Les  observations  des  années  1894  à  1896  paraîtront  ulté- 
rieurement. 

ANNALES  DU  BUREAU  CENTRAL  MÉTÉOROLOGIQUE 
DE  FRANCE,  publiées  par^.  Angot,  Directeur. 

Depuis  l'année  1886,  les  Annales  dd  Bureao  central 
forment  trois  volumes  par  an  : 

I.  —  Mémoires.  In-4  (33-25)  avec  planches. 
Années  :  1886  à  1908.  Chaque  volume.  i5  fr. 

II.  —  Observations.  In-4  (33-25). 

Années  :  1886  à  1911.  Chaque  volume.  i5fr. 

III.  —  Pluies  en  France.  In-4  (33-25).  Années  :  1886 
à  1896.  Chaque  volume.  i5  fr. 
Années  1897  à  1910,    avec   4  pl-  chacune.  Chaque 

volume.  10  fr. 

Table  générale  par  noms   d'auteurs    des   Mémoires 

contenus  dans  les  Tomes  I  à  IV  des  Annales  du  Bureau 

CKNTRAL  MÉTÉOROLOGiouR  pour  les   23  premières   années 

(1878-1900).  Grand  in-4  de  2G   paiïos;    1903,     i  fr.  5o  c. 

ANNALES  DU  BUREAU  DES  LONGITUDES.  Travaux 
faits  à  l'Observatoire  astronomique  de  Montsouris,  et 
Mémoires  divers.  Volumes  in-4  (28-23). 

Tome  I.  In-4,   avec  une  planche  ;  1877.  25  fr. 

Tomb  II.   lii-4;  1882.  ï5  fr. 

Tome  III.In-4;  i883.  25  fr. 

Tome  IV.  In-4,  avec  2  pi.;  1890.  25  fr. 

Tome  V.  In-4,  avec  4  pL;  1897.  25  fr. 

Tomb  VI.  In-4,  avec  8  pi.;  1908.  25  fr. 

Tome  VII.  In-4;  191 1.  (Tables  de  la  Lune).       25  fr. 

Tome  VllI.  In-4,  avec  33  pi.;  1911.  (Eclipse  de 
1905).  25  fr. 

Tomk  IX.  In-4;  19' 3.  25  fr. 

ANNALES  DE  L'OBSERVATOIRE  DE  BORDEAUX,  pu- 
bliées  par    Luc   Picartf    Directeur   de   l'Observatoire. 
Volumes  in-4  (28-28). 
Tome   I,   avec  figures  et  planche;  i885.  3o  fr. 

Tome  II,  avec  ligures;  1887.  3o  fr. 

Tome  III,  avec  3  planches;  1889.  3o  fr. 

Tome  IV  à  XIV;  1892-1911.  Chaque  volume.         3o  fr. 

4NNALES    DE    L'OBSERVATOIRE    DE    TOULOUSE, 

publiées  par  II.  Baillaud,  Directeur  de  l'Observatoire. 
Volumes  in-4  (28-28). 

Tome  I  (travaux  exécutés  de  1878  à  1878).  ln-4  avec 
planche;  1880.  'io   fr. 

Tome  II  (travaux  exécutés  de  1879  à.  i884).  In-4  ; 
1886.  3o  fr. 

Tome  III  (travaux  exécutés  de  188^  à  '897).  ln-4; 
1899.  3o  fr. 

Tome  IV  (travaux  exécutés  de  1S91  à  19C0),  ln-4; 
1901.  3o  fr. 

Tome  V  (travaux  exécutes  en  1900).  In-4  ;  1902.    80  fr. 

Tome  VI.  (Sous  presse.) 

Tome  VIL  In-4;  1907.  3o  fr. 
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ANNALES   DE   L'OBSERVATOIRE  DE  NICE,  publiées 
sous    ia  direction  du  Général  Bassot,    Directeur    (^Fon- 
dation R.  Bischoffsheim).  Volumes  in-4  (33-25) 
Tome  I.  Avec  Atlas  de  44  P'-  sur  cuivre;   1899.     4°  fr* 
Tome  II.  Avec  7  belles  pi.  dont  3  en  couleur;  1887.     3o  fr. 
Tome  III.  Avec  i  pi.  et  Atlas  contenant  17  belles  plan- 
ches (spectre  solaire  de  M.  Thollon);  1890.       4°  f"*- 
Tomes  IV  à  XII.  iSgS  à  1910.  Chaque  volume.         3o  fr. 
Tome  XIII  (1='  fascicule);  1908.  10  fr. 

Tome  XIV;  1911.  3o  fr. 

ANNUAIRE  pour  l'an  1913,  publié  par  le  Bureau  des 
Longitudes,  contenant  les  Notices  suivantes  : 
jéppUcation  de  la  Télégraphie  sans  fil  à  l'envoi  de 
l'heure  ;  par  le  Commandant  G.  Ferrie.  —  L'Eclipsé 
de  Soleil  du  17  avril  191 2;  resu/né  des  obsert>ations 
qu'elle  a  permis  d'e^ectuer ;  par  G.  Ricourdan.  —  Dis- 
cours  prononcés   aux  funérailles  de   M.   Radaiî. 

In-i6  (i5-io)  de  plus  de  760  pages. 

Broché..     1    fr.   5o  c.    |    Cartonné 2  fr. 

Pour  recevoir  l' Annuaire  franco  ajouter  35  c. 

CATALOGUE  DE   L'OBSERVATOIRE  DE   BORDEAUX. 

Réobservation  des  étoiles  comprises  dans  les  zones 
d\4reelander  entre  — 15°  et  — 20°  de  déilinaison. 
ln-4  (33-25)  de  (29)-i87  pages;  1909.  3o  fr. 

CATALOGUE  PHOTOGRAPHIQUE  DU  CIEL  (  Demander 
la  liste  des  Fascicules  parus.) 

CONNAISSANCE  DES  TEMPS  ou  des  mouvements  cé- 
lestes, à  l'usaae  des  Astronomes  et  des  Navigateurs 
pour  l'an  1915,  publiée  par  le  Bureau  des  Longitudes, 
\n-'^  (25-1  G)  dexxx-85G  p., avec  2  cartes  en  couleur;  1913. 

Broché...      4  fr.     |    Cartonné...     4  fr.   75  c. 
Pour  recevoir  l'Ouvrage  franco  dans  les  pays  de  1  U'iior. 

postale,  ajouter  1  fr. 

EXTRAIT  DE  LA  CONNAISSANCE  DES  TEMPS,  à 
l'usage  des  Écoles  d'Hydrographie  et  des  marins  du 
Commerce,  pour  l'an  1914,  publié  depuis  l'an  1889  fiar 
le  Bureau  des  Longitudes  In-8  (25-i6),  avec  2  planches  ; 
1912.  1  fr.  5o  c. 

JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par 

le  Conseil  d'instruction  de  cet  établissement. 

I"  Série,  64  Cahiers  in-4  (^8-23),  avec  fig.  et  pi.     1000  fr. 

Table  des    matières    et  noms  d'auteurs  des  64  Cahiers  de 

la  1"  Série,  ln-4  (28-23);  1896.  3  fr. 

II"  Série.  Cahiers  I  à  111,18953  1897,  chaque  Cahier.     10  fr. 

IV  Cahier,  1898.  i3  fr. 

V*  et  VI°  Cahiers,    1900,    i«>oi,  chaque 

Cahier.  10  fr. 

Vil*  Cahier,  1902.  12  fr. 

VIII"  à  X"  Cahiers,  1903  a  1905,  cliacun.      10   fr. 

XI°  à  XIII"  Cahiers,  1906  a  1909.  chacun.      11  fr. 

XIV'  Cahier  ;  1910.  10  fr. 

XV"  Cahier;  191  c .  i5  fr. 

XVl"  Cahier;  1912.  11  fr. 

OBSERVATOIRE  DE  MÉTÉOROLOGIE  DYNAMIQUE 
DE  TRAPPES.  —  Travaux  scientifiques  publiés  par 
L.  Teisskrenc  de  Bort.  Volumes  in-4  (33-25)  se  ven- 
dant séparément. 

Tome  I.  Etude  internationale  des  nuages,  1896-1897. 
Observations  et  mesures  de  la  France.  Volume  de  xvi- 
290  pages  et  2  planches;    igoS.  10  fr. 

Tome  II.  (  P^n  préparation.) 

Tome  III.  Etude  de  l'atmosphère  par  sondages  (1901- 
i90'4).   Volume  de  iv-5o  pages;  1908.  10  fr. 

Tome  IV.  F-twle  de  l'atmosphère  marine  par  sondages 
aériens.  Atlantique  moyen  et  région  intertropicale, 
par  L.  Teisserenc  de  Bort  et  Lawrence  Rotcii.  Volume 
de  24'^  pages  avec  36  figures  et  17  jjlaiiclies  (publié 
avec  la  collaboration  de  l'Observatoire  de  Blue-Hill); 
1909.  10  fr. 


VIT.   -   ENCYCLOPEDIE 

DES 

TRAVAUX  PUBLICS, 
ET    ENCYCLOPÉDIE    INDUSTRIELLE, 

fondées    par    m. -c.    lbchalas, 

Inspecteur  général 
des  Ponts  et  Chaussées  en  retraite. 


ALHEILIG,  Ingénieur  de  la  Marine,  F,x-Professeur  à 
l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime,  et  ROCHE  (Ca- 
mille),   Industriel,   ancien    Ingénieur  de    la  Marine.  — 

Traité  des  machines  à  vapeur,  rédigé  conformément 

au  programme  du  Cours  de  machines  à  vapeur  de  l' Ecole 
Centrale.  Deux  Volumes  in-8  (25-i6),  se  vendant  sépa- 
rément. (E.  I.) 

Tome  1  :  Thermodynamique  théorique  et  applications. 
Puissance  des  machines,  diagrammes  indicateurs. 
Régulation,  épures  de  détente  et  de  régulation.  Dis- 
tribution, détente.  Condensation,  alimentation. 
Volume  de  xi-6o4  pages,  avec  412  fig-  ;  1895.  ao  fr. 
Tome  II  :  Forces  d'inertie.  Moments  moteurs.  Volants. 
Régulateurs.  Moteurs  à  gaz,  à  pétrole  et  à  air 
chaud.  Montage  des  machines.  Essais.  Passation 
des  marchés.  Prix  de  revient.  Volume  de  iv-56o 
pages,  avec   281    figures;   1896.  18  fr. 

APPERT(Léon)  et  HENRIVAUX  (Jules),  Ingénieurs.  — 
Verre  et  verrerie.  In-8  (25-16),  de  4^0  pages  avec 
i3o  figures  et  un  Atlas  de  14  planches  in-4  (28-23);  1894 
(E.  I.).  ao  fr. 

6EAUVERIE   (J.),    Préparateur  de  Botanique  générale. 

—  Le  Bois.  Structure.  Composition  et  propriétés.  La 
forêt.  Âbatage.  Altérations.  Conservation.  Rois  indi- 
gènes et  exotiques.  I^e  liège.  Avec  une  Préface  de 
M.  DAURRiiE,  Conseiller  d'Etat,  Directeur  général  des 
Eaux  et  Forêts  au  Ministère  de  l'Agriculture.  Un  volume 
en  deux  fascicules  in-8  (25-i6)  de  xi-1402  p.,  avec 
485  fig.  (E.  I.),  1905.  (Médaille  de  la  Société  nationale 
d'Agriculture).  20  fr. 

BEAUVERIE  (J.),  Docteur  es  Sciences,  Chargé  d'un 
Cours  de  Botaiii(|iie  appliquée  à  l'Université  de  Lyon, 
Lauréat  d(î  la  Société  nationale  d'Agiicuituie  de  France. 

—  Les  Textiles  végétaux,  avec  une  Préjace  de 
H.  Lecomtk,  Professeur  au  Muséum  d'Histoire  naturelle. 
In-8  (25-16  de  xtii-730  p.,  avec  290  fig.;  1913.       18  fr. 

COLSON  (C),  Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées, 
Conseiller  d'Etat.  —  Cours  d'Economie  politique 
professé  à  l'Ecole  nationale  des  Ponts  et  Chaussées. 
Six  Livres  in-8(25-i6)  se  vendant  séparément  chacun  6  fr. 
(E.  T.  P.). 

Livre  -.Théorie générale  des  phénomènes  économiques. 
Volume  de  [\bo  pages.  2°  édition;  1907.  (Nouveau 
tirage  1912.) 

Livre  II  :  Le  travail  et  les  questions  ouvrières.  Vo- 
lume de  344  pages;  1901. 

Livre  III  :  La  propriété  des  biens  corporels  et  incor- 
porels. Volume  de  342  pages;    1902, 

Livre  IV  :  f^es  entreprises,  le  commerce  et  la  circu- 
lation. Volume  de  443  pages  avec  un  appendice;  1903. 

Livre  V  :  Les  finances  publiques  et  le  budget  de  la 
France.   Volume  de  [\Wi  pages.  2"  édition;   1909. 

Livre  VI  :  Les  travaux  publics  et  les  transports. 
2'  édition  revue  et  mise  à  jour.  Volume  de  iv-5i7  pages  ; 
1910. 

Supplément  annuel  au  Livre  VI.  Brochure  in-8  (23-i4) 
de  4'i  pages;   1913.  i  fr. 
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CRONEAU  (A),  Ingénieur  de  la  Marine,  Professeur  à 
l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime.  —  Architec- 
ture navale.  —  Construction  pratique  des  navires 
de  guerre.  3  volumes  in-8  (>5-iG)  et  un  Atlas  de 
1 1  planches  (K.  I.) 

Tome  I  :  Plans  et  devis.  —  Matériaux.  —  ^ssemblaffes. 
Différents  types  de  navires.  —  Charpente.  —  Revête- 
ment de  la  coque  et  des  ponts.  Volume  de  889  pages 
avec  3o5  figures  et  un  Atlas  de  11  planches  in-^ 
doubles  dont  1  en  trois  couleurs;  1894.   *  18  fr. 

Tome  11  :  Compartimentage.  —  Cuirassement.  —  Pavois 
et  garde-corps.  —  Ouvertures  pratiquées  dans  la 
coque,  les  ponts  et  les  cloisons.  —  Pièces  rappor- 
tées sur  la  coque.  —  Ventilation.  —  Service  d'eau. 

Gouvernails.  —  Corrosion  et  salissure.  —  Poids 

et   résistance    des   coques.  Volume   de   616   pages, 
avec  359  figures;  iSg't.  i5  fr. 

DEHARME  (  E.),  Ingénieur  de  la  Compagnie  du  Midi,  Pro- 
'  t'esseur  du  Cours  de  Chemins  de  fer  à  l'Ecole  Centrale, 
et  PULIN  (A.),  Ingénieur  des  Arts  et  Manufactures, 
Inspecteur  principal  du  Chemin  de  fer  du  Nord.  —  Che- 
mins de  fer.  Matériel  roulant.  Résistance  des  trains. 
Traction.  Un  volume  in-8  (25-i6)de  xxii-44i  pages, 
avec   95   figures  et   i   planche;  189.5  (  E.   I.).  i5  fr. 

—  Étude  de  la  Locomotive.  La  Chaudière.  In-8  (25-i6) 
de  VI-608  p.,  avec  i3i  fig.  et  2  pi.;  1900  (E.  I.)       i5  fr. 

—  Étude  de  la  Locomotive.  Mécanisme.  Châssis.  Types 
de  machines.  Un  volume  iri-8  (:i,'>-if))  de  iv-712  p.,  avec 
288  fig.  et  un  atlas  in-4  de  18  pi.;  1908  (  E.  1.).       25  fr. 

DENFER  (J.),  Architecte,  Ancien  Professeur  à  l'Ecole 
Centrale.  —  Architecture  et  Constructions  civiles. 
Charpente  en  bois   et  menuiserie.    Los  bois,  louis 

assemblages,  liésistance  des  bois.  Tableaux.  Calculs 
faits.  Linteaux  et  pb.nches.  Pans  de  bois.  Combles. 
Etalements.  Echafaudages.  Ap|)areils  de  levage.  Iravaux 
hydrauliques.  Coffrages  pour  maçonneries  armées. 
Cintres.  Ponts  et  passerelles  en  bois.  Escaliers.  Menui- 
serie en  bois  :  parquets,  lambris,  porte?,  croisées,  per- 
siennes,  devantures,  décorations.  2»  édition  revue  et 
augmentée,  ln-8  (25-iG)  de  iv-686  pages  avec  721  fi- 
gures; 1910.  (E.  T.  P.)  25  fr. 

DESCOMBES  (Paul),  Directeur  honoraire  dos  Manufac- 
tures de  l'État.  La  Défense  forestière  et  pastorale, 
précédée  d'une  lettre  de  G.  ÎNor.i.EMAiRE.  In-8  (23-16) 
de  xv-4io  p  ,  avec  23  fig.;  G  cartes  ;  1910  (E.  I.)      i2fr. 

FARGUE  (L.),   Inspecteur  géné»-al   dos   Ponts  et   Chaus- 
soes  en  retraite.  —  Hydraulique  fluviale.  La  forme 
du  lit   des  rivières   à  fond  mobile.    Volume   iu-S 
(2j-i6)  de  iv-182  pages,  avec  55  figures  et  i5  planches;  • 
1909.  (E.  I.)  9  fr. 

FÉRET  (R.),  ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique, 
Chef  du  Laboratoire  des  Ponts  et  Chaussées  à  Roulogne- 
sur-Mer.  —  Etude  expérimentale  du  Ciment  armé. 
Expériences.  Théorie  et  calculs.  Bibliographie  du  Ci- 
ment armé.  Recherches  annexées  sur  les  diverses 
résistances  des  mortiers  et  bétons.  In-8  (20-16)  de 
vi-778  p.  avec  197  fig.;   1906.  (E.  I.)  20  fr. 

GESCHWIND  (L.), Ingénieur-Chimiste,  et  SELLIER  (E.), 
Chimiste,  Lauréats  des  Chimistes  de  sucrerie  et  de  la 
Société  industrielle  Az  Saint-Quentin.  —  La  betterave 
agricole  et  industrielle,  ln-8  (25-iG)  de  iv-668  p. 
avec  i3o  figures;  1902.  (E.  1.).  20  fr. 

GOUILLY  (Alexandre),  Ingénieur  des  Arts  et_  Manufac- 
tures, Répétiteur  de  Mécanique  appliquée  àl'École  Cen- 
trale. —  Eléments  et  organes  des  machines.  Un  vol. 

in-8(25-iG)  de  4oGp.  avec  710  fig.;  1894.  (E.I.)     12  fr. 

GUËDON  (Pierre),  Ingénieur,  Chef  de  traction  à  la  Com- 
pagnie générale  des  Omnibus  de  Paris.  —  Traité  pra- 
tique des  Chemins  de  fer  d'intérêt  local  et  des 
Tramways,  ln-8  de  093  pages  aiTec  i4i  figures;  1901. 
(E.  1.)  •!  fr- 


GUIGNET  (Ch.-Er.),  Directeur  des  teinture»  aux  Manu- 
factures nationales  des  Gobelins  et  de  Beauvais;  DOM- 
MER  (F.),  Vrofesseur  à  l'Ecole  de  Physique  et  de 
Chimie  indM.«fielles  de  la  ville  de  Paris,  et  GRAND- 
MOUGIN  (E.),  Ancien  préparateur  à  l'Ecole  de  Chimie 
de  Mulhouse.  —  Blanchiment  et  apprêts.  Teinture  et 
impression.  Matières  colorantes.  Un  volume  in-8 
(25-16)  de  674  pages,  avec  345  figures  et  échanlillons 
de  tissus  imprimés;  iSgS.  (E.  I.)  3o  fr. 

HUBERT-VALLEROUX(P.),  Avocat  à  la  Cour  de  Paris, 
Docteur  en  droit.  —  Les  Associations  ouvrières  et 
les  Associations  patronales.  (Cet  Ouvrage  a  obtenu 
le  premier  prix  au  concours  de  Chambrun  en  1898.) 
lu-8  (25-i6)  de  36i  pages;   1899.  (E.   I.)  10  fr. 

JAUBERT  (  George-F.),  Docteur  es  Sciences,  Directeur 
de  la  «Rovuo  générale  de  Chimie  pure  et  appliquée». 
—  Les   acides  minéraux  de  la   grande  industrie 

chimique  {ticide  sulfuriqae.,  acide  nitrique^  acide  chlor- 
hydriqae).  ln-8  (25-i6)  de  iv-5Go  p.,  avec  181  fig.; 
1912.  (E.  I.  )  i5  fr. 

LAMB  (M.C.),  F.  C.  S.,  Directeur  de  la  Section  de  tein- 
ture au  Collège  technique  de  la  «  leathersi.llers'  Com- 
pany »  de  Londres.  —  Teinture,  corroyage  et  finis- 
sage du  cuir.  Traduit  par  Louis  Meunier,  Docteur  es 
Sciences,  chargé  de  cours  à  l'Université  de  Lyon,  Pro- 
fesseur à  l'Ecole  française  de  Tannerie,  et  Jules 
Prévôt,  Licenciés  es  Sciences,  ancien  Elève  diplômé 
des  Ecoles  de  Tannerie  de  Lyon,  Leeds,  Londres, 
Vienne  et  Freiborg.  In-8  (25- 16)  de  vi-470  pages,  avec 
2o3  fig.  et  4  pi.    d'échantillons  ;  1910.  (E.  1.)         20  fr. 

LECHALAS  (Georges),  Ingénieur  en  Chef  des  Ponts  et 
Chaussées.  —  Manuel  de  droit  administratif.  Service 

des  Ponts  et  Chaussées  et  des  Chemins  l'icinaux.  2  volumes 
in-8  (25- 16),  se  vendant  séparément.  (E.  T.  P.) 

Tome  I  :  Notions  sur  les  trois  pouvoirs.  Personnel  des 
Ponts  et  Chaussées.  Principes  d'ordre  financier.  Travaux 
intéressant  plusieurs  services.  Expropriations.  Dommages 
et  occupations  temporaires.  Volume  de  cxlvii-536  p.; 
1889.  20  fr. 

Tome  II  (  I"  Partie)  :  Participation  des  tiers  aux  dépensés 
des  travaux  publics.  Adjudications.  Fournitures.  Régie. 
Entreprises.  Concessions.  Vol.  de  897  p.;  1898.       10  fr. 

II»  Partie  :  Principes  généraux  de  police  :  Grande 

voirie.  Simple  police.  Roulage.  —  Domaine  public. 
Consistance  et  condition  juridique.  Délimitation.  Rede- 
vances et  perceptions  diverses.  Produits  naturels.  Con- 
cessions. Occupations  temporaires.  Volume  de  iv-396  p.; 
1898.  10  fr. 

LE  VERRIER  (U.),  Ingénieur  en  chef  des  Mines,  Pro- 
fesseur au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers.  —  Métal» 
lurgie  générale.  Volumes  in-^  (25-i6)  se  vendant 
séparément. 

—  Procédés  de  chauffage.  Combustibles  solides.  Descrip- 
tion des  combustibles.  Combustibles  arti^ciels.  Emploi 
des  combustibles.  Chauffage  par  l'électricité.  Matériaux 
réfractaires.  Organisation  d'une  usine  métallurgique. 
Données  numériques.  Volume  de  867  pages  avec  171  fig; 
1902.  (E.  I.)  t2  fr. 

—  Métallurgie  générale.  Procédés  métallurgiques  et 

étude  des  métaux.  Minerais.  Séchage.  Calcination. 
Grillage.  Opérations  extraclives.  Fusion  et  affinage. 
Thermochimie.  Installations  accessoires.  Essais  méca- 
niques. Action  de  la  chaleur.  Métallographie.  Alliages 
annexes.  Volume  de  4o3  pages,  avec  194  figures;  1905. 
(E.  I.)  12  fr. 

LÉVY-LAMBERT  (A.),  Inspecteur,  chef  des  services  de 
l'éclairage    et    du    chauffage    des    Chemins    de    fer    du 

,>or.i.  —  Chemins  de  fer  funiculaires.  Transports 
aériens.  2"  édition  revue  et  augmentée,  ln-8  (26-16) 
de  1V-59G  pages  avec  2i3  figures;  191 1.  i5  fr. 
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